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Resume: La detection directe des ondes gravitationnelles est I'un des defis les plus 
prometteurs de cette fin de siecle. Dans ce cours, on rappelle tout d'abord la notion d'onde 
gravitationnelle, puis on donne les sources astrophysiques envisagees pour les detecteurs 
terrestres . Les methodes de detection sont ensuite passees en revue: barres resonnantes et 
interferometres, avec, pour ces derniers des exemples et illustrations tires de I 'experience 
VIRGO . 

Abstract: The direct detection of gravitational waves is one of the most challenging phy­
sics experiments. Here, the notion of gravitational waves is first recalled and astrophysical 
sources of interest for Ea.rth-ba.sed detectors are given. The methods of detection are then 
reviewed : resonating bars and interferometers, the laters being illustrated by examples 
from the VIRGO experiment. 

1 Les ondes gravitationnelles et les sources astrophy­
.

slques 

1.1 	 Les ondes gravitationnelles dans Ie cadre de Ia Relativite Ge­
nerale 

Dans Ie cadre de la Relativite Generale, les ondes gravitationnelles (OG) apparaissent 
comme une solution naturelle des equations d 'Einstein linearisees. Les equations d 'Einstein 

s'ecrivent: 

(1) 


01\ R/II/ es t Ie tenseur de Ri cci, T/III est Ie tenseur impulsion-energie , Rest la cOl11'buI'e 
sCillaire (trace dl! tenseur de Ricci), et .9/111 est Ie tenseur metrique qui definit, entre autre , 

l ' intervalle d'espace-temps : 

d '2 d I'd 	 (2).5 = .9//11 X x.1/ 
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Dans I'approxima.tion des champs bibles, gJlV ;:::j "711V + hill/' OU "711V est Ie tenseur de Min­

kowski (espace-temps plat) : 

o 0 0)100 (3)o 1 0 ' 
001 

ct Ih,wl « 1, les equations d'Einstein sont linearisees et deviennent: 

167rG 
Ok/II> = ---4 -TIIV' (4) 

C 

01\ 0 represente l'operateur D' Alembertien et T/-IV est ici I 'approximation d 'ordre 0 en h 
du tenseur energie-impulsion. Le champ gravitationnel kill' est relie a la perturbation de la 

metrique hJlv par 

(5) 


h etant la trace de hlw ' Le tenseur metrique etant symetrique, il y a au plus 10 composantes 
independantes dans h'lI> et k,lII' De plus, I'equation de conservation du tenseur impulsion­
energie, alJT'lII = 0, implique a/lk/II> = 0, ce qui reduit a 6 Ie nombre de composantes 
independantes . 

Un certain changement dejauge, qui correspond alajauge TT (pour Transverse Traceless), 
permet encore de simplifier Ie probleme et de se ramener a une description minimale (deux 
composantes independantes). Cette jauge permet en outre de "confondre" les tenseurs me­
trique h/-lv et champ k/II>' Dans la jauge TT, la perturbation de lao metrique possede les 
proprietes : 

• h'!2' = 0: Ie tenseur est transverse (seules les composantes spatiales sont non nulles). 

• h~;: = 0: Ie tenseur est de trace nulle. 

• a/lh~;; = 0: Ie tenseur est de divergence nulle (ce qui n 'est pas propre it la jauge 
TT). 

• oh~t = 0: equation de propagation (loin des sources de champ). 

La premiere consequcnce est que les OG se propagent a la vitesse de la lumiere, comme 
I'indique I'equation de propagation. Enfin, l'ecriture la plus generale de h;';; est (02 etant 

la direction de propagation de l'OG): 

(6) 
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soit hTT = h e+ + h eX aVf~c 
pv + //.v X /IV' ~ 

0 0 0 0) 
X 0 0 1 0 

et e/ IV = 0 1 0 0 . (7) 
(
 
000 0 


On remarque que les deux tenseurs e~v et e:' sont lineairement independants, ce qui montrev 

qu'il y a finalement deux polaris<ttions independantes pour l'OG, que l'on notera "+" et 
"xl). De plus, il est facile de constater que l'on passe d'une polarisation a l'autre par une 
rota.tion d'angle 7T' /4, ce qui est caracteristique d'une onde d'helicite 2 (Ie graviton est done 
de spin 2). 

Enfin, toujours en considerant une OG se propageant selon l'axe des z, en posa.nt encore 
17+ = hTt = -hf! et h. x = hiT = hft, et en remontant aux sources de champ, on peut 
montrer que les polarisations h+ et h x de 1'OG sont reliees au moment quad1'upolai1'e n3duit 
qTT de la source par:

jJl.! 

(8) 

(9) 

ou Rest la dista.nce de la source. Le moment quadrupolaire reduit qJ.1V est sirnplement la 
partie sa.ns trace cIu moment quadrupolaire Q/JV = J J J pX/IXv({1X de la source: q/l// = 
Q//v - ~17////Q~. 

1.2 Effet d 'une onde gravitationnelle 

Une OG etant definie comrne une perturbation propagative de la metrique de l'espace­
temps, Ie passage d'une OG au voisinage de deux masses d'epreuve va done modifier la 
distance entre celles-ci . lei, "distance" est it prendre au sens operationnel, c'est it dire Ie 
temps mis par la lumiere pour aller d'une masse a I'autre. Si A et B sont les "positions" 
des deux m(\sses dans l'espace-temps, et si on pose AB = (x P ), Ie vecteur (:r/l) obeit a 
l'equation rie 1(\ geoc\esique en champ faible : 

d2 
X /J 1 fJ2hTT 

PI/ v (10)dt2 = 2~:r 

La variation maxim(\le de la distance mesuree eIlt.re A et B est. done: 

(11 ) 


Oll Lest. la longueur <Ill scgmeut. AD au l'epos et II. cst. l'amplitllde de I'onde gravit(l.tion­
nelle . D'aprcs I'equation prcccc\cnte, h petit c tre interpl'etc comme un taux de d{>form(ltion 
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de l'espace; en effet, l'OG modifie la distance relative entre les deux masses-test. On peut 
montrer que l'effet est de plus differentiel, c'est a dire que lorsque les distances semblent 
s'allonger dans une certrune direction, elles semblent alors se raccourcir dans une direction 
orthogonale (et vice versa une demi-periode plus tard), ce qui rappelle Ia nature quadru­
polaire des OG (voir figure 1). 

/- ...... , Y 

f 

I 
\ JI x•....... -../ 

\• 

rot = 0 

(i) 

{ .....,\ ~- ...-~ t \ I \ 

+ I • ;- -+~ I\ ~ j ~ /~
~+/ -.­

rot 31t12ro t = rrJ2 = 
( ii) 

Figure 1: Effet d'une OG sur un cercle de masses d'epreuve. L'incidence est l'onde est 
normale au plan des masses. 

1.3 Sources d 'onde gravitationnelle et puissances rayonnees 

La puissance rayonnee par un systeme dans Ie domaine gravitationneI s'ecrit : 

1 G fJ3Q pI' a3 QI'I' 
(12)p = 5" c5 < -atJ at3 >. 

De fa<;on generale, une source d'ondes gravitationnelles doit posseder un moment quadrupo­
laire non nul et non statique. On peut deja conclure que tout systeme a symetrie spherique 
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ne pourra rayonner c!'OG . De plus, Ie rapport Glc5 est ridi culemcnt petit, de l'ordre de 
3 x 10- 53 VI-I, si bien que seules des systemes possedant un moment quadrupolaire cons is­
tant et rapidement variable vont donner lieu it, des puissances rayonnecs appreciables . Le 
tableau ci dessous donne quelques ordres de grandeur pour les puissances , flux et ampli­
tudes de sources typiqlles. Les amplitudes ont ete calculees selon 

h ~ ~ ( ~;) 1/2 , (13) 

Ot1 west une pulsation caracteristique de la source et RIa dist ance a la source. Force est de 
(onstater qu'il s'avere imposs ible ae reali ser une experience de Hertz (emission-detection) 
dans Ie dOl1l(\'ine des OG au laboratoire ! Au contraire, la coalescence de deux trous noirs 
dans l'amas de la Vicrge (Virgo), a. 10 Mpc, peut rayonner une puissance formidabl e, de 
l'ordre de 2 x 1050 Vi (superieure it la luminosite de l'Univers observable dans Ie domaine 
electromagne tiqtle! ), qui pellt et re eventuellement detectee sur Terre . 

Flux(W.m .'t)P(W) distance 11 
barreau acier 

29 3 1 342 x 10 1mM = 500 T, I' = 1 m 5 x 10 2 x 10 
L = 20 lll, 5 tours/s 

HI5 x 10 II 10km 5 x 10 2 x 10 39 

systerne Terre - Lune 
Bombe H - 1MT, asym = 10% 

6 x 10 6 


systeme Terre - Soleil 
 187 
1044 10 ·£:310 3 

2 x 1050 

10Mpesupernova - 10M8 , asym = 3% 
10 202 x 10'310 f\1pc2 trous noirs 1 MG , d = 3 km 

Table 1 : Quelques exernples de generateurs d'ondes gravitationnelles. 

On peut reecrire la puissance rayonnee en fonction des paramet res cCtraeterist.iques de la 
source, sa mCtsse 111, ses dimensions d, line pulsation w. En posant Ie moment quadrupolaire 
typique Q ~ aMR2, Ot1 a est nn fadeur d'assymetrie (ecart a. la symetrie spherique) , il 

vient : 

(14) 

Suivall t \Vcber J ) , 011 petit alars tnmsformer cette expression de fa<;on a inverser Ie rap­
port G/ c5 ric\iculemcnt petit ell CS / G ~ 4 X 1052 \V, facteur fa llti1s t.iql.l~mcn t gralld! Ell 
effet , si fl s = 2G111/ c2 est Ie rayon de Sc!twarzschild de la source , ct S I vest une VI tcsse 
carac:teri stiqtlc de la som ee, alms w rv v/d rv vic x clrl et 111 = n,c2 /2G d'01'\ : 

2 
G 2 (Rsc ) 2 (::) G (~) (; ~ P -(/. d , (15)rv - ­

c'" G c d 
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soi t 

c 
5 

2 (Rs) 2 (V) 6 (16)P ~ -a - ­
G dc' 

et Ie tour est joue; un systell1e tel que d ~ Rs et v ~ c pouna rayonner gravitationnellement 
une puissance formidable. Heureusement, de tels objets existent dans l'Univers: ce sont 
les astres "compacts" (relativistes), etoiles it neutrons (d ~ quelques Rs) et trollS noirs 
(d = R" vitesse de chute libre d'une particule sur un trou noir = c sur l'horizon). II est 
clair que seules des sonrces impliquant un ou plusieurs astres compacts pellvent produire 
une puissance rayonnee intense (voir la table 1). Cependant, si la puissance emise peut 
etre enorme, l'amplitude h reste toujours tres petite. Dans l'exemplc de la coalescence des 
deux trous noirs ci-dessus, la puissance rayonnee equivaut it environ 1024 fois la luminosite 
du Soleil, rnais l'amplitude, aprcs 10 Mpc de propagation, n'est que h ~ 10-2°. On peut 
interpreter h comme un taux de deformation de 1'espace-temps, mais 1'espace-temps est 

3 1035 un milieu tres rigiele, d'impedance mecaniql.le caracteristique Zuide ~ c / G ~ 4 X 

kgs-l, ce qui explique qu'une OG, meme propageant une energie considerable, ne peut 
avoir qu'une amplitude tres faible. Une autre consequence, importante du point de vue 
de Ia. detedion, est que Ie rayollnement gravitationne1 se couple tres peu avec Itt matiere. 
Prenons 1'exemple el 'un detecteur resonnant (voir partie 2) d 'impedance mecaniql1e typique 
Zd ~ 108 kgs-l; la desadaptation d'impedance entre Ie "vide" et Ie milieu detecteur est de 
l'orclre de Zd/Zvide ~ 10- 27 ce qui indique la difficulte de la detection directe des OG. 

1.4 Sources astrophysiques d 'ondes gravitationnelles 

1.4.1 Supernovae 

Les effondrements d'etoiles sont historiqucment les premieres sources possibles d'OG envi­
sClgees pa.r les astrophysiciens. Si l'on connait assez bien Ie taux c!'occurence des supernovae 
de type II, environ 2-3 SN II par siccle et par galaxie, on ne sait pa.s en reva.nche pr(~dire les 
formes d'ondes emises. II n'y a pas en effet de veritable contrainte observationnelle elirecte 
sur l'asphericite (necessaire pour cmettre) des effondrements; rappelons qu'une SN II est 
l'effondrement clu coeur d'une etoile massive (en fin d'evolution) en etoile it neutrons et 
que I'on ne petit observer ~ l'aicle de nos t.elcscopes que les couches externes de l'etoile, eje­
dees lors de l'effondrement. Les sf'nles causes possibles d'ilsymetrie sont lices <'I. la presence 
U'Ull compagnoll ou a. la loi de rotation de l'etoile. Les modeles moelern~s2) predisent q1le 
l'asphericite reste faible et que l'arnplitude re<;ue Sill' Terre est h ~ 10- 23 - 10- 22 pour une 
source situee a. 10 Mpc (dans I'amas de la Vierge) avec des fr{~quences d'cmission t.ypiques 
de l'ordre ele 100 Hz <'I. 1 kHz (voir figme 2). Ccpendant, 011 connait. des pulsMs (residlls de 
SN II) se depla<;ant a. des vitesscs de 1'orclre de plusieurs ccntaines de km/s; en pa.rticulier 
Ie pulsar PSR 2224+G5 ("S'r.chilvpant" de la nehukuse ele lao gllitare) poss8ue UrI<' vitesse 
superieure a. 800 km / s, ce qui <'It felit 1'objet Ie pIns rapide de la. Gilbxi(3

) . Ccci moItt.re qne 
clalls q uelqlles cas, ltll effoncl [eWell t pell t-etre Tn ES asyntctriq ilL'. 
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Figure 2: Amplitude maximale d'OC emises par une supernova de type II a 1 Mpc en 
fonction de la deformation finale du coeur pour differents scenarios et conditions initiales, 
d 'apres Bonazzola et Marck{2. 

Les effondrements en trous noirs (supernovae "silencieuses") semblent plus efficaces du point 
de vue emission avec des amplitudes typiques h '" 10-22 a 10 Mpc4

) . Par contre on ne peut 
pas dire grand chose quant au taux d'occurence de ces evenements, car ils sont justement 
optiquement inobservables. 

1.4.2 Binaires spiralantes 

Une binaire compacte spiralante designe un couple d'etoiles a neutrons ou de trous noirs 
ou d'un trou noir et une etoile a neutrons. Au contraire des supernovae, les signaux emis 
par les binaires compactes spiralantes sont tres bien modeJises, jusqu'a des instants proches 
de la coalescence (fusion) finale. Un tel systeme possede en effet un moment quadrupolaire 
variable et emet donc des OC. Emettant des OC, il perd de I 'energie et les deux etoiles se 
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rapprochent. Se rapprochant, la variation de moment quadrupolaire allgmente, de meme 
que l'energie perdue par emission cl'OG, et cette evolution catastrophique du systeme 
conduit inexOlablement les deux compagnons j usqu 'a. la coalescence; Ie fameux pulsar 
binaire PSR 1913+16 coalescera par exempledans environ 300 millions d'annees. La partie 
spiralante est tres bien compriseS): il s'agit essentiellement d'un mouvement newtonien 
de deux masses ponctuelles avec dissipation due a. la generation d'OG. On peut voir sur la 
figure 3, Ia forme d'onde typiqlle pour les derniers instants d'un systeme de deux etoiles 
a. neutrons. Par contre la coalescence proprement dite est pour ainsi dire inconnue, car 
les details fins de la structure des etoiles sont preponderants (equation d'etat des etoiles 
a. neu trons par exempIe) ou encore car on ne sai t pas resoudre exactement Ie probleme a. 
deux corps en relativite generale (probleme de Ia fusion de deux trous noirs). 

r. 

x 10 

0.075 

0.05 

0.025 

0 

-0.025 

-0.05 

-0.075 

-0.1 

0 80 90 100 
time ems) 

Figure 3: Amplit\lde h d'une OG cmise par nn systeme de deux etoiles a neutrons sitlle a. 
10 Mpc. Les deux ctoiles ont meme masse ~ 1.41\10' 

Si la partie qua.si-newtonieUlle dll mouvement est bien COllnue, on ne peut pas en dire autant 
de la statist.ique des evenements. Les chiffres varient. de 1 a 100 selon les auteurs(;) cette 
disparit.e etant clue essentiellemcnt au faible echant.illon de p\llsars binaires detectes (Iclns Ia 
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Galaxie (5 soi t 1 % du nombre total de pulsars connus). Un consensus conservateur pennet 
d 'esperer en gros un evenement par a.n detectable par les detecteurs interferometriques. 

1.4.3 Pulsars 

On estime a plus de 105 Ie nombre de pulsars dans notre Galaxie et a quelques milli ers 
Ie nombre de pulsars de frequence superieure a. quelques Hz et susceptibles d'etre detectes 
sur Terre. Si ces clerniers sont a.symetriques (memoire de "starquakes" ou instabilite de 
rotation) ou meme s'ils restent axisymetriques mais precessent , ils peuvent emcttre un 
signal periodique d'OG . l\his les amplitudes attendues sont faibles (contraintes par Ie 
ralentissement observe de quelques pulsars) , par exemple hmax 10-24 pour Ie pulsar durv 

crabe. Par contre, Ie signal etant periociique, il peut etre integre sur un temps suffisement 
long pour I'exhiber du bruit du detecteur, apres une demodulation Doppler convenable. 

1.4.4 Sources stochastiques 

On peut regrouper dans ceUe cat.egorie nombre de sources plus ou moins exotiques . Fonds 
cosmologiques dus ;'t diffhentes transitions de phase de l'Univers naissant, vibrations de 
cordes cosmiques, ou superposition incoherente d'un grand nombre de sources inclividuelles, 
comme Ie fond dfl aux binaires galac:t.iques (fond a. basse frequence < mHz). 

2 Detection des ondes gravitationnelles, generalites 

L'america.in Joe Weber eut Ie premier I'idee, a la fin des annees 50, que des OG de fre­
quence appropriee pouvaient exciter les modes de vibration d'un soli de. II cont;ut ainsi Ie 
premier detecteur: un cyclindre d'Aluminium de 1.5 m de longueur de de 65 cm cle dia­
metre (frequence du fondamental 1660 Hz), couple a. des capteurs piezoelectriques. II estrv 

remarquable de songer que ce travail de pionnier fut entrepris alors que l'on savait peu de 
choses sur les sources possibles d'OG; rappelons que certains objets comme les pulsars, 
les quasars ou les binaires X n'avaient pas encore ete decouverts a. I'epoque, et qu'on avait 
alors I'image d 'un U nivers bien tranquille, image bouleversee ensui te gr~ke aux progres de 
la radioastronomie et aux detecteurs X, , ... embarques. Le tableau ci-dessous rappelle les 
dates essentielles concernant les efforts entrepris pour la detection des OG depllis Weber. 

• 1960 Premier dtt.edeur (\Veber) 

• 1963 Proposition de detection int.erferometrique (Gertsenshtein et Pustovoit) 

• 1969 F;wsse premiere detection (\Neber) 

• 1970s Essort des detecteurs resonnants 
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• 	 1972 Faisabilite des detecteurs interferometriques (vVeiss) 

• 	 1972 Premier prototype d'interferometre (Forward) 

• 	 1974 Decouverte du pulsar binaire PSR. 1913+ 16 (Hulse et Taylor) 

• 	 Fin des 70s-debut des 80s BalTes refroidies a, 4 K et prototypes d'interferometres 
(Garching, Glasgow et Caltech) 

• 	 1980 Premieres etudes en France concernant les detecteurs interferom. (Brillet et 
Tourrenc) 

• 	 1986 Debut de la collaboration Virgo (France+ ItaEe) 

• 	 1989 Soumission du Virgo proposal au CNRS et a I'INFN. Soumission du LIGO 
proposal a, la NSF 

• 	 1990 GEO proposal (R.FA+GB). Plans au Japon et en Australie. 

• 	 1992 Virgo approuve en France. Approbation de LIGO. GEO retarde 

• 1993 Virgo approllve en Italie. Pre-etudes d'int.erferometres spatiaux (LISA) 

• 	 1996 Debllt. construct.ion Virgo et LIGO. GEO devient GE0600. TAMA-300 au 
Japon 

• 	 Futur probahle: 3 grands interferometres (1 pour Virgo et 2 pour LIGO)+GE0600+TAMA­
300 et banes de troisieme generation refroidies sous les 100 mK. 

Le principe general de detection repose sur une mesure sensible de la modification des 
longueurs induite par Ie passage d'llne OG (cf Eq.ll). On peut separer les detecteurs en 
deux categories: detccteurs resonnants (barre de Weber) Oll 1'OG incidente vient exciter la 
resonance mecanique de la. barre et detecteurs electromagnetiques (interferometre, timing 
de pulsars ou poursllite Doppler de sondes spat.iales) Oll I'OG perturbe Ie temps de vol des 
photons (ou la phase de l'onde lumineuse) se propageant entre un emettcur et un recepteur. 
Dans la suite, on va etudier en detail les deux principaux types de detecteurs terrestres 
d'OG: les banes resonnantes et les interferometres de type Michelson. 

3 Barres resonnantes ou barres de Weber 

3.1 Les barres resonnantes dans Ie lllonde 

Les ba.rres actuelkment ell service Otl en dcvcllopcmellt (voir table 2) sont res tees fideles 
au principe du premier dctccteur ele \Veber. Sur la figure 4, on peut voir la barre Niobe 
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en service en Australie. C'est une barre de seconde generation, refroidie it I'Helium liquide. 
Le materiau utilise est un quasi monocristal de Niobium (m ~ 1500 kg), particulierement 
interessant pour son facteur de qualite mecanique tres eleve (Q ~ 2 X 108 it 4 K). On 
remarque Ie transducteur place sur I'une des extremites de la barre et charge de recueillir 
et d'amplifier les vibrations de la barre au voisinage de sa frequence fonda.meanta.le. Notons 
que toutes les (tutres barres sont en Aluminium Al5056 (Q ~ 4 X 107 it 4 K). 

Nom Location Temperature Frequence Sensibilite r.m.s. 

Explorer 

Allegro 

Niobe 

Na.utilus 

Auriga 

CERN (Rome) 

Ba.ton Rouge (L.S.U.) 

Perth (U''''A) 

Rome 

Legnaro 

41\ 

4K 

4K 

< 100mK 

< 100mK 

840Hz 

915 Hz 

700Hz 

920Hz 

920Hz 

h rv 6xlO- 19 

h rv 8 X 10-)9 

h rv 7 X 10- 19 

h < 10-)9 H 

h < 10-)9 (.) 

Table 2 : barres de Weber en service ou en developpement . (*): sensibilite prevue. 

3.2 Reponse d'une barre a une onde gravitationnelle 

Une OG incidente sur la barre produit des contraintes it l'interieur de materiau qui se 
traduisent par I'excitation de ses modes de vibration (principalement Ie fondamental). Si 
x(t) represente Ie deplacement de la face du cylindre OU est place Ie transducteur, x(t) est 
regi par l'equation d'un oscillateur harmonique equivalent de meme pulsation Wo que la 
barre, de longlleur Leq = 4L/rr 2 et de masse 1neq = ft!hane/ 2 8) : 

(17) 


Oll Q est Ie fadeur de qualitc mccanique de la barre et Ie terme de droite (ecrit pour uue 
incidence optimale de I 'OG) est l'analogue d 'nne force ("force de niemann"). On obtient 
alars facilement la fonction de transfert gravito-mecanique de la barre: 

2L u.,,2 ­
i(w) - - h(w} (18)

- '2 2 '2 + .~ .rr Wo - W 1. Q 
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Figure I. Cn:>ss·5eCtion ollbe anlenna showing die niobium bar and vibcalioo isolatioo sySltm. 

Figure 4: Barre resonnante de l'University of \Vestern Australia7). 

On reconnait la forme d'un filtre lorentzien centre sur woo On peut alors en deduire la 
reponse de la barre a un burst d'OG de duree T, modelise comme un creneau de largeur 
temporelle T: 

2L Wo .
x(t) = -2 exp( --Qt) h(wo) WoT sm(wot). (19) 

1l" 2 

La barre detecte done la composante de Fourier de I'OG a sa frequence de resonance et elle 
garde la memoire du signal pendant la duree "-' 2Q/wo . La barre se comporte finalement 
comme un gong sous l'action de l'OG. 

3.3 Extraction du signal mecanique : Ie transducteur 

Le transducteur est charge de transformer les vihrations mecaniques de la barre en signal 
electrique. Dans les premiers dctecteurs , on utilisait de simples ceramiques piezoelectriques, 
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vite remplacees, dans les annees 70, par des accelerometres a SQUIDS. Les transducteurs 
ont en general une frequence de resonance accordee sur celle de la barre, ce qui induit un 
gain considerable entre les oscillations du transducteur et celles de la barre. En effet, Ie 
schema mecanique equivalent du systeme barre+transducteur est reproduit sur la figure 5. 
Les raideurs et masses de la barre et du transducteur, Kbarr", k" Mba,.,." et m, respective­
ment, sont reliees par Kba,.,.,,/k, == Mba,.,."/m,, qui exprime l'egalite des deux frequences de 
resonance. 

M
bQ(ftP 

Figure 5: Schema mecanique du systeme barre+transducteur 

On a done affaire a deux oscillateurs couples et on montre sans mal que les vibrations du 

transducteur suivent celles de la barre mais avec un gain de l'ordre de JMba,.,.,,/m, : 

± /Mba,.,."x, = 2 Xb (20)m, 
Le signal mecanique ainsi amplifie peut etre plus facilement converti en signal elect rique. 
Pour un transducteur capacitif comme celui utilise sur Explorer, la tension mesuree aux 
bornes du transducteur est simplement proportionnelle a Xt qui definit la distance entre 
les deux armatures d 'une capaci te (voir la figure 6) 

L'efficacite du transducteur est den.nie par 

energie elect rique 1/2CV2 

{3- '" (21) 
- energie mecanique 1/2mw5 < x2 > ' 

dans Ie cas d'un transducteur capacitif. Le coefficient {3 peut etre interprete comme un 
facteur d'adaptation d'impedance entre la barre et Ie transducteur. Pour les detecteurs 
actuels on a {3 < 10- 2 . 
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Figure 6: Le transducteur d 'Explorer 

3.4 Bruits et bande passante 

Le bruit thermique resulte de I'excitation aleatoire du mode de vibration de la barre par 
couplage avec Ie monde exterieur. L 'oscillateur harmonique representant la barre (voir 
section 3.2) est excite par la force de Langevin de densite spectrale: 

it ( ) _ 4kTmwo 
rth W - Q ' (22) 

ou Q est Ie facteur de qualite mecanique de la barre (voir Appendice 1). La reponse de la 
barre s'ecrit done, en terme de densite spectrale : 

_ 4kTwo/Q 
Xth(W) = 2 2 . /Q' (23) 

Wo - W + lWWO 

On peut noter que la force de Langevin est filtree par la fonction de transfert lorentzienne 
de la barre de la meme fa<;on que la "force" de Riemann due a une OG. Si Ie bruit thermique 
etait Ie seul bruit, ou Ie bruit dominant, dans la barre, alors Ie rapport signal / bruit serait 
independant de la frequence et la bande passante serait en principe infinie. Malheureuse­
ment, l'existence d'autres sources de bruit (de plus en plus critiques au fur et a mesure que 
la barre est refroidie) limite severement la bande passante autour de woo En particulier Ie 
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bruit de I'amplificatem (a peu pres blanc) n'est pas filtre par la reponse de la barre et est 
Ie principal responsable de la reduction de la bande passante9 ). Par exemple, dans Ie cas 
cill transoucteur capacitif, la b(lnde passante peut s'ecrire10): 

(24) 


01:1 0' est Ie coefficient de proportion entre Ie deplacement de I'armature du transducteur 

et la tensioll mesurrc (lIlX bornes de I". cap(lcite, V = aT, a,ll est la valeur rms du bruit 

thermiqlle et So (unite V 2 Hz-I) est la clensite spectrale du bruit de I'amplificateur, bruit 

suppose blanc. Avec les valeurs courant.es pour les detecteurs actuels, on arrive difficilement 
a. des handes passantes de l'ordn~ de quelques clizaines de Hz. 

3.5 Limite quantique 

Etant donne I'ordre de grandeur des d(~placernents A mesurer pour esperer detecter Ie pas­

sage d'une OG, il est necessaire de considerer Ie comportement qllantique d'une ba.rre 
resonnante. La barre etant tOlljOIll'S considerce comme un oscillateur harmonique de pulsa­
tion Wo (dans son etat fondamcntal) et de masse equivalente meq = m/2, I'incertitude sur 

. . d' 11)Ia mesllre c1e sa position est on nee par 

fii6 :r = (25 )
2m eqwO = V~' 

qui ne depend qlle de la m(lsse clf~ la. barre ct de sa frequence de vibration. Pour line 
barre de 2 tOllnes resonllaut it 1 kHz, on trouve 6:1: ~ 2 X 10-21 m, soit une sensibilite 
rms h.i/lInnr rv 10- 21 , ce qui est malencontreusement ]'ordre oe grandeur de la sensibilit.e 
millim(lle pour esperer detecter des OG d'origine extragalactique. Voila donc Ie drame 
apparent des ba.rres de Weber : I'amelioration continue des barres depuis bientot 40 ans 
va finir par se heurter a. cette limite quantique alms que la valeur de cette limite definit 

aussi la sensibilite minimale pour enfin cletecter quelque chose. Mais cette limite, <lite 

"limite quantique st.andard" n'est heureusement. pas infranchissable. En effet. si on re-ecrit 

la position :r(t) comme 

;r(t) = XI cos(u)ot) + X 2 sin(wot), (26) 

O il PCllt montrer qne les deux quadraturcs Xl ct X 2 verificnt 1a rehtion d'incertitudc 

(27) 


On rct.rouvc Ia limite quantique stancl<lrcl pom l'c~t(lt fondamental de I'oscillatem l1 anno­

ni(IUe I) Olll' lenuel 6X1 = 6X2 = ~. M(lis on petit tout?\. hit favoriser une quadrature,
"1 11iWO 

X 1 par cxclllplc, au dNri men t de '(\ II tre de fa<;on ?\ ce q1lE' I'incerti tlloe Sill' X I "bat te" Ia. 
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limite quantique: 6.X1 < J Ii . Cela equivaut a, preparer l'etat quantique du detecteur 
- nlWQ 

dans un autre etat que son etat propre fondamental. Ces concepts appeles ((Quantum Non-
demolition" en anglais sont developpes depuis les annecs 70 et forment un chapitre de la 
theorie de la mesure en Mecanique Quant.ique essentiellement dCl au developpement des 
detecteurs d 'OG 12). 

3.6 Barres et astrophysique 

II existe actuellement un reseau de 3 banes de seconde generation fonctionnant en coinci­
dence (Explorer, Allegro et Niobe). C'est Ie minimum pour reconstruire la direction d'un 
eventuel signal (la reponse spat.iale d 'une barre n 'etant pas tres directionnelle), et done 
pour hire de I 'astronomie. Par contle, chaque barre etant sensible dans une bande etroite 
autour de sa frequence fondamenta.le, on ne peut pas faire d'astrophysique, c'est a dire 
remonter au spectre cl 'emission de la source et en tirer cles informations sur la physique de 
cette source. 

II existe cependant nne <lJternativc: Ii\, construction de detecteurs "xylophone", par exemple 
plusiems barres de longueurs differentes sur un meme si te, sensible aplusieurs fn§quences (Ia 
frequence de resonance d'un cyclindre est en 1/ L). Parallelement, les physiciens des barres 
ont commence a develloper un nouveau type de detecteur resonnant: les TIGAs (pour 
Truncated Isocaheclral Graviti\,tional Antenna). L'avantage d'une telle geometrie (celle du 
ballon de foot.ball) est qu'en principe on dispose de 5 signaux independants sur un senl de­
tecteur et done qu'on peut reconstruire avec ce seul detecteur la direction et la polarisation 
de I'OG. Un xylophone de TIGAs pourrait clone fournir un observatoire gravitationnel sur 
un seul si te avec lequel on puisse faire de I 'astronomie ET de I 'astrophysique. La figure 7 
permet de comparer la sensibilite d'un xylophone de barres et d'un xylophone de TIGAs 
it la sensibilite de LIGO. Attention: les sensibilites des detecteurs resonnants correspon­
dent a leur bruit quantique (on n'y est pas encore! ) alors que la sensibilite de LIGO est 
celle, realiste, prevue pour la premiere generation et est loin de la. limi te quantique (voir 
chap.4.8); de plus LIGO et VIRGO auront une bien meilleure bande passante que la bande 
800 Hz-2.2 kHz montree sur la figure . 

4 Detection interferometrique des ondes gravitationnelles 

L'idee d'unc detection int.erferomet.riqne des OG remonte all debut des annees 60 I-I). Les 
premiers traV<lUX sc-riCllx ne conllnCllcCrent. qn'llne dizaine d'annees plus t.ard, tnnt. pour la 
the01'ie de I'inst.rument d l'etude systematique des bruit::Y» que Ie premier prototype l6) qui 
montrerent I'int.eret de I'approche interferometrique. Depuis, plusieurs prototypes ont vn 
Ie jour, it Garching, Glasgow et au Caltech, avec des sensibilites de I'ordre de 10- 18 /..;r:G, 
compari\,bles a. celle des banes modernes autom de leur frequence de resonance. Au­
jourd'hui, des grands projets d'interferometre kilometriqucs, comme Ie projet franco-italien 
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Figure 7: Sensibilites compares d'un xylophone de TIGAs a la limite quanti que (trait plein), 
d'un xylophone de barres traditionnelles a la limite quantique (tirets) et du detecteur 
interferometrique LIGO (limite par Ie bruit de photons aces frequences (pointilles )13) 

VIRGO ou Ie projet americain LIGO, visent des sensibilites de l'ordre de 10-23 /VHZ au­
tour de 1 kHz et 10-21 

/ JHz autour de 10 Hz, ce que semble permettre Ie meilleur de la 
technologie actuelle, comme on va Ie voir dans ce qui suit. 

4.1 Principe: phase minimale detectable 

Une OG incidente sur une interferometre de Michelson va induire un changement apparent 
de longueur de ses bras : I'un semble s'allonger pendant que I'autre se retrecit et vice 
versa une demi-periode gravitationnelle plus tard (voir l.2) Un point de vue equivalent 
es t aussi de dire que 1' indice du vide dans les bras de 1'interferometre est modifie . Si l'OG 
est polarisee "+" seIon les bras du Michelson, supposes alignes selon les directions Ox et 
Oy, d 'incidence normale et de frequence I/og = D/27r, alors on peut calculer,a partir de 
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ds 2 = 0, les temps de vol ( retardes) des photons pour un aller-retour dans chacun des bras 

de I'interferometre: 

2L L ( nL)t ,. ~ t - - ± h - cos 	 nt + - , (28) 
c c c 

011 Lest la longueur (macroscopique) des hras, et Ie ± vaut par exemple + dans Ie bras Ox 
d - dans Ie bras Oy. Chaque onde reflechie par les bras de I'interferometre acquiert done 
une phase wt, Oll west la pulsation de I'onde luminellse incidente. On peut maintenant 
developper Ie terme de ph".se correspondant, 

, 2iwL (' h wL -iflL '( h wL iflL .(fl) 	 fl))-Iwl r _ - -Iwl ± - - -I w+ I ± - -I w- Ie - e c e 	 --e c e --e c e (29)
2 c 2 c ' 

et on voit que I'effet de l'OG revient finalement, du point de vue de la lumiere, it une 
modulation de phase et tine mocllllation de plus diffe[f~ntielle dans les deux bras, q1\i induit 
I'apparition de bandes latcrales Ala frcquence de l'OG autour d'une porteuse it la frequence 
de la lumiere. Selon les reglages de I'interferometre, les bandes laterales refl.echies par chacun 
des bras peuvent interfr:'rer de fa<;on 3 induire sur une phot.odiocle placee en sortie un signal 
reproduisant ficlelement la signature de l'OG, c'est it dire proportionnel it l'amplitude h et 
de meme freqncnce angulnire n que I'OG. 

La question qui se pose ensuite est d'estimer la pha.se minimale puis l'amplitude d'OG 
minimale detectabIes par un Michelson. Considerons un interferometre tel que celui re­
presente sur la fig.8, eclaire par lin faisceau de puissance Pin et transmettn.nt vers un 
photodetecteur \lne puissance POltl, ' On pent eO'ire Ie dephasage entre les deux bras comme 
Oy = 7f + 0' + yOC, Oil Ie terme 7f + 0' resulte d\l reglage du Michelson et yOC est Ie de­
phasage induit par une evcntuclle OG, proportionnel it I'amplitude de I'OG. Le terme de 
n::glage du Michelson est ecrit "insi de f<\(;:on it ce que 0' represente un ecart it la frange 
noire (minimum de transmission): si () = 0 et en l'absence d'OG, l'interferometre est regIe 
sur 11 ne frange noire (Pollr = 0). 

La puissance transmise par Ie 1\1ichelson s'ecrit en generaJ comme 

. 2(0'+YOC)POld = Pin sIn 2 ' 	 (30) 

et comme yOC « 1, on obtient : 

(31) 

On suppose que lcs sl;liles partU1'lmtions a la mesure provienncnt du bruit de photons (ou 

bl'11it de grennille 011 bruit de comptage de photons). Pour evalller ce bruit, on ca!culc les 
fjl1ctatiolls S N du l10mbre N de photolls detectes par la photodiode en 1'absence de signal 
(yOC; = 0). Pendant Ie tcmps M, In pllOtocliodc compte N photons tel que: 

(32) 
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End 
mirror 1 

End 
mirror 2 

T Photodiode 

Figure 8: Schema de I'int.erferometre de Michelson. 

ou Ie rendement qUC'lntique 7J de la cliode est proche de l. Le nombre de photons N fiuctue 
comme f,N = VN (processus poissonien), soit: 

f,N = (33) 


ce qui correspond a une fiucturttion de puissance detectee f, P telle que 17oP<5t = oNIiu.;, c'et 
a dire: 

PinllW-,-I sl11(a/2)1·
. 

(34)
17 ut 

En presence d 'une OG, Ie signal correspond a la puissance detectee 

p, = ~Pin sin a<poc, (35) 

d'Oll le ra.pport signal sur bruit 5/ B = Ps/oP: 

(36) 
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Le rapport SIB est. done maximal si a = 0, c'est a dire que l'experimentateur a tout interet 
it reglcr Ie Michelson sur une frange noire (interferometre parfaitement symetrique). Dans 
ce cas Ie 5 / D devien t : 

(37) 


ct Ie plus pet.it depbasage detectable par un interferometre de Michelson limite par Ie bruit 
de photons , corresponclant au cas limite 5 / B=1, est: 

(r,nlln _ (38)rOC -

Avec lin laser source tel Clue celui prevu pour VIRGO (A = 1064 nm et Pin:::' 20 W) et pour 
un photoc1etecteur ideal (17 = 1),011 obtient en terme de sensibilite: 

'Po:; ~ 10- 10 rad/Vlli. (39) 

En terme d'amplitude d'OG h, on a 'POC = 4~Lh, d'oll la sensibilite d'un Michelson de 
longuenr de bras L et ecbire par lin laser de puissance Pjn : 

- A ~{tf7W
hmin = -L -p /vHz. ( 40) 

47T TJ in 

Pour les valeurs numeriques precedentes et pour L = 1 m, on obtient hmin ~ 10- 17 /.Jf:fi. 
011 est loin de la sensibilite visee qui est h :::' 2 - 3 X 10-23 / .Jf:fi. En inspectant l'equation 
40, on remarque qu'on lle peut jouer que sur deux parametres pour ameliorer 1a sensibi1ite 
(si celle-ci est limit.ee par Ie bruit. de photons): 10. longueur des bras et 10. puissance du 
laser. 

4.2 Auglnenter la longueur: cavites Fabry-Perot 

On peut tout d'abord augmcnter la longueur physique des bras, mais on est vite arrete 
par des cont.raint.es geomet.riques (il faut. compenser la conrbure de 10. Terre en sure1evant. 
les tours abritant les miroirs de renvoi par exmple), de terrain adequat, et surtout de 
cout (en particulier elu tube a. vide). Les longueurs choisies pour LIGO et VIRGO sont 
respectivement 4 et 3 km. L'emploi de bras de 3 km conduit it une sensibilite de l'ordre 
de 11 ~ 3 X 10- 21 / Jlli et il reste 2 ordres de grandeur a. gagner. Notons que l'avantage 
cl 'etirer Ie plus possible la longupur des bras est aussi de diminuer l'influence des bruits (on 
cbercbe a c1etecter \IlW· ViuiCltion Trlati1lc de longucm). 

Les longueurs des bras etant fixb~s , on pellt aller pIllS loin ell 311gmentant cet.te fois Ics lon­
g11cl1rs optiques, en remplac;allt iPs hras simples dl! Michelson par des cavites Fabry-Perot, 
dont Ie miroir d'entrec est. place pn':s de In. separatrice et Ie miroir de fond a. l'extn~mit.e 
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du bras, 3 km plus loin dans Ie cas de VIRGO (voir fig.9 ). Des rappels utiles concernant 
les cavites sont donnes dans l'appendi ce 2. Pour une cavite de fin esse F, Ie nombre d 'aller­
retours equivalent pour les photons est de 2F /7f ce qui correspond a. une longueur de bras 
equivalente de Lopt = FL/7f) . Pour une cavite du type VIRGO de longueur 3km et de 
finesse 50, on a Lopt ::: 5Dk-m. La presence de cavites dans les bras n' a pas en fai t un effet 
aussi simple que de modifier la longueur optique mais change la reponse du Mi chelson a. 
une OG. La fon ction de transfert gravitationnelle d'une cavite peut s'ecrire I7) comme: 

(41 ) 

Oll l'on reconnai't la fonctioll cl 'A iry de la cav ite exprimee a. la frequence de l'OG, ce qui 

montre que la cavite se comport.e COlllme un filtre passe-bas (c'est une propriete generale 
des Fabry-Perot) avec une freql1 cnce de coupure Ie = c/4F L ::: 500 Hz dans Ie cas de 
VIRGO. La se lls ihili t.{~ se deduit de la fonction de transfert d'une cavite parI7): 

(42) 

Le gain par rapport ?\. un Michelson simple de longueur 3 km, pour lequel la fonction de 

transfert de chague bras est F(voc) = 27fL/)", es t a. basse frequence ::: C_t;,rJ 2 
::: 3l.8 

dans Ie cas de VIRGO et A 1 kHz::: 14 .3 toujours pour VIRGO. 

4.3 Augn1enter Ia puissance: Ie recyclage 

L'aut.re fa<;o[J d'ameliorer In sensibilit.e est. d'allgment.er la puissance. Malheurellsement, 
on se sai t pas rcaliser avec la t. echnologie actl1elle des lasers continus fiabl es e t s tables en 
frequen ce et en nmplitude et delivrant une puissnnce superieure A quelques dizaines de 
\Natts. Mais on peut tirer profit de la configuration de I'interferome tre. Celui-ci, regie sur 
I1ne frange noire, peu t N re per<;u comme un miroir presque parfai tement refiechissant (en 
effet toute la Illmiere du laser est renvoye par Ie Michelson vers la source) . On peut a lors 
interposer un miroir partiellement refiechi ssant entre la source et I'interferometre, de fa<;on 
A former une nouvelle cavite Fab ry-Perot (avec un rniroir de renvoi "composi te"), voir la 
fig.9. Si cc tte cn.vite est resonnan te pour Ie l(lser incident, alors il y a gain de puissance 
G' pour I'oude stockcc dans la cnvit.c (voir l'Appendice 2). VI1 depui s la scparatri Cf~, tout 
cc pa sse COnlm E' si , A la pLHT d ' Ull In sc r de puissallce Pill, on di sposai t d 'une source de 
plli ssnncc (; x Pi" . C'est If' pril1cip(" dl1 "recyclage de pl1issance", df! A l'ecossais Drever J8 ). 
La puissaIl ce m(lximaic est obt.C:l1l1c quclIld Ie gain G' corn pense exactement les pertes P 
de l'interfcrorndre: (; = liP, ]a. cav ite de rccy clCl ge es t alors couplce optimalcrnent au 
laser inciden t (on parle de "recyclngc optim i::l]") e t tOl1te I'energie incidente es t utile ct. 
est c1 iss ipce , A travers les pertes, dans I'interferometre. C'est un bel excrnple d 'adap tat ion 
c\'impec1",nces. Fi nn icment, si l'on dispose d'llne source laser de 20 \11/ et d'un interfcromctre 
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mirrormirrormirror 

TPhotodiode 

Figure 9: Schema d'un interferometre a recyclage tel que VIRGO. 

a cavites de pertes de l'ordre de 2%, (soit G '" 50) on arrive a une puissance au niveau de 
la sepatrice de l'ordre de 1 k\V, ce qui permet d'obtenir l'ordre de grandeur qui manquait 
pOllr aUeindre la sensibilite, limitee par Ie bruit de photons, h :::: 2 x 1O-2

.
3 /-JRz. Bien 

entendu, l'objectif de 2% de pertes pom l'interferometre fixe les tolerances sur la qualite 
des composants optiques. 

4.4 Le bruit sislllique et son filtrage 

La densite spectrale de cleplacernent induit par Ie bruit sismique est typiquement pour 
un terrain ealme de I'ordre de ()Xsism (1)) '" )~~6 m/ VHZ. U ne telle valeur a ete mesuree en 
partieulier sm Ie site de VIRGO ~. CClscina (sm la plaine sedimentaire du bassin de l'Arno). 
Un tel bruit se traduit ell terme d'amplitllde d'OG (h '" hx/L) par 

- 7 X 10- 10 

hsism (IJ) '" /.../fu, ( 43) 2 
v 

avee L = 3 km. II est done indispensable de filtrer ce bruit , c'est a. dire isoler les parties 
sensibles clu cletecteur (les miroirs) de ce bruit sismique. 
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Figure 10: Masse suspendue au bout d'un ressort. Son mouvement est decrit par x(t), les 
vibrations du sol par x.(t). 

L'isolation sismique repose sur un principe fort simple: si pour un oscillateur il y a gain 
d'amplitude a resonance, il peut y avoir attenuation en dehors. En effet, considerons Ie 
pendule de la fig.10; Ie deplacement de la masse test obeit a (en negligeant l'amortisse­
ment) : 

cPx 
m dt 2 + k(x - x.) = o. (44) 

En passant dans l'espace de Fourier, on deduit immediatement la fonction de transfert 
entre les fluctuations de x. et celles de x: 

- x(w) w5 
H(w) = -:--( ) = (45)2 2' x. W Wo - w 

et si w» wo, alors IH(w)1 = (~r. 11 y a bien attenuation si w > woo Si maintenant, on 
attache N pendules identiques de meme pulsation a la queue Ie leu, la fonction de transfert 
globale devient 

WWO)2NIH(w)1 = ( ( 46) 

Prenons l'exemple de 5 oscillateurs de pulsation Wo = 27r X 1 Hz; on trouve une attenuation 
IHI ,...., 1010 a 10 Hz, ce qui donne un bruit sismique residuel 

- 7 x 10-
10 

/ '1I
h.i.m{v) ,...., 12 V nz, (47) 

v 
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Figure 11: Schema d 'un attenuateur sismique. 

soit h.ism "-' 7 X 10-22 / y"fh a 10 Hz. Le "superattenuateur" developpe pour VIRGO suit 
ce principe. Ii s'agit d'une chaine de 5 elements en forme de bOlte de camembert, chacun 
supportant plusieurs ressorts a lame auquel est attache Ie point de suspension du cable 
reliant un etage au precedant (voir figures 11 et 12). 

4.5 Les bruits thermiques 

Chaque partie sensible du detecteur interferometrique rassemble une collection de resonna­
teurs mecaniques perpetuellement excites par l'agitation thermique : Ie miroir lui -meme, 
les fils de suspension et Ie pendule forme par Ie miroir suspendu au bout de la chaine de 
suspension. Chaque mode est caracterise principalement par sa ou ses frequences de reso­
nance et par Ie facteur de qualite de chacune de ces resonances, relie aux pertes mecaniques 
(frottement generalise). Les facteurs de qualite de ces resonnateurs ont ete mesurees dans 
differents laboratoires et on estime raisonnables les valeurs Q "-' 1 06 (et meme plus si on 
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Figure 12: Vne tour abritant l'un des miroirs de VIRGO. On remarque la chaine du Super­
Attenuateur a laquelle est suspendu Ie miroir. 

est optimiste) pour les substrats de Silice des miroirs, Q '" 104 
- 105 pour les differents 

modes des fils de suspension et Q '" 106 
- 107 pour Ie mode pendule (difficile a mesurer). 

De plus, de fac;on generale (voit Appendice I), Ie comportement du bruit thermique vis a 
2vis de la frequence vest en 1v l / en dec;a de la frequence de resonance et en 1v5/ 2 au dela. 

Ainsi Ie bruit thermique associe aux pendules est estime dans VIRGO a 

- 2 x 10- 18 


hpend(V) '" v 5/ 2 /VHz, (48) 


avec un facteur de quali te Q = 106
, et une frequence de resonance (<x / 9 / leq) de l' ordre 

de 0.6 Hz. Cette expression est done valable si v » 0.6 Hz, c 'est a dire en pratique au dela 
de quelques Hz. Le bruit thermique pendulaire est done un bruit important : c'est lui qui 
domine a basse frequence (jusqu'a '" 30 Hz) dans VIRGO. Heureusement, il diminue tres 
vite en fonction de la frequence. 

En ce qui concerne Ie bruit thermique des miroirs, il faut sommer les contributions des 
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differents modes de vibrations et aussi prendre en compte Ie couplage avec Ie faisceau lu­
mineux. Par exemple les modes de vibration de valeur moyenne nulle ne vont pas contribuer 
au bruit total. Pour VIRGO, ce bruit est estime a 19): 

(49) 

va.lable pour les frequences v inferieures aux frequences fondamentales des miroirs (4.5 kHz). 

Enfin, Ie bruit thermique associe aux modes "violon" des fils de suspension se traduit par 
I'apparition de resonances aigues dans Ie spectre de sensibilite (les queues des resonances 
sont largement en dessous des contributions precedentes) . Ce brui t a un impact moins im­
portant que les deux precedents car ces resonances aigues ('1ignes") peuvent etre eliminees 
par un filtrage adequat . 

4.6 Les bruits du laser 

Cert.ains bruits inherent.s au laser source peuvent induire un bruit de detection supple­
mentaire via les asymetries de I'interferometre. Le bruit du laser Ie plus ennuyeux a priori 
est Ie bruit de freql1ence. En effet les fluctuations de frequence du laser t5v induisent les 
fll1ctutations de phase en sortie du Michelson: 

2rrd 
150(1/) = - t5v(v), (50) 

c 

Oll d est la difference de marche. Si d = a, Ie bruit de phase est toujours nul quelque 
soient les fluctuations dt! laser. Par contre, des qu'on s'ecarte de la difference de marche 
nulle, un bruit de phase apparalt. Une difference de marche non nulle peut etre due a une 
asymetrie de longueur Oll de finesse des bras de l'interferometre; en effet, on peut ecrire 
sllccintement d = 6FL = L6F + F6L, a. un facteur pres. En terme de sensibilite a. une 
OG, et rappelant qu 'une OG d'amplitude h provoque un dephasage t5<p '" 47rcLv ~h, on voit 
que Ie couplage entre des fluctuations de frequence elu laser t5v et I'asymetrie elu Michelson 
6L/ L + 6F / F se t.raduit par Ie bruit.: 

(51 ) 

Si on demande que ce bruit soit plus petit que Ie bruit de photons (rv 1O- 23 /VRz) et 
sachant que l'asymetrie sur la finesse pellt Nre, selon les fabricants de miroir, au mieux 
de 6F / F '" 10-3 

, on deduit la contrainte sur les flllctuations de frequence du laser : 
151/ < 1O- 5Hz/Vlh. Un tel niveau de stabilit.e naturelle n'exist.e pas dans les lasers actuels 
Pour l'atteinc1re 011 utilise une technique de stabilisation active grace a une cavite rigide 
de grande finesse (F rv 30000) fabrjqu{~e en ULE, mat.eriau tres peu dilatable. Cette cavite 
resonnant.e fonrnit ainsi Ull ct.aloll de longuellr ce qui equiva1lt a. un etalon de frequence. Le 
faisceau laser est asservi sur cette cavite et reproduit les fluctuations de cette derniere a la 
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place de ses fluctuations propres. Le laser stabilise a. Orsay 2°)selon ces principes constitue 
Ie standard de frequence Ie pIllS stable a. court terme du monde (a. court terme car on 
a besoin de stabilite uniquement dans la gamme de frequences allant de quelques Hz a. 
10kHz). 

Les fluctuations de puissance du laser induisent aussi un bruit de phase mais celui est bien 
moins critique que Ie precedent. En ce qui concerne les fluctuations de geometrie (pointe, 
taille et position du waist), ces clernieres peuvent se coupler aux asymetries d'alignement 
des bras de l'interferometre pour donner un bruit cle nature similaire au precedent 21 ). Pour 
attenuer cet effet, on dispose en entree de I'interferometre, une cavite en anneau de finesse 
de l'ordre du milier appeiee "mocle-cleaner,,22) et dont I'objet est d'eliminer les fluctuations 
de geometrie clu laser incident (tout ce qui n'est pas dans Ie bon mode). Une cavite Fabry­
Perot est en effet a\1ssi lin filtre spatial (voir Appendice 2). Un avantage annexe est que 
ses capacites de filtrage frequenticl permettent d'assouplir un peu la contrainte sur les 
fluctuations de frequence. 

4.7 A utres bruits 

Parmi toutes les autres sources de bruit, la pluspart sont negligeables devant les prece­
dentes, et seules certaines demandent des contraintes supplementaires sur Ie design de 
I'interferometre. Ainsi, la presence de gaz residuel dans les bras peut induire des fluctua­
tions d'indice et donc si!11lller un signal cl'OG. Pour s'affranchir de ce bruit, il faut maintenir 
un vide pousse, pression residuelle < 10-7 mbar. Ceci implique une baUerie de stations de 
pompes (une dizaine par bras), et, en amont, un etuvage special des tubes et des bas de 
tour pour forcer Ie degazage avant assemblage. Remarquons que Ie volume de vide dans 
VIRGO est d'environ 7000 m 3 (2 bras de 3 km de long et de l.2 m de dimaetre) ce qui 
en fait la plus grande enceinte a. vide jamais construite! Le systeme de vide defini pour 
VIRGO (tubes + pompes) est la partie la plus coo.teuse de I'experience (environ 1/3 du 
COl! t total). 

Un autre bruit qui peut etre tres embCtant est Ie bruit de lumiere diffusee. Les miroirs 
n'etant pas parfaits, ils posscdent une certaine rugosite responsable de pertes par diffusion. 
Les photons diffuses SOl1S un grand angle vont rencontrer les paroies du tube a. vide, s'y 
reflechir un certain nombre cle fois (want d'eventuellement se recombiner avec Ie faisceau 
principal. Le probleme vient du fait. que les tubes ne sont pas isoles si smiquement et qu'a. 
chague rt-flexion, les photons diffuses acguierent une phase aleatoire . Le bruit de phase 
resultant est, si 1'011 ne fait rien, clu meme ordre de grandeur que Ie bruit de photon 
("-' lO-llrad/$z pour 1 k\V clans la cavite de recyclage). Le remede consiste a. utiliser des 
"pieges a. lumiere" clans les tubes. Ce sont des diaphragmmes en forme de cones tronques 
(voir fig.13); Iln revetement a bsorbflnt est depose sur les parties externes de fa<;on a. ce 
qu'un photon incident sur Ie pi(~ge, ast.reint a. de multiples reflexions, ait une probabilite 
"-' 1 d'etre absorbe. Dans VIRGO, il y aura 80 de ces picges clans cha.cun des bra.s, a. des 
ernp lflcements optimises pom r{~duire Ie plus possible Ie bruit de lumiere diffusce . 
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Figure 13: Un piege a Iumiere con<;u dans VIRGO. 

4.8 Limite quantique 

Le bruit de photon calcule plus haut est en fait un aspect du bruit quantique. La limite 
quantique a la detection interferometrique resuIte du fait que plus on veut reduire Ie bruit 
de photons, c'est a dire augmenter Ies puissances circulantes, pI us Ies miroirs vont etre 
sujets aux fluctuations de pression de radiation23

). Lors de Ia mesure de Ia position d'un 
miroir, si N photons sont detectes pendant cSt, I'incertitude sur Ia position est 

(52) 

ou I'on a considere un photo-detecteur parfait. Les fluctuations d'impulsion des photons, 
c'est a dire (comme p = Nhw/c) cSp = VNhw/c, induisent Ies fluctuations d'impulsion du 
miroir cSPmir = 2cSp = VNhw/c via Ia pression de radiation (vrai si Ia reflectivite du miroir 
est proche de 1). L'incertitude correspondante sur Ia mesure de Ia position du miroir est 
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alors 

r JPmir r;;:r 2hw 
CI.Tpl' --ot = v N-Ot. (53)"-J 

m me 

Au total, bruit de photon et fluctuations de pression de radiati,on induisent l'incertitude 
sur la mesure de position: 

A)21 (2!iw)2- -+ - , ot N. (54)(4rr N me 

L'incertitude ox est minimale pour No = 8;;:cOI et alors OXbp = oX pr (les deux bruits 
contribuent pour la meme part it la limite quantique). Dans ce cas, on a finalement: 

J.T = /2h ot, (55)n. 
qui ne depend que de la masse m du miroir. Du point de vue sensibilite aux ondes gravi­
tationnelles d'un interferometre possedant 2 miroirs par bras, on a finalement: 

(56) 

Avec L = 3 km et 1n = 30 kg, 011 trouve: 

(57) 

Contrairement aux barres de Weber, la sensibilite prevue des grands interferome~res tels 
que LIGO ou VIRGO est encore largement au dessus du bruit quantique qui vaut h "'" 3 X 

1O- 23 /VRZ it 10 Hz et h ,...., 3 X 1O- 25 /VRZ a 1 kHz Malgre tout, certains groupes d'optique 
quantique reflechissent, depuis une quinzaine d'annees, aux moyens de battre la limite 
quantique24 

). En theOl'ie, cela peut sembler facile: il suffit de diminuer l'incertitude sur Ie 
bruit de phase (n'.::>llblions pas qu'un Michelson effectue une mesure de phase) au detriment 
du bruit d'amplitude. En pratique, on peut preparer la lumiere dans un etat de phase 
comprimee ("phase squeezing") mais les performances sont encore tres faible (typiquement 
un gain de 3 dB soit un f<ldem 2). 

4.9 La collaboration VIRGO 

La collaboration VIRGO regroupe plusieurs equipes fran<;:aises (du LA L it Orsay, du LAPP 
it Annecy, de l'IPN de Lyon et de l'ESPCI a Paris) ct. it.aliennes (sections INFN de Pise , 
de Naples, Rome+Frasc(lt.i ct. Perugia). Le sit.e de l'expericnce cst situe a Cascina pres de 
Pise, et Ies dimensions des bras de l'interfel'Ometre ant ete fixees a, 3 km. Le schema de 
principe de I'interfcromctre cst repl'Odllit sur la fig,14. 
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Figure 14: Schema optique simplifie de VIRGO. 

La partie centrale (bane d'entree+mode-cleaner+cavite de recyclage+banc de detection) 
clevrait etre terminee puis testee comant 1999. L'interferometre complet devrait etre ter­
mine en 2001, et la prise de donnees pourra enfin commencer. La sensibilite visee est telle 
que h "-' 10- 21 

/ v'HZ a. 10 Hz et ,~ "-' 3 X 10-23 
/ v'HZ a. 1 kHz . La courbe de sensibilite 

"officielle" est montree sur 13 figure 15; notons que certaines estimations de bruit sont 
"conservatrices" et que cette combe de sensibilite doit etre consideree comme un mini­
mum. II est clair aussi qu 'une amelioration de la sensibilite passe par une diminution des 
bruits thermiques, peut-etre par l'lIt.ilisat.ion d'autres materiaux (miroirs en Saphir a la 
ploce de la Silice par exemple). 

Finalement, Ie COlIt de l'expcrienceest precisement 81.7MEcus ("-' 500MF), repartis pour 
55% pour l'Italie (qui possede Ie site) et 45% pour la France. 
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Figure 15: Sensibilite prevue pour VIRGO. On note que les bruits thermiques dominent la 
sensibilite jusqu 'a quelques centaines de Hz et qu 'au dela c'est Ie bruit de photons ('shot') 
qui domine. 
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5 Perspectives pour l'Astronomie Gravitationnelle 

Il est vraisemblable de voir trois d6tecteurs interferometriques a base kilometrique en ser­
vice a l'aube du troisieme millen nire: VIRGO et les deux interferometres de 4 km construits 
par la collaboration americaine LIGO. C'est Ie minimum pour reconstruire l'integralite 
d'un signal gravitationnel (amplitude, polarisation et direction). II faut donc voir VIRGO 
et LIGO non pas comme des concurrents mais plutat comme des detecteurs faisant partie 
d'un vaste reseau mondial (merne si la course -amicale- s'engagera sans doute pour la pre­
miere detection .. . ). A ce reseau, il faut ajouter les barres de Weber de troisieme generation, 
dont la sensibilite commence a et-re interessante, et les "petits" interferometres GEO-600 
(de 600 m), construit en Allemagne et TAMA-300 (300 m) construit au Japon. 

A cote des detect.eurs d'OG, des coincidences avec d'autres types de detecteurs sont pre­
vues: telescopes optiques, ddectcurs I et X embarques ou meme detecteurs de neutrinos 
avec Ie dCtecteur Superkamiokande au .Japon. Le benefice de telles coincidences est bien 
sur d 'augment.er la signification statistique des detections d'OG, mais aussi de produire 
des test.s sur les carnctcrist.iques des OG, et donc sur la Rclativite Generale. Par exemple, 
l'observation c\'une supernova dans Ie domaine optique et. dans Ie domaine gravitationnel 
permettrait de comparer la ce\eritc des OG COG a celle de la lumiere c; pour une supernova 
dans I'amas de la Vierge (<'110 Mpc), et un retard entre la reception clu signal OG et du si­
gnallumineux de 10 joms (les photons peuvent etre pieges aussi long temps dans les couches 
superieures de la supernova avant de pOll voir s 'echapper), on trouve (COG - c) / C rv 5 X 10- 10 . 

Mais, finalement, ce n'est pas la confirmation d'une prediction de la Relativite Generale 
qui peut sembler Ie plus import.ant, mais plut.at la naissance d'une nouvelle branche de 
I'astronomie, dans un domaine radicalement. different. cit! clomaine electro-magnetique (seule 
source d'informations sur ce q\le nous savons de not.re univers aujourd'hui) . On se souvient 
qu ';\ chaque fois que les ast.rOflomes ont. ouvert. une nouvelle fenM.re (telescopes, radio­
telescopes , satelli tes X, I ou infra-rouge .... ) sur I 'U nivers, la vision qu'ils en avaient a ete au 
moins modifiec, sinon bouleversee. Avec l'otlverture de la nouvelle fenetre gravitationnelle, 
il faut s'attendre ;\ tout .. . 
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Appendice 1: notion de bruit thermique 

Commenc;ons par rappeler que Ie mouvement brownien d'une particule de masse m, subis­
sant une force de frottement visqueux (= -ov) est decrit par l'equation de Langevin(25 : 

d2x dx 
n/'- +0- = Flh

dt 2 dt ' 

Ot' t Flh est une force stochastique, appelee force de Langevin, moteur de l'agitation ther­
miqlle. Dans Ie cas clu mouvement brownien, la densite spectrale Ftl• de la force de Langevin 
est reliee au coefficient de frottemellt 0 par Ft].(w) = 4kTo, ou k est la eonstante de Boltz­
mann et T la tempera ture, et est done independante de la frequenee . 

De maniere generale, la force de Langevin s 'exerc;ant sur un systeme (Ie mode pendule des 
miroirs suspendlls de VIRGO par exemple) est reIiee aux termes de pertes de ee systeme, 
en vertu du theoreme "fluctuation-dissipation"(26 : 

~2

FtI,(w) = 4kT R(w), 

ou R(w) est la. partie reelle de I'impedance mecanique du systeme 

R(w) = R(Z(w)) = R(Fjv), 

avec F=force exterieure s'exen;allt sur Ie systeme (force de rappel du pendule forme par 
un miroir de VIRGO par exemple) et v=vitesse. 

Si Ie systeme obeit it une equation d'oscillateur ha.rmoniqlle amorti : 

d2 x dx , 
1n- +o-d + It x = FIll,

dt 2 t 

on obtient, d'apres Ie theoreme "fluctuation-dissipation", R(w) = 0 d'ou F/h(w) = 4kTo 
sans surprise, comme dans Ie cas du mouvement brownien . En prenant la transformee de 
Fourier de I'equatioll de I'oscillateur harmonique, on obtient la fonction de transfert entre 
les fluctuations F'h(W) et les fluctuations de position i(w) : 

_ 2 4kTwo 1 
Ix(w)1 = mQ (wg-w2)2+wJw2JQ2' 

ou wJ = KJm et Ie fadem de qualite Q est defini par Q = mwoJo. 

Un terme d 'amortissement par frottement visqueux convient bien a un systeme freine 
par I'air par exemple. Dans Ie cas d'lln miroir suspendu dans Ie vide, les mecanismes de 
dissipation int p-rn e I 'emportcnt la.rgemellt sur Ie precedent , alors qu'ils sont Ie plus souvent 
negligeables a !'air libr<~ . Une maniere de considerer les mecnnismes de dissipation interne 
consiste it incorporer ltn terme imaginaire dans la constante de raideur de 1 'oscillateur(27: /\­
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Figure 16: Densite spectrale d'amplitude de bruit thermique pour les deux mecanismcs de 
dissipation, Trait uni: a.mortissement interne, trait pointille: amortissement visqueux_ 
Dans les deux cas on a pris m = 30 kg, T = 300 K, Wo = 27r X 1 kHz et Q = 106 , 

devient [( (1 +i<p(W), ou <p peut etre assimile a. un angle de pertes. L 'equation de 1'oscillateur 
harmonique avec di ss ipation interne s'ecrit alors : 

d2 x 
m dt 2 + [((1 + <p) x = Fth . 

Dans ce cas) on a R( w) = [( r/J(w) / w et la densi te spectrale de la force de Langevin s 'exprime 
comme: 

Ft~,(w) = 4kTw6<P(w) , 
mw 

et depend done maintenant de la frequence. La densite spectrale des fluctuations de position 
dues aux bruit thermique est finalement : 

_ 2 4kTu."o Wo 1 
Ix(w)1 = Q -( 2 2)2+ 4/Q2' 171 W Wo - w Wo 
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Otl on a choisi cP( w) = 1/Q =const.ante. 

L'allure de la densite spectrale en amplitude /i(w )/ est representee sur la fig.16. On note 
tout d'abord que les deux cas coincident au voisinage de la resonance. Ceci explique pour­
quoi on s'est contente du modele d'oscillateur harmonique amorti pour une barre de Weber, 
pourtant so us vide, car c'est un detecteur a. bande etroite centree sur sa frequence de reso­
nance, et peu importe Ie detail fin dt! bruit thermique hors resonance. En ce qui concerne 
Ie comportement hors resonance: si w « Wo Ie spectre de bruit thermique est plat dans Ie 
cas de l'amortissement visqueux, alors qu'il se comporte en 1/w t

/ 
2 dans Ie cas de l'amor­

tissement interne (ce qui donne un modele moins favorable pour Ie brui t des modes de 
vibration des miroirs de VIRGO), et si w » wo, on a /i(w)/ ex 1/w2 pour l'amortissement 

2visqueux, alors que /i(w)/ ex 1/w5/ pour l'amortissement interne (ce qui donne un modele 
plus favorable pour Ie mode pendule des miroirs de VIRGO) 
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Appendice 2: les cavites Fabry-Perot 

Nous allons di stinguer les deux aspects des cavites: aspect longitudinal ou couplage entre 
la longueur d 'onde de Ia lumiere et longueur de la cavite et aspect transversal ou couplage 
entre la geometrie du faisceau et geometrie de la cavite. 

Aspect longitudinal 

Considerons une cavite comme celle representee sur la figure 17, eclairee par une onde 
d'amplitude 1/;in 

Figure 17: Schema d'une cavite. Les coefficients de reflexion et de transmission en ampli tude 
du miroir d 'entree sont 1'1 et tl et ceux du miroir de fond sont 1'2 et t2 . 

Les c1ifferentes amplitudes des champs circulant dans la cavite obcissent aux equations e 
raccordement : 

v." = t l1/;in + i1'l zt'4 

2i7TVL)1h = exp ( c 1/;1 

1/)3 = 1:1'2 1/;2 

4'4 = exp (2i://L) 1/;3 

1/;"ef = t l 1/)4 + i1'(I/' in 

1/Jlr = hlj)2 

0\'1 Lest la long1leur de Ia ("(-,vite. La solution stationnaire pour les champs stocke (1/J , par 
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exemple), refiechi V;ref et transmis '1'tr est: 

t 1 

'l/JI = ( 'A-.) 'l/Jin1 + 1'11'2 exp 2z'l-' 

'l/J ,1'1 + (1- PI)1'2 exP((2ic/»V; 
ref = Z 1 + 1'1 1'2 exp(2ic/» in 

tlt2 
'ljJ!J' = , 'ljJin

1 + 1'11'2 exp(2zc/» 

ou c/> = 27rVL/c et PI = 1 - 1'~ - ti represente les pertes du miroir d'entree. A resonance, 
c'est it dire quand la longueur d'onde de la cavite est accordee sur 1a longueur d'onde de 
la lumiere selon 2c/> = 7r, on tl'ouve qu'il y a un gain de puissance dans la cavite (11v;IW es t 

maxim(lJp) G = (I tf )2' que 18 transmission de la cavite est maximale et que la refl.exion 
-rl r2 

est minimale. La premiere de ces pl'oprietes est directement exploitee dans la technique 
de recyclage de puissance dans VIRGO et LIGO; la deuxieme est bien connue en optique 
et sert de principe au filtre interferentiel (premiere utilisation historique du Fabry-Prot): 
un Fabry-Perot est un discriminateur de frequence (filtre passe bas). Un cas particu!ier 
est obtenu lorsque Ie gain G compense exactement les pertes PI et P2 des miroirs, par un 
choix judicieux de 1'1 par exemple; on assiste alors it un optimum: Ie gain obtenu est Ie 
maximum possible pour une cavite de pertes donnees, et la refiectivite glob ale de la cavite 
est nulle. 
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Figme 18: Fonction d'Airy representant let PUiSS(lIlCe c!ClllS line cavite ell fonction de !'accord 
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La figure 18 rnont.re la puissance stockee en fonction de ¢ pour une cavite de finesse 50. 
L'pcarr ent.re deux resonances successives s 'appelle l'intervalle spectral libre t Ie rapport 
('lltre celui-ci et la largeur a.mi-hauteur d'un pic de resonance redonne la finesse; la finesse 
Jl( ' \1 t iiussi .c; 't'CTire en fonctioIl des rf'fiectivites des miroirs comme: 

F= 1f~ 
1 - 1'11'2 

Aspect transversal, rudiments d'optique gaussienne 

LCl cavit.t> de geometrie plan-plan etuciiee juste auparavant n'est pas une cavite stable au 
sens ou ses modes propres (geometrie de fa.isceau accorciee a la geometrie de la cavite) sont 
des ondes planes . Une cavite stable, telle que celle utilisee dans chacun des bras de VIRGO 
posspde Itne geometrie differente pour laquelle au moins l'un des deux miroirs est courbe. 
Les modes propres d'une telle cavite, obtenus par resolution de l'equation d'Helmholtz, 
.c.:out. des modes gaussiens TEMmn qui s'ecrivent en cOOl'donnees cartesiennes: 

, 2 2 2 2 )
~Jmn(;r,y,z)=A w(o Hm(X)Hn(Y)exp _.7; T~ _ikx T~ +i'Pmn-ikz ,

Hl Z) ( w z Rz 

0\\ Ii'( ,:;) est I'extension transverse du faisceau, qui passe par un minimum a z=O et vaut 
(('I) (appele col ou waist dl! faisceau), X = V2,x/w( z ), y = V2y/w(z), Hp est Ie polynome 
d'Hermite d'ordre p, R(z) est. Ie rayon de courbure du fais eeau et 'Pmn est la phase de 
Guoy dl! mode TEMJI1n (dephasage propre). Cette derniere montre que dim'~rents faisceaux 
gallssiens TEMmn se propageant dans une cavite vont subir des dephasages de propagation 
differents, ce qui implique qu'il y a differentes conditions de resonance pour les modes 
TEMmn: une cavite stable est done aussi un selecteur de modes . C'est cette propriete 
qui est utilisee dans la cavite mode-cleaner placee en amont de l'interferometre VIRGO, 
et. qui est chargee de nettoyer Ie faisceau laser de tout ce qui n'est pas dans Ie bon mode 
(d qui 11(' se pourra pas se coupler ('lUX cavites des bras), En ce qui concerne les cavites 
des bras, ce sont. done des cavites de longueur L =3 km, dont Ie miroir d 'entree est plan 
et Ie mimir de fond courbe. Pour une telle geometrie, Ie col des modes propres se trouve 

localise sur If' miroir d'entree et ses dimensions sont donnees par W5 = ~J(R - L)L, OU 
R ~ 3.5 krn est. Ie rayon de courbure du miroir de fond. Numeriquernent pour VIRGO on 
t.rouve Wo ~ 2cm, ce qui fait un gros faiceau laser. Bien entendu Ie laser source delivre 
llI1 f<'lis,pall dE' col heaucoup plus petit. et. des optiques d 'adaptation sont necessaires pour 
I'(1ccorder a la geometrie du mode-cleaner puis a. ceUe de l'interferometre. 

Le le,tellr intfTf'S,C;e pourra trouver un approfondissement a toutes ces questions de physique 
dr's caviti's dall:'; Ie t.rf>s pedagogiquf' <' Fundamentals of photonics" par RE.A Saleh et M.C. 
Tr'idl (Wilev Int.f')'science, 1991). 
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