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T h e g r a vi t a ti o n al w a v e ( G W ) s p e c t r u m a t f r e q u e n ci e s a b o v e a k H z i s a l a r g el y u n e x pl o r e d f r o nti e r.

We s h o w t h a t d e t e c t o r s wi t h s e n si ti vi t y t o si n gl e- p h o n o n e x ci t a ti o n s i n c r y s t al t a r g e t s c a n s e a r c h f o r

G W s wi t h f r e q u e n ci e s, T H z <
∼ f <

∼ 1 0 0 T H z, c o r r e s p o n di n g t o t h e r a n g e of o p ti c al p h o n o n e n e r gi e s,

m e V <
∼ ω <

∼ 1 0 0 m e V. S u c h d e t e c t o r s a r e al r e a d y b ei n g b uil t t o s e a r c h f o r li g ht d a r k m a t t e r ( D M ),

a n d t h e r ef o r e s e n si ti vi t y t o hi g h-f r e q u e n c y G W s will b e a c hi e v e d a s a b y p r o d u c t. We b e gi n b y

d e ri vi n g t h e a b s o r p ti o n r a t e of a g e n e r al G W si g n al i nt o si n gl e p h o n o n s. We t h e n f o c u s o n c a r ef ull y

d e fi ni n g t h e d e t e c t o r s e n si ti vi t y t o m o n o c h r o m a ti c a n d c hi r p si g n al s, a n d c o m p u t e t h e d e t e c t o r

s e n si ti vi t y f o r m a n y p r o p o s e d li g ht D M d e t e c ti o n t a r g e t s. T h e d e t e c t o r s e n si ti vi t y i s t h e n c o m p a r e d

t o t h e si g n al s t r e n g t h of c a n di d a t e hi g h-f r e q u e n c y G W s o u r c e s, e. g., s u p e r r a di a nt a n ni hil a ti o n a n d

bl a c k h ol e i n s pi r al, a s w ell a s o t h e r r e c e nt d e t e c t o r p r o p o s al s i n t h e M H z <
∼ f <

∼ 1 0 0 T H z f r e q u e n c y

r a n g e. Wi t h a j u di ci o u s c h oi c e of t a r g e t m a t e ri al s, a c oll e c ti o n of d e t e c t o r s c o ul d o p ti mi s ti c all y

a c hi e v e s e n si ti vi ti e s t o m o n o c h r o m a ti c si g n al s wi t h h 0 ∼ 1 0 − 2 3 − 1 0 − 2 5 o v e r T H z <
∼ f <

∼ 1 0 0 T H z.
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I. I N T R O D U C T I O N

T h e p r e di cti o n of gr a vit ati o n al w a v e s ( G W s) b y Ei n st ei n i n 1 9 1 6 s p a r k e d a c e nt ur y l o n g s e a r c h f o r t h eir e xi st e n c e.

T h e fi r st i n di r e ct e vi d e n c e c a m e fr o m m e a s u r e m e nt s of t h e o r bit al d e c a y of t h e H ul s e- T a yl o r p ul s a r [ 1 ], w hi c h w e r e

f o u n d c o n si st e nt wit h G W e mi s si o n [2 ]. Di r e ct e vi d e n c e of t h e e xi st e n c e of G W s w o ul d f oll o w i n 2 0 1 6 w h e n G W s

f r o m a n i n s pi r ali n g p ai r of bl a c k h ol e s ( B H s) w e r e m e a s ur e d [3 ]. E v e n m or e r e c e ntl y t h e N A N O G r a v c oll a b o r ati o n

r e p o rt e d e vi d e n c e of a st o c h a sti c G W b a c k g r o u n d [ 4 – 6 ]. T h e s e i niti al di r e ct d et e cti o n s m ar k t h e b e gi n ni n g of “ G W

a st r o n o m y ” a s a vi a bl e m et h o d t o st u d y t h e u ni v er s e.

T o d a y t h e s e ar c h f o r G W s i s r a pi dl y e x p a n di n g. C o nti n u e d d e v el o p m e nt of t h e a LI G O [ 7 , 8 ], a Vir g o [9 ], a n d

K A G R A [ 1 0 – 1 4 ] i nt e rf e r o m et er s h a v e i m p r o v e d t h e s e n siti vit y t o G W s i n t h e 1 0 H z <
∼ f <

∼ 1 0 3 H z fr e q u e n c y r a n g e,

a n d f ut ur e g r o u n d- b a s e d i nt e rf er o m et e r s, e. g., C o s mi c E x pl o r e r [ 1 5 , 1 6 ] a n d t h e Ei n st ei n Tel e s c o p e [1 7 – 2 0 ] will f urt h e r

e n h a n c e s e n siti vit y i n t hi s f r e q u e n c y b a n d. F ut u r e s p a c e- b a s e d i nt e rf e r o m et e r s, e. g., B B O [ 2 1 – 2 3 ], D E CI G O [2 4 –

2 6 ], a n d LI S A [2 7 , 2 8 ], will e x pl o r e l o w e r f r e q u e n ci e s, 1 0− 4 H z <
∼ f <

∼ 1 H z, wit h m u c h l o n g e r a r m l e n gt h s, w hil e

t h e g a p b et w e e n g r o u n d- b a s e d a n d s p a c e- b a s e d i nt ef e r o m et e r s c o ul d b e c o v e r e d b y at o m i nt e rf e r o m et er s [ 2 9 , 3 0 ].

M e a n w hil e, p ul s a r ti mi n g a rr a y s ( P T A s) s u c h a s t h e E P T A [ 3 1 – 3 3 ], N A N O G r a v [3 4 – 3 7 ], P P T A [3 8 , 3 9 ], a n d t h e

c oll e cti v e I P T A [ 4 0 – 4 3 ] h a v e b e e n p r e ci s el y m o nit o ri n g m a n y p ul s ar s f o r O ( 1 0) y e a r s, e ar ni n g t h e m s e n siti vit y i n t h e

1 0 − 9 H z <
∼ f <

∼ 1 0 − 6 H z fr e q u e n c y r a n g e. W hil e t hi s l e a v e s t h e “ µ H z g a p ” i n t h e 1 0 − 6 H z <
∼ f <

∼ 1 0 − 4 H z fr e q u e n c y

r a n g e, t h e r e a r e p r o p o s al s t o b ri d g e t hi s g a p, e. g., u si n g a st e r oi d s i n t h e s ol a r s y st e m [ 4 4 ] o r p r e ci s el y r a n gi n g t h e

m o o n or o r biti n g s at ellit e s [ 4 5 ]. Cl e arl y, t h e f ut u r e of G W d et e cti o n at f r e q u e n ci e s f <
∼ 1 0 3 H z i s p r o mi si n g.

At hi g h f r e q u e n ci e s a b o v e t h e gr o u n d b a s e d i nt e rf er o m et er b a n d, m a n y di ff e r e nt p r o p o s al s h a v e b e e n p ut f o r w ar d;

s e e R ef s. [ 4 6 , 4 7 ] f or s o m e r e c e nt r e vi e w s. O pti c all y l e vit at e d s e n s o r s [4 8 ] a n d e x p e ri m e nt s utili zi n g t h e M ö s s b a ur

e ff e ct [ 4 9 ] m a y b e s e n siti v e i n t h e 1 03 H z <
∼ f <

∼ 1 0 6 H z r a n g e, b ul k a c o u sti c w a v e r e s o n at o r s [ 5 0 – 5 2 ] m a y b e s e n siti v e

i n t h e 1 06 H z <
∼ f <

∼ 1 0 9 H z r a n g e ( wit h d e m o n st r at e d s e n siti vit y at f ∼ 5 × 1 0 6 H z [ 5 2 ]), c oll e cti o n s of di ff e r e nt s h ort

a r m l a s e r i nt e rf er o m et ri c e x p e ri m e nt s [ 5 3 – 5 7 ] c a n al s o e x pl o r e t h e 1 03 H z <
∼ f <

∼ 1 0 9 H z r a n g e, a n d gr a vit o n t o m a g n o n

c o n v er si o n h a s b e e n s h o w n t o h a v e p ot e nti al f or s e a r c hi n g at f ∼ 1 0 1 0 H z [ 5 8 ]. Pr o p o s al s s u c h a s M A G O 2. 0 [5 9 ] a n d

u si n g o pti c al cl o c k s [ 6 0 ] m a y b e s e n siti v e t o t h e 1 03 H z <
∼ f <

∼ 1 0 9 H z r a n g e wit h si n gl e e x p e ri m e nt s. F u rt h e r m o r e, it

h a s b e e n s h o w n t h at e xi sti n g e x p e ri m e nt s s e a r c hi n g f o r a xi o n d ar k m att e r ( D M) wit h, e. g., mi c r o w a v e c a viti e s [ 6 1 ]

a n d L C cir c uit s [ 6 2 ], a r e al s o s e n siti v e t o hi g h-f r e q u e n c y G W s, all o wi n g f o r s y n er gi sti c s e a r c h e s f o r D M a n d G W s

wit h t h e s a m e d et e ct or i n t h e 1 0 3 H z <
∼ f <

∼ 1 0 1 0 H z r a n g e. F o r fr e q u e n ci e s a b o v e 1 0 1 0 H z, a n d b el o w 1 0 1 4 H z w h er e

li g ht s hi ni n g t hr o u g h w all e x p e ri m e nt s, e. g., A L P S, [6 3 ], C A S T [6 4 ], a n d O S Q A R [6 5 ] h a v e s e n siti vit y [6 6 ], t h e r e i s

a n a b s e n c e of s e a r c h e s.

I n t hi s w o r k w e s h o w t h at hi g h-f r e q u e n c y G W s c a n b e d et e ct e d vi a c o n v e r si o n i nt o si n gl e p h o n o n s i n c r y st al t ar g et s.

P h o n o n s a r e q u a nt a of l atti c e vi b r ati o n s, a n d m o st c r y st al t a r g et s h a v e g a p p e d p h o n o n m o d e s, wit h e n e r gi e s i n t h e

1 m e V <
∼ ω <

∼ 1 0 0 m e V r a n g e, c o rr e s p o n di n g t o fr e q u e n ci e s 1 0 1 2 H z <
∼ f <

∼ 1 0 1 4 H z. B e c a u s e t h e s e m o d e s ar e g a p p e d,

a n i n c o mi n g G W c a n b e ki n e m ati c all y m at c h e d t o t h e p h o n o n di s p e r si o n r el ati o n, a n d t h e r ef or e c a n r e s o n a ntl y vi b r at e

t h e i o n s i n t h e l atti c e, cr e ati n g a p h o n o n. T hi s i s s o m e w h at a n al o g o u s t o a n i n c o mi n g p h ot o n c o n v erti n g t o a p h o n o n

i n a “ p ol a r ” c r y st al, i. e., c r y st al s wit h c h a r g e d i o n s i n t h e u nit c ell. If a n i n c o mi n g p h ot o n i s ki n e m ati c all y m at c h e d

t o a g a p p e d p h o n o n m o d e i n a p ol a r t a r g et, t h e p h ot o n will r e s o n a ntl y d ri v e di p ol e o s cill ati o n s, w hi c h i s e q ui v al e nt

t o e x citi n g t h e g a p p e d p h o n o n m o d e. 1

1 G a p p e d p h o n o n m o d e s e xi s t i n a n y c r y s t al w h e r e t h e n u m b e r of a t o m s i n t h e u ni t c ell i s g r e a t e r t h a n o n e. T h e y a r e of t e n r ef e r r e d t o

a s “ o p ti c al ” p h o n o n s, si n c e t h e y c o u pl e t o li g ht i n p ol a r t a r g e t s. H o w e v e r t h e y e xi s t i n n o n- p ol a r, e. g., Sili c o n a n d G e r m a ni u m, t a r g e t s

w ell.
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T h e s c a r cit y of hi g h-f r e q u e n c y G W d et e ct o r s i s i n p a rt d u e t o t h e di ffi c ult y of g e n er ati n g s u ffi ci e ntl y str o n g G W s

wit h a st r o p h y si c al o r c o s m ol o gi c al s o u r c e s. T h e g e n e ri c p r o bl e m of c r e ati n g a b u n d a nt hi g h-f r e q u e n c y G W s i s t h at

t h e r a pi d o s cill ati o n s n e c e s s a r y t o g e n e r at e hi g h f r e q u e n ci e s c a n o nl y b e a c hi e v e d wit h a st r o p h y si c all y s m all m a s s e s,

t h e r e b y li miti n g t h e si g n al str e n gt h. F o r e x a m pl e, t hi s i s pr e ci s el y t h e di ffi c ult y i n g e n e r ati n g hi g h-f r e q u e n c y G W s

f r o m t h e i n s pi r al of t w o B H s. A s w e di s c u s s i n S e c. I V, t h e m a xi m u m B H m a s s, M m a x , w hi c h c a n g e n e r at e G W s at

a f r e q u e n c y ω i s M m a x ∼ 1 0 − 8 M ⊙ ( T H z / ω ). T hi s i s a m u c h s m all e r m a s s, c or r e s p o n di n g t o a m u c h s m all e r si g n al,

t h a n t h e O ( 1 0) M ⊙ B H s LI G O i s s e n siti v e t o.

H o w e v e r, it i s n ot p h y si c all y i m p o s si bl e t o g e n e r at e d et e ct a bl e hi g h-f r e q u e n c y G W s, a n d st u d yi n g t h e s e n siti vit y of

c u rr e nt t e c h n ol o g y, li k el y b uilt f or ot h e r r e a s o n s, e. g., D M di r e ct d et e cti o n, p r o vi d e s e x c ell e nt m oti v ati o n f or f u rt h er

st u di e s of hi g h-fr e q u e n c y G W s o u r c e s. I n d e e d, p er h a p s t h e m o st i m p ort a nt f e at u r e of o u r p r o p o s e d d et e cti o n s c h e m e

i s t h at t h e d et e ct o r s ar e al r e a d y b ei n g b uilt f or D M dir e ct d et e cti o n e x p eri m e nt s. Di r e ct d et e cti o n of D M b y si n gl e-

p h o n o n e x cit ati o n s h a s b e e n s h o w n t o b e a pr o mi si n g r o ut e t o s e a r c h f o r b ot h s c att e ri n g of l o w- m a s s ( s u b- M e V)

D M [ 6 7 – 7 9 ] a n d a b s or pti o n of s u b- e V b o s o ni c D M [6 8 , 6 9 , 7 7 , 8 0 – 8 2 ]. T h e T E S S A R A C T e x p eri m e nt [8 3 ] pl a n s

t o utili z e b ot h Al 2 O 3 a n d G a A s a s t ar g et s. T h e r ef or e, si mil a r t o t h e r e p u r p o si n g of a xi o n D M d et e ct o r s a s G W

d et e ct o r s [ 4 7 , 6 1 ], a n y f ut ur e D M di r e ct d et e cti o n e x p e ri m e nt utili zi n g si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s c a n di r e ctl y b e u s e d

a s a G W d et e ct o r.

T hi s p a p e r i s or g a ni z e d a s f oll o w s. I n S e c. II w e d e ri v e t h e G W a b s or pti o n r at e i nt o si n gl e p h o n o n s i n t w o st e p s.

Fir st, i n S e c. II A, w e s u m m ari z e t h e g e n e r al- r el ati vi sti c d e ri v ati o n f o r t h e f or c e s o n a l atti c e of p oi nt m a s s e s d u e t o

a n i n c o mi n g G W. T h e n i n S e c. II B, u si n g t h e i nt e r a cti o n H a milt o ni a n g e n e r at e d b y t h e G W f o r c e, w e d eri v e t h e

a b s o r pti o n r at e i nt o si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s i n b ot h p ol a r a n d n o n- p ol ar t a r g et s. I n S e c. III w e b e gi n b y c a r ef ull y

d e fi ni n g t h e d et e ct o r s e n siti vit y t o d et e r mi ni sti c si g n al s, i. e., t h o s e f or w hi c h t h e G W st r ai n i s n o n- st o c h a sti c. We t h e n

di s c u s s t h e d et e ct or s e n siti vit y f or a wi d e v a ri et y of t ar g et m at e ri al s p r e vi o u sl y c o n si d e r e d i n t h e c o nt e xt of D M dir e ct

d et e cti o n [ 7 3 ]. I n S e c. I V w e di s c u s s t h e g e n e r al di ffi c ult y wit h g e n er ati n g hi g h-fr e q u e n c y G W s, a n d t h e n c o n si d e r

s p e ci fi c e x a m pl e s of p ot e nti al hi g h-f r e q u e n c y s o u r c e s, s u c h a s s u p e rr a di a nt a n ni hil ati o n I V A a n d B H i n s pir al I V B,

c a r ef ull y u n d er st a n di n g t h eir si g n al str e n gt h i n t h e c o nt e xt of c o u nti n g e x p e ri m e nt s. We c o n cl u d e i n S e c. V . A bri ef

di s c u s si o n of c o n st r ai nt s o n st o c h a sti c s o u r c e s c o m p ri s e s A p p e n di x A .

I I.  T H E O R E T I C A L F O U N D A T I O N

T h e i nt e r a cti o n of G W s wit h s oli d o bj e ct s c a n b e d e s c ri b e d i n m ulti pl e w a y s. If t h e w a v el e n gt h of t h e i n c o mi n g G W

i s m u c h l a r g e r t h a n t h e d et e ct o r, t h e d ef o r m ati o n of t h e d et e ct or c a n b e d e s cri b e d u si n g t h e t h e or y of el a sti cit y [8 4 – 8 6 ].

H o w e v e r, w h e n t h e fr e q u e n c y of t h e G W i s m u c h l a r g e r, c o m p a r a bl e t o t h e O ( m e V − 1 0 0 m e V) g a p p e d p h o n o n s, t h e

l o w e n e r g y e ff e cti v e t h e o r y of el a sti cit y i s n o l o n g e r a p p r o p ri at e. T h e G W w a v el e n gt h s, O ( 1 0 µ m − m m) a r e s m all e r

t h a n t h e si z e of b ul k si n gl e c r y st al s. W hil e m u c h s m all e r t h a n t h e si z e of t h e d et e cti n g c r y st al, t h e s e w a v el e n gt h s a r e

still m u c h l a r g e r t h a n t h e i nt e r at o mi c s p a ci n g, O ( 1 0 − 1 0 m). T h e r ef or e, si mil ar t o h o w O ( m e V) p h ot o n s c o u pl e t o t h e

di p ol e m o m e nt of a u nit c ell i n p ol a r t a r g et s t o g e n e r at e p h o n o n s, t h e e ff e ct of a n i n c o mi n g G W c a n b e i nt uiti v el y

u n d e r st o o d a s a c o u pli n g t o t h e q u a d r u p ol e m a s s m o m e nt of t h e u nit c ell, w hi c h t h e n g e n e r at e s p h o n o n s. Si n c e t h e

G W i nt e r a cti o n i s m o r e si mil a r t o t h e p h ot o n i nt e r a cti o n, c o m p uti n g t h e n u m b e r of p h o n o n s p r o d u c e d f r o m G W s

p r o c e e d s m o r e n at ur all y b y i n h e riti n g m et h o d s f r o m p arti cl e a n d c o n d e n s e d m att e r p h y si c s.

T h e p u r p o s e of t hi s s e cti o n i s t o d eri v e t h e a b s o r pti o n r at e of i n c o mi n g G W s i nt o si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s. We

b e gi n i n S e c. II A wit h a r e vi e w of t h e d e ri v ati o n of t h e f or c e o n a p oi nt m a s s wit hi n g e n e r al r el ati vit y, a n d t h e n
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g e n e r ali z e t o a l atti c e of p oi nt m a s s e s. F u rt h e r m o r e w e d et ail t h e n e c e s s a r y a s s u m pti o n s n e e d e d t o t r e at t h e e ff e ct

of t h e i n c o mi n g G W o n e a c h p oi nt m a s s a s a cl a s si c al f or c e. T h e p ot e nti al e n er g y a s s o ci at e d wit h t hi s f or c e i s t h e

st a rti n g p oi nt of S e c. II B, a n d d e fi n e s t h e i nt e r a cti o n H a milt o ni a n. F or n o n- p ol a r t a r g et s, t h e f o c u s of S e c. II B 1,

t h e a b s o r pti o n r at e t h e n f oll o w s si m pl y f r o m Fer mi’ s G ol d e n R ul e, a n d w e d eri v e t h e n e c e s s a r y m atri x el e m e nt s. I n

p ol a r t a r g et s, S e c. II B 2, t h e p h o n o n s mi x wit h t h e p h ot o n, c o m pli c ati n g t h e a b s o r pti o n r at e d e ri v ati o n. T o c o m p ut e

t h e a b s o r pti o n r at e f o r t h e s e t a r g et s w e utili z e t h e f o r m ali s m f r o m R ef s. [ 8 2 , 8 7 , 8 8 ], w hi c h h a s c ar ef ull y a c c o u nt e d

f o r t h e s e mi xi n g e ff e ct s i n t h e c o nt e xt of li g ht D M a b s o r pti o n. We will w o r k i n n at ur al u nit s, h̄ = c = 1, a n d u s e a

m o stl y p o siti v e, ( − , + , + , +), m et ri c si g n at ur e.

A.  G e n e r al R el a ti vi s ti c F o r c e s

O u r g o al i s t o u n d e r st a n d h o w a w e a k G W i nt e r a ct s wit h a c r y st al l atti c e, a n d t h er ef o r e t h e n at u r al st a rti n g p oi nt

i s u n d e r st a n di n g h o w a si n gl e m a s s i nt e r a ct s wit h a G W. W hil e t hi s i s a t e xt b o o k di s c u s si o n [8 6 , 8 9 ], t h e g e n e r al

c o o r di n at e i n v ari a n c e of G R r e n d e r s t hi s a d eli c at e s u bj e ct. F o r e x a m pl e, i n t r a n s v er s e-t r a c el e s s ( T T) c o o r di n at e s t h e

c o o r di n at e p o siti o n of a si n gl e m a s s i s u n a ff e ct e d b y a p a s si n g G W. H o w e v e r t hi s i s si m pl y a n a rtif a ct of T T c o o r di n at e s,

r e mi n di n g u s t h at c o or di n at e s h a v e n o i n h e r e nt m e a ni n g i n G R; p h y si c s i s e n c o d e d i n c o o r di n at e i n v ari a nt s, e. g., p r o p er

di st a n c e s. Fer mi- n or m al ( F N) c o o r di n at e s e q ui p t h e c o o r di n at e s wit h p h y si c al m e a ni n g b y d e fi ni n g t h e c o o r di n at e s

a s t h e pr o p e r di st a n c e t o a n o b s e r v er. 2

F oll o wi n g R ef. [ 9 0 ], t h e e q u ati o n of m oti o n f o r a t e st m a s s i n F N c o o r di n at e s, a s s u mi n g a n o n- r el ati vi sti c m a s s a n d

o b s er v e r at t h e o ri gi n, i s gi v e n b y,

d 2 x i

dt 2
≈

1

2
ḧ i j x j , ( 1)

t o li n e a r o r d e r i n h , w h er e t h e G W p e rt ur b ati o n, h µ ν , i s d e fi n e d a s a p e rt u r b ati v e a d diti o n t o t h e m et ri c, g µ ν ≈

η µ ν + h µ ν , a n d η µ ν i s t h e Mi n k o w s ki m etri c. N ot e t h at h i j i n d e fi n e d i n T T c o o r di n at e s a n d t h e ri g ht h a n d si d e of

E q. ( 1 ) i s c o o r di n at e i n d e p e n d e nt t o li n e ar o r d e r i n h : T T a n d F N c o o r di n at e s a r e r el at e d b y O (h ) [9 0 ], a n d t h e r ef or e

a c o o r di n at e t r a n sf o r m ati o n w o ul d t r a n sf o r m t h e ri g ht h a n d si d e of E q. ( 1 ) f r o m O (h ) → O (h ) + O (h 2 ). Fr o m E q. ( 1 )

w e s e e t h at a p a s si n g G W a ct s li k e a fi ctiti o u s ti d al f o r c e, F i ,

F i =
m

2
ḧ i j x j . ( 2)

T hi s r e s ult i s st r ai g htf o r w a r dl y g e n e r ali z e d t o a cr y st al l atti c e, i. e., e a c h m a s s e x p e ri e n c e s a f o r c e, F i
I = m I ḧ i j x j

I / 2,

w h e r e I i n d e x e s t h e m a s s.

I n a d diti o n t o gr a vit ati o n al f o r c e s, t h e c r y st al l atti c e d y n a mi c s a r e of c o u r s e i n fl u e n c e d b y t h e el e ct r o m a g n eti c

f o r c e s bi n di n g t h e c r y st al. T h e s e d et e r mi n e t h e l e a di n g o r d e r, O (h 0 ), c o nt ri b uti o n s t o t h e p o siti o n a n d a r e si m pl y

t h e e q uili bri u m p o siti o n s of t h e i o n s ( o r, e q ui v al e ntl y, at o m s i n n o n- p ol a r t ar g et s), x i
I ≈ x i

I , 0 . P e rt u r b ati o n s a r o u n d

t hi s e q uili bri u m, u i
I (t), i n d u c e d b y t h e G W ar e t h e n d ri v e n b y t h e f o r c e i n E q. ( 2 ), a n d b a c k t o e q uili b ri u m b y t h e

c r y st al h ar m o ni c “ s pri n g ” f o r c e s. T h e e q u ati o n of m oti o n, at O (h ), i s t h e n gi v e n b y,

m I
d 2 u i

I

dt 2
+

J

V i j
I J u j

J =
m I

2
ḧ i j x j

I , 0 , ( 3)

2 R e c e nt li t e r a t u r e [ 6 1 , 9 0 ] h a s e x pli ci tl y d e m o n s t r a t e d t h e a p pli c a bili t y of F N c o o r di n a t e s b e y o n d t h e u s u al l o n g w a v el e n g t h a p p r o xi m a-

ti o n, λ ≫ L , w h e r e λ i s t h e G W w a v el e n g t h, a n d L i s t h e si z e of t h e d e t e c t o r, t o λ ≫
√

h L w hi c h i s e a sil y s a ti s fi e d f o r t h e d e t e c t o r s

c o n si d e r e d h e r e.
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w h e r e V I J i s t h e s p ri n g c o n st a nt c o n n e cti n g m a s s I t o m a s s J . N ot e t h at t h e V i j
I J o nl y n e e d t o b e d et e r mi n e d t o

O (h 0 ). T h e p ert u r b ati o n s t h e m s el v e s a r e O (h ), a n d t h e r ef or e, a n al o g o u s t o t h e dri vi n g G W f o r c e, a c o or di n at e

t r a n sf or m ati o n w o ul d o nl y g e n e r at e s hift s fr o m O (h ) t o O (h ) + O (h 2 ). T h e r ef o r e t h e e ff e ct of a G W o n a l atti c e

of m a s s e s i s t o i ntr o d u c e a fi ctiti o u s f or c e, E q. ( 2 ), w hi c h c a n dri v e t h e p h o n o n m o d e s i n a cr y st al, a n al o g o u s t o a

p a s si n g el e ct r o m a g n eti c w a v e.

B.  A b s o r p ti o n R a t e C al c ul a ti o n

Si n c e p h o n o n s ar e t h e q u a nt a of l atti c e vi b r ati o n s, t h e n at ur al f or m ali s m t o di s c u s s si n gl e- p h o n o n a b s or pti o n r at e s

i s q u a nt u m m e c h a ni c s. I n c al c ul ati n g t h e a b s o r pti o n r at e, t h e i n c o mi n g G W m a y b e t r e at e d a s eit h e r a cl a s si c al

G W b a c k gr o u n d o r a n i n c o mi n g gr a vit o n [ 9 1 ], a n al o g o u s t o e q ui v al e n c e of d e s cri bi n g a p h ot o n cl a s si c all y o r q u a nt u m

m e c h a ni c all y w h e n c o n si d eri n g li g ht- m att e r i nt e r a cti o n s. We will c h o o s e t h e l att e r o pti o n f o r c o n si st e n c y wit h t h e

p h o n o n d e s cri pti o n. L atti c e vi b r ati o n s a r e d e s c ri b e d a s o s cill ati o n s a r o u n d a n e q uili bri u m p o siti o n; t h e p o siti o n of

t h e j t h i o n i n t h e ℓ t h u nit c ell of t h e c r y st al i s

x ℓ j (t) = x 0
ℓ j + u ℓ j (t) = r 0

ℓ + x 0
j + u ℓ j (t) , ( 4)

w h e r e x 0
ℓ j i s t h e e q uili bri u m p o siti o n, r 0

ℓ i s t h e l atti c e v e ct o r of t h e ℓ t h u nit c ell, x 0
j i s t h e e q uili bri u m p o siti o n r el ati v e

t o t h e c e nt e r of t h e u nit c ell, a n d u ℓ j (t) i s t h e di s pl a c e m e nt of t h e i o n a w a y f r o m e q uili b ri u m. W h e n q u a nti zi n g t h e

l atti c e vi b r ati o n s [9 2 ], u ℓ j (t) c a n b e e x p a n d e d i n t e r m s of p h o n o n r ai si n g a n d l o w e ri n g o p e r at o r s:

u ℓ j (t) =
1

2 N m j ν k

e − i ω ν k t e i k ·x 0
ℓ j

√
ω ν k

a ν k + a †
ν, − k ϵ j ν k , ( 5)

w h e r e N i s t h e n u m b er of u nit c ell s i n t h e l atti c e, m j i s t h e m a s s of t h e j t h i o n, ν i n d e x e s t h e b a n d n u m b e r, k i n d e x e s

t h e fir st B rill o ui n z o n e ( 1 B Z) m o m e nt u m v e ct o r s, ω ν k i s t h e p h o n o n e n e r g y, a ν k a n d a †
ν k a r e t h e r ai si n g a n d l o w e ri n g

o p er at o r s, r e s p e cti v el y, w hi c h s ati sf y t h e c a n o ni c al c o m m ut ati o n r el ati o n s, [ a ν k , a†ν ′ k ′ ] = δ ν ν ′ δ k k ′ ; a n d ϵ ν j k a r e t h e

p h o n o n p ol a ri z ati o n v e ct or s a n d s ati sf y ϵ ν j − k = ϵ ∗
ν j k .

T h e i nt e r a cti o n H a milt o ni a n b et w e e n p h o n o n s a n d a G W i s d et e r mi n e d b y t h e c o u pli n g of u ℓ j t o h i j , w hi c h i s d u e

t o t h e f o r c e i n E q. ( 3 ),

δ H = −
1

2
ℓ j

m j u i
ℓ j ḧ i k x 0 , k

ℓ j . ( 6)

T hi s i nt e r a cti o n H a milt o ni a n i s t h e b a si s f or t h e a b s o r pti o n r at e c al c ul ati o n. At fir st si g ht o n e mi g ht si m pl y wi s h

t o a p pl y Fe r mi’ s G ol d e n R ul e t o c o m p ut e t h e g r a vit o n i n d u c e d si n gl e- p h o n o n t r a n siti o n r at e. H o w e v er, i n p ol a r

t a r g et s, w h er e t h e i o n s h a v e c h a r g e, Q j , t h e p h o n o n mi x e s wit h t h e p h ot o n, a n d s cr e e ni n g c a n o c c u r. T h er ef o r e w e

s plit t h e a b s o r pti o n r at e i n t o t w o c al c ul ati o n s. I n S e c. II B 1 w e c o n si d e r n o n- p ol a r m at e ri al s, w h er e Q j = 0, a n d

Fe r mi’ s G ol d e n R ul e m a y b e str ai g htf or w a r dl y a p pli e d. I n S e c. II B 2 w e c o n si d er g e n er al m at e ri al s, a n d c o m p ut e t h e

a b s o r pti o n r at e u si n g t h e o pti c al t h e or e m, f oll o wi n g t h e d eri v ati o n i n R ef. [ 8 2 ]. W hil e t h e a p p r o a c h i n S e c. II B 2 i s

m o r e g e n e r al, a n d r e pr o d u c e s t h e r e s ult s i n S e c. II B 1 i n t h e li mit of a n o n- p ol a r m at eri al, it i s al s o m o r e t e c h ni c all y

i n v ol v e d.

B ef o r e c o nti n ui n g it i s w ort h w hil e t o i ntr o d u c e n ot ati o n c o m m o n t o b ot h s e cti o n s. It will b e u s ef ul t o w o r k wit h

t h e c a n o ni c all y- n o r m ali z e d G W fi el d a s o p p o s e d t o t h e p e rt ur b ati o n s i n t h e m et ri c di r e ctl y. T hi s i n v ol v e s a r e s c ali n g,
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h i j →
√

1 6 π G h i j , w hi c h t r a n sf o r m s t h e i nt e r a cti o n H a milt o ni a n i n E q. (6 ) t o

δ H = −
√

4 π G
ℓ j

m j u i
ℓ j ḧ i k x 0 , k

ℓ j , ( 7)

w h e r e h i j n o w h a s m a s s di m e n si o n o n e, a n d i s q u a nti z e d i n t h e T T f r a m e a s,

h i j (x , t) =
1

√
V

λ p

e − i ω p t e i p ·x

√
ω p

a λ p + a †
λ, − p e i j

λ ( p̂ ) , ( 8)

w h e r e ω p = |p |, a n d t h e o v e r all n o r m ali z ati o n i s f o u n d b y e q u ati n g t h e e n e r g y d e n sit y, ρ G W = ⟨ ḣ i j ḣ
i j ⟩/ 2, t o t h e

q u a nt u m m e c h a ni c al H a milt o ni a n d e n sit y, H / V = ( 1 / V ) λ p ω p a †
λ p a λ p [9 3 ] wit h p ol a ri z ati o n v e ct o r s n or m ali z e d

t o e λ
i j e i j

λ ′ = δ λ λ ′

.3 A d diti o n all y w e t a k e t h e i n c o mi n g G W t o h a v e f o ur m o m e nt u m, Q µ = ( ω, q ) = ( ω, ω n̂ ), w h e r e

ω = 2 π f i s t h e G W fr e q u e n c y a n d q = ω n̂ i s t h e G W m o m e nt u m.

T h e a b s o r pti o n r at e p e r i n c o mi n g g r a vit o n of p ol ari z ati o n λ i s gi v e n b y Γλ . T h e t ot al a b s o r pti o n r at e, p e r d et e ct o r

e x p o s u r e, f o r a n y ki n d of G W wit h p ol ari z ati o n λ , i s gi v e n b y,

R λ =
1

ρ T

d n λ
G W

df d n̂
Γ λ (f, n̂ ) df d n̂ , ( 9)

w h e r e ρ T i s t h e t ar g et m a s s d e n sit y, a n d n λ
G W i s t h e n u m b e r d e n sit y of t h e λ t h p ol a ri z ati o n of G W s. T h e di ff er e nti al

e n e r g y d e n sit y i s r el at e d t o t h e n u m b er d e n sit y b y d ρ λ
G W = 2 π f d n λ

G W . A s s u mi n g t h e i n c o mi n g G W i s i s otr o pi c a n d

i n d e p e n d e nt of p ol ari z ati o n,

d n λ
G W

df d n̂
=

1

2 π f

d ρ λ
G W

df d n̂
=

1

2 π f

1

4 π

d ρ λ
G W

df
=

1

2 π f

1

4 π

1

2

d ρ G W

df
=

ρ c

1 6 π 2 f 2
Ω G W (f ) , ( 1 0)

w h e r e ρ c = 3 H 2
0 / 8 π G i s t h e c riti c al d e n sit y, H 0 i s t h e H u b bl e c o n st a nt t o d a y a n d ΩG W (f ) ≡ ( 1/ ρ c ) d ρ G W / d l o g f .

S u b stit uti n g E q. ( 1 0 ) i n t o E q. ( 9 ), a n d a v e r a gi n g o v er t h e G W p ol a ri z ati o n s t o fi n d t h e t ot al, a v e r a g e d, G W a b s o r pti o n

r at e, R , gi v e s

R ≡
1

2
λ

R λ =
1

4 π

ρ c

ρ T

1

f 2
Ω G W (f ) Γ( f ) df ( 1 1)

Γ( f ) ≡
1

8 π
λ

Γ λ (f, n̂ ) d n̂ , ( 1 2)

w h e r e w e h a v e d e fi n e d Γ( f ) a s t h e p ol ari z ati o n a n d a n g ul a rl y a v e r a g e d a b s o r pti o n r at e p er G W. T h e r ef o r e t o c o m p ut e

R i n E q. (1 1 ), w e n e e d t o c o m p ut e Γ λ , w hi c h will b e t h e f o c u s of S e c s. II B 1 a n d II B 2.

F o r b ot h p ol a r a n d n o n- p ol a r t a r g et s, i n or d er t o c o m p ut e Γ λ t h e p h o n o n e n er gi e s ω ν k , p ol a ri z ati o n ei g e n v e ct o r s

ϵ ν j k , a n d e q uili bri u m i o n p o siti o n s x 0
j a r e n e e d e d. We c al c ul at e t h e s e wit h fi r st- p ri n ci pl e s m et h o d s si mil a r t o R ef s. [ 7 0 ,

7 3 , 7 4 , 7 6 , 8 0 , 8 2 ], w hi c h w e b ri e fl y s u m m ari z e h er e. U si n g V A S P [9 4 – 9 6 ] t h e i o n s a n d el e ct r o n s i n t h e l atti c e a r e

r el a x e d t o t h ei r mi ni m u m e n e r g y c o n fi g ur ati o n, w hi c h s et s t h e e q uili b ri u m p o siti o n s, a n d p e rt u r bi n g t h e i o n s a w a y

f r o m t h e s e mi ni m a all o w s c al c ul ati o n of t h e “f o r c e c o n st a nt s ”, V ℓ ℓ ′ j j ′ , w hi c h d e fi n e t h e h ar m o ni c p h o n o n H a milt o ni a n,

H p h =
1

2
ℓ j

m j u̇ ℓ j · u̇ ℓ j +
1

2
ℓ ℓ ′ j j ′

u ℓ ′ j ′ · V ℓ ℓ ′ j j ′ · u ℓ j . ( 1 3)

T h e n V ℓ ℓ ′ j j ′ i s di a g o n ali z e d wit h t h e h el p of p h o n o p y [9 7 , 9 8 ] t o fi n d t h e p h o n o n ei g e n s y st e m, a n d t h e fi n al a b s o r pti o n

r at e, R i n E q. (1 1 ), i s c o m p ut e d wit h t h e h el p of P h o n o D ar k- a bs [8 2 ].

3 T hi s c h oi c e of n o r m ali z a ti o n f o r t h e G W p ol a ri z a ti o n t e n s o r s i s di ff e r e nt t h a n, e. g., R ef. [ 8 6 ], w hi c h c h o o s e s t o n o r m ali z e a s e λ
i j e i j

λ ′ =

2 δ λ λ ′
.
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1.  N o n- P ol a r T a r g et s

Si n c e t h e at o m s at e a c h sit e i n n o n- p ol ar t a r g et s a r e el e ct ri c all y n e utr al, t h e r e i s n o p h o n o n- p h ot o n mi xi n g a n d

t h e a b s o r pti o n r at e c a n b e c o m p ut e d st r ai g htf o r w a r dl y wit h Fer mi’ s G ol d e n R ul e. S p e ci fi c all y, w e will c o m p ut e t h e

t r a n siti o n r at e d u e t o t h e i nt er a cti o n H a milt o ni a n δ H i n E q. (7 ) fr o m a n i niti al st at e, |I ⟩ = |λ, f, n̂ ⟩ ⊗ | 0 ⟩, c o nt ai ni n g

z e r o p h o n o n s a n d a n i n c o mi n g gr a vit o n, t o a fi n al st at e, |F ⟩ = |0 ⟩ ⊗ |ν, k ⟩, c o nt ai ni n g z er o g r a vit o n s a n d o n e p h o n o n

i n d e x e d b y it s b a n d n u m b e r ν a n d c r y st al m o m e nt u m v e ct o r k . T hi s r at e i s gi v e n b y

Γ λ (f, n̂ ) = 2 π
ν k

|⟨F |δ H |I ⟩| 2 δ (ω − ω ν k ) . ( 1 4)

w h e r e δ H i s e v al u at e d at t = 0, si n c e t h e ti m e d e p e n d e n c e h a s b e e n f a ct o r e d o ut t o p r o vi d e t h e e n er g y c o n s e r vi n g

d elt a f u n cti o n a s i n o r di n ar y ti m e- d e p e n d e nt p ert u r b ati o n t h e o r y, a n d ⟨I |I ⟩ = ⟨F |F ⟩ = 1. T h e p h o n o n c o nt ri b uti o n

t o t h e m at ri x el e m e nt i s c o m p ut e d u si n g E q. ( 5 ),

⟨ν, k |u ℓ j |0 ⟩ =
e − i k ·x 0

ℓ j

2 N m j ω ν k

ϵ ∗
j ν k ≡

e − i k ·x 0
ℓ j

√
N

T j ν k ≈
e − i k ·r 0

ℓ

√
N

T j ν k , ( 1 5)

w h e r e u ℓ j ≡ u ℓ j (t = 0), |ν, k ⟩ = a †
ν k |0 ⟩, w e h a v e d e fi n e d t h e p h o n o n t r a n siti o n m at ri x el e m e nt , T j ν k , a n d u s e d

t h e l o n g- w a v el e n gt h a p p r o xi m ati o n |k · x 0
j | ≪ 1, w hi c h i s tr u e f o r t h e m o m e nt u m tr a n sf e r s of i nt e r e st h e r e si n c e

|k | ∼ ω ∼ m e V a n d |x 0
j | ∼ Å ∼ ( k e V) − 1 .

T h e gr a vit o n c o nt ri b uti o n t o ⟨F |δ H |I ⟩ i s t h e n gi v e n b y e v al u ati n g t h e m atri x el e m e nt of ḧ i j (x
0
ℓ j ) ≡ ḧ i j (x

0
ℓ j , 0) i n

E q. ( 8 ), u si n g t h e q u a nti z ati o n of t h e gr a vit o n fi el d f r o m E q. ( 8 ),

⟨0 | ḧ i j (x 0
ℓ j ) |λ, f, n̂ ⟩ = −

ω 3

V
e i q ·x 0

ℓ j e i j
λ ( n̂ ) ≈ −

ω 3

V
e i q ·r 0

ℓ e i j
λ ( n̂ ) , ( 1 6)

w h e r e |λ, f, n̂ ⟩ = a †
λ q |0 ⟩ a n d i n t h e l a st st e p w e m a d e t h e s a m e l o n g- w a v el e n gt h a p pr o xi m ati o n |q · x 0

j | ≪ 1 a s i n

E q. ( 1 5 ).

S u b stit uti n g E q s. ( 1 5 ) a n d ( 1 6 ) i nt o ⟨F |δ H |I ⟩ gi v e s

⟨F |δ H |I ⟩ =

√
4 π G

N

ω 3

Ω
e λ

i k ( n̂ )
ℓ j

e i ( q − k ) ·r 0
ℓ m j x 0 , i

ℓ j T k
j ν k , ( 1 7)

w h e r e Ω = V / N i s t h e v ol u m e of t h e u nit c ell. E q. (1 7 ) c a n b e si m pli fi e d f u rt h er si n c e t h e p h o n o n tr a n siti o n m at ri x

el e m e nt s s ati sf y t h e “ c o u pli n g t o m a s s ” [ 6 8 , 6 9 , 7 1 , 8 0 ] s u m r ul e, j m j T j ν k = 0, w h e n ν r u n s o v er t h e g a p p e d,

o pti c al m o d e s. T h er ef o r e, w h e n e x p a n di n g x 0
ℓ j t h e t e r m p r o p orti o n al t o r 0

ℓ v a ni s h e s, a n d u si n g ℓ e i ( q − k ) ·r ℓ = N δ q ,k

f u rt h er si m pli fi e s E q. (1 7 ) t o 4

⟨F |δ H |I ⟩ = δ q ,k
4 π G ω 3

Ω
e λ

i k ( n̂ )
j

m j x 0 , i
j T k

j ν k . ( 1 8)

L a stl y, s u b stit uti n g E q. ( 1 8 ) i n t o E q. ( 1 4 ), w e o bt ai n

Γ λ (f, n̂ ) =
8 π 2 G ω 3

Ω
ν





j

m j x 0 , i
j e λ

i k T k
j ν q









j

m j x 0 , i
j e λ

i k T k
j ν q





∗

δ (ω − ω ν ) , ( 1 9)

w h e r e w e h a v e a p p r o xi m at e d ω ν q ≈ ω ν , a s a p pr o pri at e f or m o m e nt u m tr a n sf e r s w ell wit hi n t h e 1 B Z.

4 N o t e t h a t t h e c o u pli n g t o m a s s e ff e c t al s o e nf o r c e s i n d e p e n d e n c e of t h e fi n al r e s ul t f r o m t h e a b s ol u t e p o si ti o n of t h e u ni t c ell c e nt e r. T o

s e e t hi s, i m a gi n e c h o o si n g a n e w c e nt e r, s hif t e d b y s o m e ∆ x , s u c h t h a t x 0
j → x 0

j + ∆ x . T h e c o nt ri b u ti o n t o ⟨ F |δ H |I ⟩ i n E q. (1 8 ) f r o m

∆ x t h e n v a ni s h e s d u e t o t h e c o u pli n g t o m a s s e ff e c t.
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2.  P ol a r T a r g et s

If t h e i o n s o n t h e l atti c e sit e s h a v e n et el e ctri c c h a r g e, t h e n t h e y will al s o c o u pl e t o t h e p h ot o n i n a d diti o n t o a n y

i n c o mi n g G W. T hi s mi xi n g i nt r o d u c e s s cr e e ni n g e ff e ct s w hi c h fr e q u e ntl y ari s e w h e n st u d yi n g a b s or pti o n or s c att e ri n g

of li g ht D M [ 6 8 , 8 1 , 8 2 , 8 7 , 8 8 , 9 9 , 1 0 0 ]. A c c o u nti n g f or t hi s s cr e e ni n g will r e q ui r e i nt r o d u ci n g s o m e f o r m ali s m w hi c h

h a s a p p e a r e d i n R ef s. [ 8 2 , 8 7 , 8 8 ]. W hil e t e c h ni c all y m o r e c o m pl e x, t hi s f or m ali s m will al s o a p pl y t o n o n- p ol a r t a r g et s

a n d p r o vi d e a ri g o r o u s m et h o d f o r s m e a ri n g t h e d elt a f u n cti o n i n E q. ( 1 9 ), i n a d diti o n t o b ei n g a bl e t o a c c o u nt f or

mi xi n g e ff e ct s i n p ol a r t ar g et s.

C o n si d er a n e ff e cti v e L a g r a n gi a n c o nt ai ni n g t h e g r a vit o n a n d p h ot o n fi el d s, w hi c h ar e mi x e d b y s elf- e n e r gi e s c o n-

t ai ni n g st at e s i n t h e m e di u m, e. g., p h o n o n s or el e ct r o n s,

L = L 0
h + L 0

A −
1

2
h µ ν A ρ

Π µ ν, µ ′ ν ′

h h Π µ ν, ρ ′

h A

Π ρ, µ ′ ν ′

A h Π ρ ρ ′

A A

h µ ′ ν ′

A ρ ′

( 2 0)

L 0
h = −

1

2
(∂ µ h ν ρ ∂ µ h ν ρ − 2 ∂ µ h ν ρ ∂ ν h µ ρ + 2 ∂ µ h ∂ ν h ν µ − ∂ µ h ∂ µ h ) ( 2 1)

L 0
A = −

1

4
F µ ν F µ ν , ( 2 2)

w h e r e L 0
h , L 0

A a r e t h e f r e e g r a vit o n a n d p h ot o n L a g r a n gi a n s i n v a c u u m, r e s p e cti v el y, a n d t h e s e c o n d t e r m i n E q. ( 2 0 )

c o nt ai n s t h e s elf- e n e r gi e s, Π, w hi c h a r e 1 PI di a g r a m s i n d u c e d b y t h e m e di u m [ 8 2 , 8 7 , 8 8 ]. F o r e x a m pl e, t h e si n gl e-

p h o n o n c o nt ri b uti o n t o Π h h i s gi v e n b y t h e di a gr a m,

Q
− →

Π h h (Q ) : h h
( 2 3)

w h e r e t h e i nt er n al d o u bl e s oli d li n e i n di c at e s a p h o n o n p r o p a g at o r, t h e v ert e x Fe y n m a n r ul e i s d et e r mi n e d b y t h e

i nt e r a cti o n H a milt o ni a n i n E q. (7 ), a n d w e h a v e l eft i n di ci e s i m pli cit f or si m pli cit y. T h e si n gl e- p h o n o n c o ntri b uti o n

t o t h e ot h e r s elf- e n e r gi e s, e. g., Π h A , Π A A , ar e a n al o g o u s di a g r a m s wit h t h e c o rr e s p o n di n g e xt er n al h r e pl a c e d wit h A .

T h e i n- m e di u m st at e s a r e t h o s e w hi c h di a g o n ali z e t h e L a g r a n gi a n i n E q. ( 2 0 ), a n d c a n b e s e p a r at e d i nt o u n mi x e d

“ g r a vit o n-li k e ” ( ĥ ) a n d “ p h ot o n-li k e ” ( ˆA ) st at e s, si n c e t h e c o u pli n g s b et w e e n t h e g r a vit o n a n d p h ot o n a r e p e rt ur b a-

ti v el y i n d u c e d vi a t h e m e di u m. T h e a b s or pti o n r at e of a n i n c o mi n g v a c u u m g r a vit o n i s t h e n, a p p r o xi m at el y, gi v e n

b y t h e a b s o r pti o n r at e of it s g r a vit o n-li k e c o u nt er p art, w hi c h c a n b e c o m p ut e d wit h t h e o pti c al t h e o r e m,

Γ λ (f, n̂ ) ≈ Γ λ
ĥ
(f, n̂ ) = −

1

ω
I m Π λ

ĥ ĥ
(f, n̂ ) , ( 2 4)

w h e r e Π ĥ ĥ (f, n̂ ) i s f r o m t h e g r a vit o n-li k e t er m i n t h e di a g o n ali z e d L a g r a n gi a n, L ⊃ − λ ĥ λ Π λ
ĥ ĥ

ĥ λ / 2. T o c o m p ut e

t h e a b s o r pti o n w e m u st di a g o n ali z e E q. ( 2 0 ) t o fi n d Π λ
ĥ ĥ

(f, n̂ ).

G a u g e f r e e d o m all o w s f o r i m m e di at e si m pli fi c ati o n i n b ot h t h e p h ot o n a n d g r a vit o n s e ct o r s, r e d u ci n g t h e d e g r e e s

of f r e e d o m f r o m 1 0 a n d 4 t o 6 a n d 3 f or t h e g r a vit o n a n d p h ot o n fi el d, r e s p e cti v el y. We a r e f o c u s e d o n c o m p uti n g

t h e a b s o r pti o n r at e of a n i n c o mi n g v a c u u m g r a vit o n. Si n c e a n y p ol a ri z ati o n mi xi n g i nt r o d u c e d b y t h e m e di u m i s

g r a vit ati o n all y s u p p r e s s e d, w e c a n r e d u c e t h e g r a vit o n s y st e m t o j u st t h e t w o v a c u u m g r a vit o n m o d e s. P r oj e cti n g

t h e g r a vit o n fi el d i nt o t h e r e d u c e d p ol a ri z ati o n b a si s a s h i j = e λ
i j h λ , t h e L a g r a n gi a n i n E q. (2 0 ) si m pli fi e s t o

L =
1

2
h λ A ρ




∂ 2 − Π λ

h h δ λ λ ′

− Π λ, ρ ′

h A

− Π ρ, λ ′

A h ∂ 2 η ρ ρ ′

− ∂ ρ ∂ ρ ′

− Π ρ ρ ′

A A




h λ ′

A ρ ′

( 2 5)



1 0

w h e r e λ, λ ′ i n d e x t h e u s u al +, × g r a vit o n p ol a ri z ati o n s, a n d s elf- e n e r gi e s wit h p ol a ri z ati o n i n di c e s i n di c at e p r oj e cti o n

o nt o t h e p ol ari z ati o n v e ct o r s, e. g., Π λ
h h ≡ e λ

i j Π
i j, i ′ j ′

h h e λ
i ′ j ′ .

M o vi n g t o t h e p h ot o n s e ct o r, D M a b s or pti o n c al c ul ati o n s a r e t y pi c all y p e rf or m e d i n t h e L or e n z g a u g e, ∂ µ A µ = 0.

H o w e v e r, s u btl eti e s ari s e i n c o m p uti n g t h e Fe y n m a n di a gr a m s i n E q. ( 2 3 ) f o r gr a vit o n ki n e m ati c s, Q 2 = 0, si n c e t h e

st a n d ar d c h oi c e of t h e l o n git u di n al p ol a ri z ati o n v e ct o r, e µ
L = ( ω, ω n̂ ) / − Q 2 , i s si n g ul a r. T h er ef o r e w e w o r k i n t h e

C ol o u m b g a u g e, ∂ i A i = 0, w h er e t h e p ol a ri z ati o n v e ct o r s ar e e µ
L = ( 1 , 0 , 0 , 0), e µ

± = ( 0 , n̂ ± ), a n d n̂ ± a r e t w o v e ct o r s

o rt h o n o r m al t o n̂ . P r oj e cti n g t h e p h ot o n fi el d i nt o t h e s e p ol a ri z ati o n s, A µ = e λ
µ A λ , t h e L a gr a n gi a n i n E q. (2 5 )

b e c o m e s,

L = −
1

2
h λ A L A σ







− ∂ 2 + Π λ
h h δ λ λ ′

Π λ
h L Π λ σ ′

h A

Π λ ′

L h − ω 2 + Π L Π σ ′

L A

Π σ λ ′

A h Π σ
A L − ∂ 2 δ σ σ ′

+ Π σ σ ′

A A













h λ ′

A L

A σ ′





 , ( 2 6)

w h e r e w e h a v e e x pli citl y s e p ar at e d t h e l o n git u di n al p h ot o n m o d e A L f r o m t h e t r a n s v e r s e m o d e s A σ , w h e r e σ i n d e x e s

t r a n s v er s e p ol ari z ati o n s, ± , a n d p ol a ri z ati o n i n di c e s r e p r e s e nt pr oj e cti o n s o nt o p ol a ri z ati o n s. P r oj e cti o n o n t o t h e

l o n git u di n al m o d e i s e q ui v al e nt t o p r oj e cti o n o n t o n̂ i b y t h e W a r d i d e ntit y, Q µ Π µ ν
A A = 0: Π L ≡ Π 0 0

A A = n̂ i Π i j
A A n̂ j ,

Π 0 σ
A A ≡ Π σ

L A = n̂ i Π i j
A A e σ

j , a n d Πσ 0
A A ≡ Π σ

A L = e σ
i Π i j

A A n̂ j .

T h e L a g r a n gi a n i n E q. ( 2 6 ) c a n n o w b e p e rt ur b ati v el y di a g o n ali z e d si n c e t h e o ff- di a g o n al c o m p o n e nt s mi xi n g h

a n d A a r e O (
√

G ), a n d t h e r ef o r e Π λ
ĥ ĥ

i s gi v e n b y,

Π λ
ĥ ĥ

≈ Π λ
h h − Π λ α

h A ∆ − 1
A α α ′ Π α ′ λ

A h ( 2 7)

∆ α α ′

A ≡
− ω 2 + Π L Π σ ′

L A

Π σ
A L Q 2 δ σ σ ′

+ Π σ σ ′

A A

, ( 2 8)

w h e r e α, α ′ ∈ { L, ± } i n d e x all t h e p h ot o n p ol a ri z ati o n s, a n d t h e i n v e r s e i n E q. (2 7 ) r e p r e s e nt s t h e m at ri x i n v er s e.

N ot e t h at f o r a n i s otr o pi c m e di u m wit h Π σ
A L = Π σ

L A = 0, ∆ A A i s di a g o n al, a n d t h e i n v er s e i n E q. (2 7 ) i s t ri vi al. T h e

a b s o r pti o n r at e i s t h er ef o r e gi v e n b y

Γ λ = −
1

ω
I m Π λ

h h − Π λ α
h A ∆ − 1

A α α ′ Π α ′ λ
A h . ( 2 9)

T o c o m p ut e t h e s elf- e n e r gi e s i n E q. ( 2 9 ) w e f oll o w R ef. [ 8 2 ]. A s m e nti o n e d e a rli er, t h e s e s elf- e n er gi e s will g e n e r all y

r e c ei v e c o ntri b uti o n s fr o m b ot h t h e p h o n o n s a n d el e ctr o n s i n t h e t ar g et. H o w e v e r, si n c e o u r f o c u s i s o n si n gl e- p h o n o n

e x cit ati o n s, s o m e si m pli fi c ati o n s c a n b e m a d e. N oti c e t h at t h e d e p e n d e n c e of t h e a b s o r pti o n r at e, Γ λ , o n Πh h i s

o nl y t h r o u g h t h e i m a gi n ar y p art. I m a gi n a r y c o ntri b uti o n s t o s elf- e n er gi e s c orr e s p o n d t o p h y si c al d e g r e e s of f r e e d o m

g oi n g o n- s h ell, a n d t h e r ef or e b el o w t h e el e ctr o ni c b a n d g a p, I m [ Π h h ] will o nl y r e c ei v e a c o nt ri b uti o n fr o m p h o n o n

e x cit ati o n s. F urt h er m o r e, w e e x p e ct t h e el e ctr o ni c c o ntri b uti o n t o Π h A t o b e s u b- d o mi n a nt, si n c e a n y G W- el e ct r o n

c o u pli n g will b e s u p pr e s s e d b y m e / m j ∼ 1 0 − 4 r el ati v e t o t h e G W-i o n c o u pli n g. T h e r ef or e w h e n c o m p uti n g b ot h Π h h

a n d Π h A w e i n cl u d e o nl y t h e p h o n o n c o nt ri b uti o n. C al c ul ati o n of Π A A i s i d e nti c al t o t h at d e s c ri b e d i n R ef. [8 2 ], a n d

will i n cl u d e b ot h el e ctr o n a n d p h o n o n c o nt ri b uti o n s.

T h e si n gl e- p h o n o n c o nt ri b uti o n t o t h e s elf- e n e r gi e s c a n b e writt e n a s [ 8 2 ]

Π Φ Φ ′ (f, n̂ ) = − i
ν

D ν (ω )

Ω





j

F Φ , j · T j ν q









j

F Φ ′ , j · T j ν q





∗

, ( 3 0)

D ν (ω ) =
2 i ων

ω 2 − ω 2
ν + i ω γν

, ( 3 1)



1 1

w h e r e Π Φ Φ ′ i m pli citl y c a rri e s t h e L or e nt z i n di c e s of t h e fi el d s Φ a n d Φ′, D ν i s t h e p h o n o n p r o p a g at or, a n d F Φ , j i s

a f o r m f a ct o r e n c a p s ul ati n g t h e c o u pli n g of t h e j t h i o n t o t h e fi el d Φ ( a n d al s o c a r ri e s a n i m pli cit L o r e nt z i n d e x).

T h e p h ot o n f o r m f a ct o r i s si m pl y t h e c h a r g e of a gi v e n i o n, a n d t h e g r a vit o n f or m f a ct or c a n b e r e a d o ff fr o m t h e

i nt e r a cti o n H a milt o ni a n i n E q. (7 ),

F i, k
A, j = e ω Q j δ i k , ( 3 2)

F a i, k
h, j = −

√
4 π G ω 2 m j x 0 , a

j δ i k , ( 3 3)

w h e r e Q j = N p, j − N e, j , a n d N p ( e ) , j a r e t h e n u m b e r of p r ot o n s ( el e ctr o n s) at sit e j . S u b stit uti n g E q s. (3 2 ) a n d ( 3 3 )

i nt o E q. (3 0 ) gi v e s

Π i k, i ′ k ′

h h (f, n̂ ) = − i 4 π G ω 4

ν

D ν (ω )

Ω





j

m j x 0 , i
j T k

j ν q









j

m j x 0 , i′

j T k ′

j ν q





∗

, ( 3 4)

Π i k, i ′

h A (f, n̂ ) = i
√

4 π G e ω 3

ν

D ν (ω )

Ω





j

m j x 0 , i
j T k

j ν q









j

Q j T i ′

j ν q





∗

, ( 3 5)

w hi c h c a n t h e n b e st r ai g htf o r w a r dl y s u b stit ut e d i nt o E q. ( 2 9 ) t o c o m p ut e t h e a b s or pti o n r at e. N ot e t h at if t h e mi xi n g

i s r e m o v e d b y s etti n g Πh A = Π A h = 0 ( w hi c h c a n b e a c c o m pli s h e d b y s etti n g Q j = 0 a s f o r a n o n- p ol a r t ar g et),

a n d t h e p h o n o n i s a s s u m e d t o b e a p erf e ct r e s o n a n c e, γ → 0, t h e n w e r e c o v e r t h e a b s or pti o n r at e p r e vi o u sl y d e ri v e d

f r o m Fe r mi’ s G ol d e n R ul e i n S e c. II B 1. T h e m ai n e ff e ct of t h e mi xi n g c o nt ri b uti o n t o E q.(2 9 ) i s t o sli g htl y s hift t h e

r e s o n a n c e l o c ati o n s fr o m t h ei r v al u e i n t h e li mit of n o mi xi n g, i. e., ω ν .

I I I.  S E N S I T I V I T Y T O G R A V I T A T I O N A L W A V E S

Wit h t h e c al c ul ati o n of t h e G W a b s or pti o n r at e i n S e c. II, w e c a n n o w d et er mi n e t h e e x p eri m e nt al s e n siti vit y. I n

t h e c o nt e xt of D M dir e ct d et e cti o n, t h e s e n siti vit y i s g o v e r n e d b y t h e n u m b er of p h o n o n s p r o d u c e d, N p h , o v er t h e

o b s er v ati o n ti m e, T . R e q ui ri n g t h at N p h > 3 i s t h e n dir e ctl y c o n v e rt e d t o a 9 5 % C. L. li mit o n t h e D M c o u pli n g

p a r a m et er s, a s s u mi n g n e gli gi bl e b a c k g r o u n d s. W hil e N p h will still b e t h e fi g u r e of m e rit h e r e, t h e q u e sti o n of e x-

p eri m e nt al s e n siti vit y b e c o m e s m o r e s u btl e f o r G W s e ar c h e s si n c e t h e i n c o mi n g G W s n e e d n ot b e c o h er e nt o v e r T ,

n o r h a v e a m o n o c hr o m ati c fr e q u e n c y s p e ct r u m. T h e s e t w o f e at u r e s ar e d r a m ati c all y di ff er e nt t h a n t h e si g n al d u e

t o a b s o r pti o n of n o n- r el ati vi sti c D M, w hi c h o c c u r s at f r e q u e n ci e s e q u al t o t h e D M m a s s a n d p e r si st s o v e r t h e w h ol e

o b s er v ati o n ti m e. D u e t o t h e r el ati vi sti c ki n e m ati c s of t h e i n c o mi n g G W, a cl o s e r a n al o g y w o ul d b e t o a si g n al

p r o d u c e d b y a t h e r m al c o s mi c a xi o n b a c k g r o u n d [ 1 0 1 ], o r f r o m D M pr o d u c e d i n t h e S u n [1 0 2 , 1 0 3 ]. H er e, c o m p uti n g

t h e n u m b er of p h o n o n s p r o d u c e d b e c o m e s i nti m at el y ti e d t o t h e p ar a m et e ri z ati o n of t h e si g n al. T h er ef o r e f or e a s e

of c o m p a ri s o n it i s u s ef ul t o c r e at e cl a s s e s of si g n al s wit h si mil a r p ar a m et e ri z ati o n s. T h e s o ur c e s of hi g h-fr e q u e n c y

G W s i n t hi s fr e q u e n c y r a n g e w e f o c u s o n, f o r r e a s o n s di s c u s s e d f u rt h er i n S e c. I V, m a y b e r ef e rr e d t o a s d et e r mi ni sti c

si g n al s, c h a r a ct e ri z e d b y a k n o w n si g n al pr o fil e w hi c h m a y b e p ar a m et eri z e d a s, 5

h (t) = h 0 (t) e 2 π i f s ( t ) t . ( 3 6)

5 D e t e r mi ni s ti c si g n al s m a y al s o c o nt ai n i nf o r m a ti o n a b o u t di r e c ti o n f r o m w hi c h t h e y w e r e e mi t t e d.  T hi s g o e s b e y o n d o u r i s o t r o pi c

a s s u m p ti o n i n E q. ( 1 0 ), a n d w e l e a v e f u r t h e r di s c u s si o n f o r f u t u r e w o r k.
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St o c h a sti c s o u r c e s, c h a r a ct e ri z e d b y t h ei r p o w e r s p e ct r al d e n sit y, a r e c o n si d er e d i n A p p. A . I n E q. (3 6 ), f s (t) i s t h e

i n st a nt a n e o u s si g n al f r e q u e n c y at ti m e t, a n d h 0 (t) i s t h e si g n al a m plit u d e at ti m e t. A s s u mi n g t h at f s a n d h 0 a r e

sl o wl y- v ar yi n g f u n cti o n s of ti m e, t h e G W e n e r g y d e n sit y f or d et e r mi ni sti c si g n al s i s

ρ G W (t) =
π

8 G
f 2

s (t) h 2
0 (t) ≡ ρ 0

G W (f s ) h 2
0 (t) , ( 3 7)

w h e r e w e h a v e d e fi n e d, ρ 0
G W (f ) ≡ (π / 8) f 2 / G . T h e G W e n e r g y d e n sit y p ar a m et e r ΩG W f o r d et er mi ni sti c si g n al s i s

t h e n gi v e n b y

Ω G W (f, t ) =
ρ 0

G W (f )

ρ c
f h 2

0 (t) δ (f − f s ) . ( 3 8)

N ot e t h at w hil e Ω G W (f ) i s t y pi c all y u s e d i n t h e c o nt e xt of st o c h a sti c G W si g n al s, it s u s e h e r e c a n b e u n d e r st o o d a s

j u st a r e writi n g of t h e di ff e r e nti al e n er g y d e n sit y, d ρ G W / df , gi v e n b y E q. (1 0 ); ρ G W i n E q. (3 7 ) i s r el at e d t o Ω G W

i n E q. (3 8 ) b y ρ G W = (d ρ G W / df ) df = ρ c Ω G W (f ) d l n f . T h e e x p e ct e d n u m b e r of p h o n o n s p r o d u c e d d u ri n g T i s

f o u n d b y i nt e g r ati n g t h e r at e i n E q. (1 1 ), a n d m ulti pl yi n g b y t h e d et e ct o r m a s s, M ,

N p h = M
T

0

dt df
1

4 π f

ρ 0
G W (f )

ρ T
h 2

0 (t) Γ( f ) δ (f − f s (t)) . ( 3 9)

W hil e E q. ( 3 9 ) i s t h e u n d e rl yi n g q u a ntit y w hi c h d et e r mi n e s t h e s e n siti vit y, c o m p a ri n g t h e r e s p o n s e t o di ff e r e nt

d et e r mi ni sti c si g n al s, f o r e x a m pl e t h o s e wit h di ff er e nt ti m e d e p e n d e n c e, i s s u btl e. I d e all y, t h e si g n al st r e n gt h a n d

d et e ct o r s e n siti vit y w o ul d b e c o m pl et el y d e c o u pl e d, s u c h t h at if t h e si g n al st r e n gt h i s g r e at e r t h a n t h e d et e ct or

s e n siti vit y, t h e n t h e si g n al m a y b e s e e n. T hi s d e c o m p o siti o n i s m o st cl e a r i n t h e c o nt e xt of m o n o c h r o m ati c si g n al s,

f o r w hi c h f s i s c o n st a nt, a n d t h e a m plit u d e i s sl o wl y v ar yi n g. F o r t h e s e si g n al s, w e c a n d e fi n e,

h 2
s ≡

1

T

T

0

h 2
0 (t) dt , ( 4 0)

h 2
d e t (f ) ≡ 3

4 π f

ρ 0
G W V T Γ( f )

, ( 4 1)

w h e r e h s c h ar a ct e ri z e s t h e si g n al st r e n gt h a n d h d e t c h ar a ct e ri z e s t h e d et e ct or s e n siti vit y. T hi s all o w s E q. ( 3 9 ) t o b e

w ritt e n a s

N p h = 3
h 2

s

h 2
d e t (f s )

. ( 4 2)

T h e r ef o r e w h e n h 2
s > h 2

d e t (f s ) t h e n u m b e r of p h o n o n s pr o d u c e d i s gr e at er t h a n 3, a n d li mit s o n t h e si g n al c a n b e s et

at t h e 9 5 % C. L.

T h e r e i s r e d u n d a n c y i n o u r d e fi niti o n s of h s a n d h d e t (f ), si n c e o nl y t h eir r el ati v e m a g nit u d e i s i m p o rt a nt, a n d

t h e r ef o r e g r e at c a r e s h o ul d b e t a k e n t o c o m p a r e t h e s e n siti vit y of di ff er e nt e x p e ri m e nt s w hi c h m a y di ff er i n d e fi niti o n s

of h s a n d h d e t . T h e d e fi niti o n s c h o s e n h e r e ar e u s ef ul b e c a u s e t h e y d o n ot o nl y a p pl y t o d et e cti o n vi a si n gl e- p h o n o n

e x cit ati o n s. F o r a n y di r e ct d et e cti o n e x p e ri m e nt w h e r e t h e p ri m a r y o b s e r v a bl e i s s o m e n u m b e r of e x cit ati o n s, a n d

t h e i nt e r a cti o n of a G W wit h t h at e x cit ati o n i s Γ( f ), E q. ( 4 1 ) c a n b e u s e d t o d e fi n e t h e d et e ct o r s e n siti vit y.

A n ot h e r t y p e of d et e r mi ni sti c si g n al i s a c hi r p si g n al, w h er e ˙f s = df s / dt i s k n o w n. F or t h e s e si g n al s t h e ti m e

d e p e n d e n c e i n h 0 (t) c a n b e tr a d e d f o r f r e q u e n c y d e p e n d e n c e b y s ol vi n g f o r f = f s (t). D e fi ni n g t h e si g n al st r e n gt h i n

t hi s c a s e a s

h 2
s (f ) ≡

f
˙f T

h 2
0 (f ) =

τ f

T
h 2

0 (f ) , ( 4 3)
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w h e r e τ f ≡ f s / ˙f s i s t h e si g n al c o h e r e n c e ti m e, t h e n u m b e r of p h o n o n s pr o d u c e d f r o m t hi s si g n al t y p e i s c a n t h e n b e

c al c ul at e d, u si n g dt = df / ˙f , a s

N p h = 3
h 2

s (f )

h 2
d e t (f )

d l n f , ( 4 4)

w h e r e h d e t h a s t h e s a m e d e fi niti o n a s E q. ( 4 1 ), a n d t h e f r e q u e n c y i nt e g r al i s p e rf o r m e d o v e r f s ( 0) ≤ f ≤ f s (T ). We

s e e t h at if h s
>
∼ h d e t o v e r a n e-f ol d i n f , t h e n t h e n u m b er of p h o n o n s g e n e r at e d will b e l ar g e r t h a n 3.

Wit h E q. ( 4 1 ), t h e d et e ct o r s e n siti vit y, h d e t , c a n n o w b e c o m p ut e d i n a g e n e r al t ar g et m at eri al. I n t hi s s e cti o n

w e f o c u s o n ni n e t ar g et s t h at h a v e b e e n pr e vi o u sl y st u di e d i n t h e c o nt e xt of D M dir e ct d et e cti o n. G a A s a n d Al 2 O 3

a r e b ei n g utili z e d i n t h e T E S S A R A C T e x p e ri m e nt [ 8 3 ], s p e ci fi c all y d e si g n e d t o s e a r c h f o r D M-i n d u c e d si n gl e- p h o n o n

e x cit ati o n s, a n d Si i s u s e d i n S u p e r C D M S C P D [ 1 0 4 ] w hi c h i s s e n siti v e t o s e c o n d a r y at h e r m al p h o n o n s p r o d u c e d

f r o m a D M-i n d u c e d e v e nt. Si a n d G e h a v e b e e n u s e d i n ot h e r e x p e ri m e nt s, e. g., C D E X [1 0 5 ], D A MI C [1 0 6 – 1 1 0 ],

E D E L W EI S S [ 1 1 1 – 1 1 3 ], S E N S EI [1 1 4 – 1 1 6 ], a n d S u p e r C D M S [1 1 7 – 1 1 9 ], s e ar c hi n g f o r D M-i n d u c e d el e ct r o ni c e x cit a-

ti o n s a n d n u cl e a r r e c oil s. N aI ( D A M A / LI B R A [ 1 2 0 ], KI M S [1 2 1 ], A N AI S [1 2 2 ], S A B R E [1 2 3 ], D M-I c e [1 2 4 ]), C sI

( KI M S [ 1 2 5 ]), a n d C a W O4 ( C R E S S T [ 1 2 6 – 1 2 8 ]) h a v e al s o b e e n u s e d a s t a r g et m at e ri al i n n u cl e a r r e c oil e x p e ri m e nt s.

I n a d diti o n t o t h e s e w e i n cl u d e t w o m o r e s p e c ul ati v e t a r g et s: Si O 2 , s h o w n t o h a v e st r o n g p h o n o n r e s p o n s e s t o a b-

s o r pti o n a n d s c att e ri n g of d a r k p h ot o n D M [ 7 3 , 7 4 , 7 6 , 8 0 , 8 2 ], a n d di a m o n d, w hi c h h a s b e e n i n d e p e n d e ntl y p r o p o s e d

t o s e a r c h f or el e ctr o ni c e x cit ati o n s a n d n u cl e ar r e c oil s [ 7 2 , 1 2 9 ].

W hil e it i s li k el y n ot all of t h e s e t a r g et s will b e e m pl o y e d a s si n gl e- p h o n o n d et e ct or s, c o m p ari n g t h e p r oj e ct e d

s e n siti vit y f or a v a ri et y of t a r g et s ill u st r at e s h o w t h e y c a n c o m pl e m e nt e a c h ot h e r. T h e n u m b er of g a p p e d p h o n o n

m o d e s, a n d t h ei r e n e r g y s p e ct r u m, v ari e s a c r o s s t a r g et s. F or e x a m pl e, C sI h a s a si n gl e r e s o n a n c e at ω ∼ 1 0 m e V,

di a m o n d h a s o n e at ω ∼ 1 7 5 m e V, a n d C a W O 4 h a s m a n y r e s o n a n c e s b et w e e n 8 m e V a n d 1 1 0 m e V. T h e t ot al n u m b e r

of g a p p e d m o d e s i s 3 n − 3, w h er e n i s t h e n u m b e r of at o m s i n t h e u nit c ell, a n d t h e e n e r g y of t h e l o w e st g a p p e d

m o d e c o rr el at e s wit h t h e s p e e d of s o u n d, w hi c h v a ri e s a c r o s s m at e ri al s. T h e G W s e n siti vit y will b e p e a k e d n e a r t h e s e

r e s o n a n c e f r e q u e n ci e s, a n d t h er ef o r e a j u di ci o u s c h oi c e of t a r g et s i s n e c e s s a r y t o c o v e r t h e br o a d e st p o s si bl e f r e q u e n c y

r a n g e. S e e R ef. [ 7 3 ] f o r t h e p h o n o n b a n d st r u ct ur e s f o r t h e t ar g et s c o n si d e r e d h e r e. A d diti o n all y, i n c o ntr a st t o t h e

s e ar c h f o r d a r k p h ot o n D M [ 6 8 , 6 9 , 7 7 , 8 2 ], o r a xi o n D M i n a b a c k g r o u n d m a g n eti c fi el d [8 0 , 8 1 ] t h e t a r g et s d o n ot

h a v e t o b e p ol a r, i. e., c o nt ai n o p p o sit el y c h ar g e d i o n s i n t h e u nit c ell. T hi s all o w s f o r t ar g et s li k e di a m o n d, Si, a n d

G e t o b e u s e d t o s e a r c h f o r G W s e v e n t h o u g h t h e y a r e n ot u s ef ul i n s e ar c hi n g f or s p e ci fi c b e n c h m a r k s u b- e V D M

m o d el s, w hi c h i n st e a d m u st r el y o n m ulti p h o n o n p r o c e s s e s [ 7 7 ] at O ( m e V) fr e q u e n ci e s.

U n d e r st a n di n g a n d miti g ati n g b a c k g r o u n d s i s c r u ci al t o t h e s u c c e s s of a n y dir e ct d et e cti o n e x p e ri m e nt utili zi n g

si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s. T h e d o mi n a nt i r r e d u ci bl e b a c k g r o u n d i s fr o m c o h e r e nt s ol a r n e ut ri n o s c att eri n g; t h e

c o s mi c n e utri n o b a c k g r o u n d i s n e gli gi bl e. S ol ar n e ut ri n o s ar e e x p e ct e d t o pr o d u c e a b a c k g r o u n d of p h o n o n s at a

r at e of R ∼ 1 0 − 2 / m e V / k g · y r b et w e e n 1 m e V <
∼ ω <

∼ 1 0 0 m e V [ 1 3 0 , 1 3 1 ]. Ot h er b a c k gr o u n d s a r e e x p e ct e d t o b e

i m p o rt a nt, a n d i n f a ct d o mi n at e c u r r e nt l o w t h r e s h ol d di r e ct d et e cti o n t e c h n ol o g y. E x a m pl e s of s u c h b a c k g r o u n d s

a r e t h o s e i n d u c e d b y c o s mi c hi g h e n e r g y p a rti cl e s [ 1 3 2 ], a n d f r o m r a di o g e ni c s o u r c e s i n t h e d et e ct o r o r s hi el di n g [1 3 1 ],

t h e l att e r g e n e r ati n g a b a c k gr o u n d of p h o n o n s at a r at e of R ∼ 1 − 1 0 / m e V / k g · yr wit h c u r r e nt l e v el s of r a di o- p u rit y.

I m p r o v e d s hi el di n g, a cti v e si g n al v et oi n g, a n d m or e r a di o- p ur e s a m pl e s will b e e s s e nti al t o r e d u c e t h e s e b a c k g r o u n d s.

Vi br ati o n al n oi s e i s u nli k el y t o b e i m p o rt a nt si n c e a n y s o u r c e f r e q u e n c y i s f a r f r o m t h e p h o n o n r e s o n a n c e s of i nt e r e st

h e r e, a n d t h e r m al n oi s e will b e B olt z m a n n s u p pr e s s e d.

I n Fi g. 1 w e c o m p a r e t h e d et e ct o r s e n siti vit y, h d e t , of t h e ni n e t a r g et m at e ri al s a s s u mi n g a k g · y r e x p o s u r e a n d

b a c k gr o u n d s at t h e i rr e d u ci bl e l e v el, <
∼ 1 / k g · y r, w hi c h a r e n e gli gi bl e. T h e p h o n o n li n e wi dt h s a r e t a k e n t o b e

γ ν = 1 0 − 2 ω ν , v al u e s w hi c h h a v e b e e n s h o w n t o r e pr o d u c e t h e di el e ct ri c f u n cti o n r e a s o n a bl y w ell [8 2 ]. I n a d diti o n
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FI G. 1. D e t e c t o r s e n si ti vi ti e s, h d e t , E q. (4 1 ), f o r e x p e ri m e nt s u tili zi n g g a p p e d, si n gl e- p h o n o n e x ci t a ti o n s i n a v a ri e t y of c r y s t al

t a r g e t s, a s s u mi n g n e gli gi bl e b a c k g r o u n d s a n d a k g · y r e x p o s u r e. T h e f r e q u e n c y, a n d n u m b e r, of r e s o n a n c e s a r e p r o p e r ti e s of

t h e s p e ci fi c t a r g e t. All li n e wi d t h s, γ ν , E q. (3 1 ), a r e t a k e n t o b e 1 0 − 2 ω ν , w h e r e ω ν i s t h e p h o n o n f r e q u e n c y. T h e p r oj e c t e d

s e n si ti vi t y i s c u t o ff a w a y f r o m t h e p e a k r e s o n a n c e s f o r vi s u al si m pli ci t y, a n d t o e m p h a si z e t h a t t h e si m pli s ti c m o d elli n g of

γ ν di s c u s s e d p r e vi o u sl y i s u nli k el y t o h ol d f a r f r o m t h e r e s o n a n c e s. N o t e t h a t Si, G e, a n d Di a m o n d a r e n o n- p ol a r, w h e r e a s

t h e r e s t of t h e t a r g e t s a r e p ol a r. I n a d di ti o n t o t h e d e t e c t o r s e n si ti vi t y w e s h o w t h e si g n al s t r e n g t h, h s , f o r t h r e e s o u r c e s of

hi g h-f r e q u e n c y G W s, all a s s u mi n g s o u r c e s r = 1 A U a w a y a n d T = 1 y r. G r a y li n e s r e p r e s e nt i d e ali z e d, b e n c h m a r k s o u r c e s,

c o m p u t e d wi t h E q. ( 4 6 ), w hi c h e mi t G W s wi t h p o w e r P G W , a n d a r e c o h e r e nt o v e r t h e o b s e r v a ti o n ti m e, i. e., m o n o c h r o m a ti c

s o u r c e s wi t h h s ≈ h 0 i n E q. (4 0 ). T h e r e d li n e, l a b ell e d “ S u p e r r a di a nt A n ni hil a ti o n ”, i s a m o n o c h r o m a ti c si g n al, f r o m t h e

a n ni hil a ti o n of t w o b o s o n s i n a s u p e r r a di a nt p r o d u c e d p o p ul a ti o n a r o u n d l o w- m a s s ( M <
∼ 1 0 − 7 M ⊙ ) B H s. T h e si g n al s t r e n g t h

i s c o m p u t e d wi t h E q. (5 3 ), a s s u mi n g t h e B H m a s s i s m a xi m al a t e a c h f r e q u e n c y; s e e S e c. I V A f o r m o r e d e t ail s. T h e bl u e li n e s,

l a b ell e d “ Bl a c k H ol e I n s pi r al ”, a r e c hi r p si g n al s f r o m t h e i n s pi r al of t w o l o w- m a s s (M <
∼ 1 0 − 8 M ⊙ ) B H s. T h e li g ht bl u e d a s h e d

li n e s c o r r e s p o n d t o h s i n E q. (5 5 ) f o r fi x e d B H m a s s, M . T h e s oli d li n e r e p r e s e nt s t h e hi g h-f r e q u e n c y b o u n d a r y of p o s si bl e B H

i n s pi r al si g n al s t r e n g t h s; a t e a c h f , w e c h o o s e t h e B H m a s s M i n E q. (5 5 ) w h o s e f I S C O ( M ) = f .

t o c o m p ari n g t h e s e n siti vit y of di ff e r e nt t a r g et s, w e al s o c o m p a r e h d e t t o t h e si g n al st r e n gt h, h s , f o r t h e s o u r c e s

di s c u s s e d i n S e c. I V, all a s s u m e d t o b e r = 1 A U a w a y. G r a y li n e s ar e s h o w n a s b e n c h m a r k li n e s a n d c o rr e s p o n d t o

i d e ali z e d, m o n o c h r o m ati c s o ur c e s w hi c h e mit G W r a di ati o n fr o m a si n gl e s o u r c e i s ot r o pi c all y wit h p o w er P G W o v e r

t h e o b s er v ati o n ti m e. T h e s e n siti vit y c o ul d b e f u rt h er i m p r o v e d b y i n cr e a si n g t h e d et e ct or v ol u m e, h d e t ∝ 1 /
√

V , a s

w ell a s fi n di n g t ar g et s wit h s m all e r p h o n o n li n e wi dt h s, γ ν , si n c e at t h e p h o n o n p e a k, h d e t i s p r o p orti o n al t o
√

γ ν .

I n Fi g. 2 w e c o m p ar e t h e s e n siti vit y of si n gl e- p h o n o n d et e ct o r s t o ot h e r hi g h-fr e q u e n c y G W d et e ct or s i n t h e

M H z <
∼ f <

∼ 1 0 0 T H z fr e q u e n c y r a n g e. T h e c u r v e l a b ell e d “ P h o n o n s ” i s si m pl y a n o utli n e of t h e s e n siti viti e s i n

Fi g. 1 . T h e d et e ct or s ar e c o m p a r e d i n t h ei r a bilit y t o d et e ct m o n o c h r o m ati c G W s, c o h e r e nt o v e r all t h ei r o b s er v ati o n

ti m e s, wit h (ti m e-i n d e p e n d e nt) a m plit u d e h 0 . C o n st r ai nt s f r o m r e c a sti n g li mit s f r o m c u r r e nt e x p e ri m e nt al d at a
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G W = 1 0 − 8M

/ yrP
G W = 1 0 − 1 0M
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ω [ m e V]

FI G. 2. C o m p a ri n g t h e s e n si ti vi t y of hi g h-f r e q u e n c y G W d e t e c t o r s i n t h e M H z <
∼ f <

∼ 1 0 0 T H z r a n g e. T h e c o m p a ri s o n b e t w e e n

d e t e c t o r s i s o nl y m e a ni n gf ul f o r m o n o c h r o m a ti c si g n al s wi t h c o n s t a nt a m pli t u d e, i. e., t h o s e of t h e f o r m h ( t) ∼ h 0 e 2 π i f t , w h e r e

h 0 i s a c o n s t a nt. F o r t h e s e si g n al s, if t h e h 0 p r o d u c e d f r o m a s o u r c e i s g r e a t e r t h a n t h e d e t e c t o r s e n si ti vi t y, t h e n i t m a y b e

d e t e c t e d. T h e g r a y li n e s c o r r e s p o n d t o e x a m pl e, b e n c h m a r k, s o u r c e s i s o t r o pi c all y e mi t ti n g G W s wi t h p o w e r P G W , a t f r e q u e n c y

f , a n d a t a di s t a n c e of r = 1 A U. h 0 i s c o m p u t e d u si n g E q. (4 6 ). T h e s oli d r e d li n e l a b ell e d “ P h o n o n s ” i s a n o u tli n e of

t h e s p e ci fi c t a r g e t s e n si ti vi ti e s s h o w n i n Fi g. 1 , w hi c h a s s u m e T = 1 y r. T h e s e n si ti vi t y of di ff e r e nt mi c r o w a v e c a vi ti e s f r o m

R ef. [ 6 1 ] ( A D M X [1 3 3 – 1 3 5 ], C A P P [1 3 6 ], H A Y S T A C [1 3 7 ], O R G A N [1 3 8 ], a n d S Q M S [6 1 ] ) i s s h o w n i n t e al. T h e s e n si ti vi t y of

t h e M A G O 2. 0 p r o p o s al f r o m R ef. [ 5 9 ] a r e s h o w n i n g r e e n. T h e s e n si ti vi ti e s of D M R a di o- G U T [1 3 9 ] a n d D M R a di o- m3 [1 4 0 ],

a s s u mi n g a fi g u r e- 8 pi c k u p l o o p, h a v e b e e n c o m bi n e d, l a b ell e d “ D M R a di o ”, f r o m R ef. [ 6 2 ] a n d a r e s h o w n i n o r a n g e. T h e

s e n si ti vi t y of a t o mi c cl o c k s a r e f r o m R ef. [ 6 0 ] a n d s h o w n i n p u r pl e.

( A D M X [ 1 3 3 – 1 3 5 ], C A P P [1 3 6 ], H A Y S T A C [1 3 7 ], O R G A N [1 3 8 ]) w er e t a k e n di r e ctl y fr o m R ef. [6 1 ]. Pr oj e cti o n s

f o r ot h er e x p e ri m e nt s h a v e b e e n r e s c al e d a s s u mi n g a r u n ti m e, T = 1 yr. T hi s c h a n g e s t h e p r oj e cti o n s f or a f ut u r e

d et e ct o r b uilt i n t h e S Q M S C e nt e r at Fe r mil a b [ 6 1 ], M A G O 2. 0 [5 9 ], D M R a di o ( a c o m bi n ati o n of p r oj e cti o n s f r o m

D M R a di o- G U T [ 1 3 9 ] a n d D M R a di o- m3 [1 4 0 ] f r o m R ef. [6 2 ] a s s u mi n g fi g ur e- 8 pi c k u p l o o p), a n d t h e “ r e ali sti c ” s et u p

f o r t h e at o mi c cl o c k e x p eri m e nt f r o m R ef. [6 0 ] b y O ( 1) f a ct o r s r el ati v e t o t h ei r r e s p e cti v e r ef e r e n c e s. T h e s e n siti vit y of

ot h e r a xi o n h al o s c o p e s, A B R A C A D A B R A [ 1 4 1 – 1 4 3 ], A D M X S LI C [1 4 4 ], B A S E [1 4 5 ], S H A F T [1 4 6 ], WI S P L C [1 4 7 ],

c a n b e f o u n d i n R ef. [ 6 2 ], a n d ar e t o o w e a k t o a p p e a r i n Fi g. 2 .

I V.  S O U R C E S

T h e u ni v e r s e n at ur all y p r o vi d e s a v a ri et y of G W s o ur c e s. T h e St a n d a r d M o d el p r e di ct s G W p r o d u cti o n o v e r a

r a n g e of fr e q u e n ci e s, f r o m t h e i n s pi r al of s u p e r m a s si v e bl a c k h ol e bi n a ri e s [ 1 4 8 – 1 5 2 ] at f ∼ n H z, t o p o p ul ati o n s of

g r a vit o n s fr o z e n i n fr o m t h e e a rl y u ni v e r s e at f ∼ T H z [ 1 5 3 – 1 5 7 ]. A d diti o n all y, m a n y t h e o ri e s b e y o n d t h e St a n d a r d
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FI G. 3. C o m p a ri s o n of t h e si g n al s t r e n g t h, h s , f r o m t h e i n s pi r al of B H s wi t h e q u al m a s s M ( “ Bl a c k H ol e I n s pi r al ”, bl u e,

S e c. I V B), a n d s u p e r r a di a nt a n ni hil a ti o n of b o s o n s s u r r o u n di n g a B H of m a s s M ( “ S u p e r r a di a nt A n ni hil a ti o n ”, r e d, S e c. I V A)

a t di ff e r e nt G W f r e q u e n ci e s, ω . All li n e s a s s u m e t h e s o u r c e i s r = 1 A U a w a y a n d T = 1 y r. T h e s u p e r r a di a nt a n ni hil a ti o n

si g n al i s c o m p u t e d wi t h E q. ( 5 3 ). T h e t u r n o v e r o c c u r s w h e n t h e s u p e r r a di a nt a n ni hil a ti o n ti m e s c al e, E q. ( 5 1 ), i s e q u al t o t h e

o b s e r v a ti o n ti m e, T , a n d t h e c u t o ff i s f r o m r e q ui ri n g G M ω < 0 .8, c o r r e s p o n di n g t o t h e p oi nt w h e r e n u m e ri c al si m ul a ti o n s

i n di c a t e a b r e a k d o w n of o u r a n al y ti c a p p r o xi m a ti o n s. T h e B H i n s pi r al si g n al i s s h o w n a t t h e di ff e r e nt p oi nt s i n i t s f r e q u e n c y

e v ol u ti o n a n d c o m p u t e d wi t h E q. ( 5 5 ). T h e c u t o ff o c c u r s f o r B H m a s s e s t o o l a r g e t o e mi t G W s a t ω , i. e., t h ei r ω I S C O < ω .

M o d el al s o pr e di ct G W p r o d u cti o n f r o m i n fl ati o n [ 1 5 8 – 1 6 3 ], i n fl at o n a n ni hil ati o n i nt o g r a vit o n s [1 6 4 – 1 6 6 ], p h a s e

t r a n siti o n s [ 1 6 7 – 1 7 7 ], p r e h e ati n g [1 7 8 , 1 7 9 ], t o p ol o gi c al d ef e ct s [1 8 0 – 1 8 2 ], n oi s y t u r b ul e nt m oti o n [1 8 3 – 1 8 7 ] a n d e q ui-

li bri at e d g r a vit o n s [1 8 8 , 1 8 9 ]; s e e R ef s. [1 9 0 – 1 9 2 ] f o r r e vi e w s.

H o w e v e r, if t h e s e G W s a r e pr e s e nt b ef o r e bi g- b a n g n u cl e o s y nt h e si s ( B B N), t h e y w o ul d c o ntri b ut e si g ni fi c a ntl y t o

t h e r a di ati o n d e n sit y of t h e u ni v er s e, w hi c h i s st r o n gl y c o n st r ai n e d at t h at ti m e [ 1 9 3 ]. T h e t ot al a m o u nt of G W

r a di ati o n pr e s e nt at B B N i s r e st ri ct e d t o b e l e s s t h a n ∼ 2 × 1 0 − 6 [4 6 , 1 9 3 ] of t h e t ot al e n er g y d e n sit y i n t h e u ni v e r s e.

T hi s s e v er el y li mit s t h e a m plit u d e of t h e s e G W s t o d a y, e s p e ci all y at t h e hi g h f r e q u e n ci e s w e ar e c o n c e r n e d wit h h e r e.

T h e c h a r a ct e ri sti c st r ai n of t h e s e c o s m ol o gi c al, st o c h a sti c G W s i s gi v e n b y [ 4 6 , 1 9 4 ],

h c (f ) ≡
3 H 2

0

4 π 2

Ω G W (f )

f 2
∼ 1 0 − 3 3 T H z

f

Ω G W (f )

1 0 − 6

1
2

, ( 4 5)

w hi c h, w hil e n ot a n e x a ct “ a p pl e s t o a p pl e s ” c o m p a ri s o n ( s e e A p p. A f o r m o r e d et ail s), i s m a n y o r d er s of m a g nit u d e

s m all er t h a n t h e d et e ct or s e n siti viti e s s h o w n i n Fi g. 2 . T o e m p h a si z e h o w u n- d et e ct a bl e t hi s i s, n ot e t h at t h e d et e ct o r

s e n siti vit y i n E q. ( 4 1 ) s c al e s a s L − 3 / 2 , w h e r e L i s t h e l e n gt h s c al e of t h e d et e ct o r. A d et e ct or w o ul d n e e d t o b e

s c al e d t o L ∼ 1 0 0 k m, w hil e still m ai nt ai ni n g z e r o b a c k g r o u n d, t o r e a c h h c ∼ 1 0 − 3 3 f r o m it s s e n siti vit y of 1 0− 2 4 at

L ∼ 1 0 c m. T h e r ef o r e it will b e c h all e n gi n g f or d et e ct or s b a s e d o n si n gl e- p h o n o n s e n siti vit y t o d et e ct t h e s e st o c h a sti c,

e a rl y- u ni v er s e G W s.
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G W s m a y al s o b e p r o d u c e d o n a st r o p h y si c al s c al e s, i. e., b y p r o c e s s e s o c c u rri n g i n t h e Mil k y W a y. I n d e p e n d e nt of

h o w t h e G W s a r e g e n e r at e d, t h e G W a m plit u d e h 0 f r o m a n y s o u r c e e mitti n g G W s i s ot r o pi c all y wit h p o w e r P G W at

f r e q u e n c y ω a n d a di st a n c e r a w a y i s gi v e n b y,

h 0 =
8 G P G W

ω 2 r 2
∼ 1 0 − 2 4 P G W

1 0 1 2 M ⊙ / y r

1
2 1 m e V

ω

8 k p c

r
. ( 4 6)

A c hi e vi n g a d et e ct a bl e st r ai n at g al a cti c di st a n c e s r e q ui r e s a n e xtr a o r di n a r y a m o u nt of p o w e r. S ai d a n ot h e r w a y, if i n

o n e y e ar t h e e ntir e m a s s- e n e r g y of t h e Mil k y W a y ( ∼ 1 0 1 2 M ⊙ ) w e r e c o n v e rt e d t o m e V-f r e q u e n c y G W s at t h e g al a cti c

c e nt e r ( r = 8 k p c), t h e a m plit u d e w o ul d b e o nl y sli g htl y a b o v e t h e d et e ct o r s e n siti vit y.

T h e r ef o r e it a p p e a r s t h e o nl y r e a s o n a bl e s o ur c e of G W s m u st c o m e f r o m a s o u r c e at s u b- k p c s c al e s. N or m ali zi n g

E q. ( 4 6 ) t o A U di st a n c e s c al e s, t h e r e q ui r e d P G W i s m u c h s m all e r,

h 0 ∼ 1 0 − 2 4 P G W

1 0 − 6 M ⊙ / yr

1
2 1 m e V

ω

1 A U

r
. ( 4 7)

T hi s si g n al str e n gt h i s s h o w n a s a g r a y li n e i n Fi g. 2 , a n d i s m o r e e m bl e m ati c of t h e b e n c h m a r k si g n al s t h at v e r y

hi g h-fr e q u e n c y G W e x p eri m e nt s m a y b e s e n siti v e t o. 6

We n o w c o n si d er t w o s p e ci fi c r e ali z ati o n s of t h e s e d et e r mi ni sti c si g n al s: s u p e rr a di a nt a n ni hil ati o n of b o s o n s s u r-

r o u n di n g a B H ( S e c. I V A), a n d B H i n s pir al ( S e c. I V B). T h eir si g n al st r e n gt h s, h s , ar e s h o w n i n Fi g. 3 a s a f u n cti o n

of t h e B H m a s s.

A.  S u p e r r a di a n t A n ni hil a ti o n

S u p e rr a di a n c e i s t h e p r o c e s s w h e r e a r ot ati n g B H of m a s s M cr e at e s a hi g h o c c u p a n c y b o s o ni c cl o u d of p arti cl e s

b y l o si n g m a s s a n d a n g ul ar m o m e nt u m [ 1 9 5 – 1 9 8 ]. T h e b o s o n s t h at a r e p r o d u c e d o c c u p y b o u n d st at e s a r o u n d t h e

B H, w hi c h ar e a n al o g o u s t o b o u n d st at e s i n a h y dr o g e n at o m si n c e t h e gr a vit ati o n al p ot e nti al i s a p pr o xi m at el y 1 / r

f a r e n o u g h fr o m t h e B H. T h e pr o d u cti o n r at e of b o s o n s i n a gi v e n b o u n d st at e d e p e n d s o n t h e n u m b er of b o s o n s

p r e s e nt, a n d i s t h er ef o r e e x p o n e nti all y e n h a n c e d u ntil t h e B H i s s pi n ni n g t o o sl o wl y f o r s u p er r a di a n c e t o o c c u r. T h e

m a xi m u m n u m b e r of s u p e rr a di a ntl y p r o d u c e d b o s o n s i n t h e “ n = 2 , ℓ = m = 1 ” m o d e, t o b o rr o w t h e n ot ati o n of

at o mi c p h y si c s, i s,

N s r = ∆ a ∗
M

M pl

2

∼ 1 0 7 6 × ∆ a ∗
M

M ⊙

2

. ( 4 8)

w h e r e M pl = 1 .2 2 × 1 0 1 9 G e V, a n d ∆ a ∗ i s t h e di ff e r e n c e i n t h e B H s pi n p a r a m et e r, a ∗ = J (G M 2 ) − 1 , w h e r e J i s

t h e B H a n g ul a r m o m e nt u m, b ef o r e a n d aft e r s u p e rr a di a n c e o c c u r s. T h e s e s u p er r a di a ntl y pr o d u c e d b o s o n s m a y t h e n

a n ni hil at e i n t o m o n o c h r o m ati c G W s at f r e q u e n ci e s ω = 2 µ , w h e r e µ i s t h e m a s s of t h e b o s o n.7 F o r s u p e r r a di a n c e t o

o c c u r, t h e B H m u st b e s pi n ni n g f a st e n o u g h, m Ω H > µ , w h e r e ΩH i s t h e a n g ul a r v el o cit y of t h e B H at t h e h ori z o n.

T hi s i s k n o w n a s t h e “ s u p er r a di a n c e c o n diti o n ” a n d, w h e n w ritt e n i n t er m s of t h e B H m a s s, r e q ui r e s G M ω < 1 f or

t h e ℓ = 1 m o d e. T h e r ef o r e t h e r e i s a m a xi m u m B H m a s s w hi c h c a n e mit G W s at f r e q u e n ci e s ω b y s u p e rr a di a nt

a n ni hil ati o n, M s r
m a x = M 2

pl / ω ∼ 1 0 − 7 M ⊙ ( m e V / ω ).

6 N o t e t h a t if c o m p a c t o bj e c t s of  m a s s M c o n s ti t u t e all of t h e l o c al  D M t h e n t h e t y pi c al s e p a r a ti o n i s

( ρ D M / M ) − 1 / 3 ∼ 1 0 0 A U M / 1 0 − 1 2 M ⊙
1 / 3

, f o r ρ D M = 0 .4 G e V / c m 3 .  W hil e t h e di s t a n c e s c al e i s m u c h cl o s e r t o A U s c al e of

i nt e r e s t, t h e r e q ui r e d m a s s e s a r e t o o s m all t o g e n e r a t e m e a ni n gf ul G W si g n al s.
7 L e v el t r a n si ti o n s al s o p r o d u c e G W s, al t h o u g h a t a s u b d o mi n a nt r a t e t o a n ni hil a ti o n, a n d t h e r ef o r e w e f o c u s o n t h e a n ni hil a ti o n p r o c e s s

h e r e.
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C o m p uti n g t h e a n ni hil ati o n r at e of t w o b o s o n s i n a n y st at e i s a di ffi c ult pr o bl e m b e c a u s e t h e g r a vit ati o n al “ fi n e

st r u ct u r e c o n st a nt ”, α ≡ G M µ , c a n b e n o n- p ert u r b ati v el y l ar g e. T h e r ef o r e w hil e a n al yti c s ol uti o n s e xi st f or α ≪ 1,

o n e m u st r e s ort t o n u m e ri c al r el ati vit y si m ul ati o n s [ 1 9 9 – 2 0 2 ] f or α <
∼ 1 / 2, n e ar t h e e d g e of t h e s u p e r r a di a n c e c o n diti o n.

T h e s e si m ul ati o n s i n di c at e t h at t h e m a xi m u m a n ni hil ati o n si g n al o c c ur s f or 0 .2 5 <
∼ α <

∼ 0 .5 [ 2 0 0 , 2 0 1 ], d e p e n di n g

o n t h e s pi n of t h e b o s o n a n d t h e i niti al a ∗ of t h e B H. F o r si m pli cit y w e a d o pt a s e mi- a n al yti c a p pr o a c h t o m o d el

t h e a n ni hil ati o n r at e si mil a r t o R ef. [ 1 9 6 ], u si n g t h e s c ali n g r el ati o n s f r o m t h e p e rt u r b ati v e r e gi m e, wit h a n o v e r all

c o e ffi ci e nt s et b y t h e n u m e ri c al si m ul ati o n s, a n d r e stri ct α < 0 .4. Wit h t hi s p a r a m et e ri z ati o n t h e a n ni hil ati o n r at e of

t w o b o s o n s i n t h e n = 2 , ℓ = m = 1 st at e i s gi v e n b y

Γ s r , a n n = C Γ M pl ( 2α )
1 5 M Pl

M

3

∼
1 0 − 5 4

y r

M

1 0 − 7 M ⊙

1 2
ω

m e V

1 5

, ( 4 9)

a n d w h e r e t h e o v e r all c o e ffi ci e nt, C Γ ≈ 1 0 − 1 0 , i s f o u n d fr o m t h e n u m eri c al si m ul ati o n s i n R ef. [2 0 0 ]. T h e t ot al

a n ni hil ati o n r at e i s f urt h e r e n h a n c e d b y t h e n u m b er of b o s o n s i n t h e cl o u d,

R s r , a n n = N 2
s r Γ s r , a n n ∼

1 0 7 0

y r
∆ a 2

∗

M

1 0 − 7 M ⊙

1 6
ω

m e V

1 5

, ( 5 0)

w h e r e t h e N 2
s r f a ct or i s d u e t o t h e f a ct t h at t h e G W i s e mitt e d vi a a n a n ni hil ati o n p r o c e s s. T hi s g e n e r at e s P G W =

ω R s r , a n n of p o w er i n o ut g oi n g G W s. T h e a n ni hil ati o n p r o c e s s c o nti n u e s u ntil all t h e b o s o n s h a v e a n ni hil at e d t o G W s.

T h e ti m e s c al e f o r t hi s t o h a p p e n i s al s o s et b y E q. ( 5 0 ),

τ s r , a n n =
N s r

R s r , a n n
∼ 1 0 − 8 y r

1

∆ a ∗

1 0 − 7 M ⊙

M

1 4
m e V

ω

1 5

. ( 5 1)

T h e a m plit u d e of t h e G W s e mitt e d b y s u p e rr a di a nt a n ni hil ati o n i s gi v e n b y [ 1 9 6 ]

h s r ,a n n
0 (t) =

8 G

r 2 ω
R s r , a n n

1

1 + t / τ s r , a n n
, ( 5 2)

w hi c h c a n t h e n b e s u b stit ut e d i n t o t h e d e fi niti o n of t h e si g n al st r e n gt h, h s , f o r m o n o c h r o m ati c si g n al s gi v e n i n

E q. ( 4 0 ). T h e si g n al st r e n gt h h a s p a r a m et ri c all y di ff e r e nt b e h a vi o r d e p e n di n g o n w h et h e r t h e si g n al l a st s o v e r t h e

e ntir e o b s e r v ati o n ti m e:

h s r , a n n
s =






8 G

r 2 ω
R s r , a n n ∼ 1 0 − 2 1 ∆ a ∗

A U

r

M

1 0 − 7 M ⊙

8
ω

m e V

7

τ s r , a n n ≫ T

8 G

r 2 ω
R s r , a n n

τ s r , a n n

T
∼ 1 0 − 2 5 ∆ a ∗

A U

r

y r

T

1
2 M

1 0 − 7 M ⊙

m e V

ω

1
2

τ s r , a n n ≪ T .

( 5 3)

E q. ( 5 3 ) i s s h o w n i n Fi g. 3 ( “ S u p e r r a di a nt A n ni hil ati o n ”) a s a f u n cti o n of B H m a s s, f o r di ff er e nt c h oi c e s of si g n al

f r e q u e n c y, a s s u mi n g T = 1 yr. T h e m a xi m u m B H m a s s i s s et b y M s r
m a x . T h e t u r n o v e r f o r e a c h c ur v e o c c ur s w h e n

τ s r , a n n ∼ T . B H m a s s e s a b o v e t h e t u r n o v e r h a v e τ s r , a n n ≪ T , a n d t h o s e b el o w h a v e τ s r , a n n ≫ T . L a stl y, w e n ot e

t h at w hil e it m a y s e e m b e n e fi ci al t o i n c r e a s e t h e a n ni hil ati o n r at e, Γ s r , a n n i n E q. (4 9 ), t o i n cr e a s e h s a n d G W p o w er

o ut p ut, t h e ti m e s c al e o v er w hi c h t h e s e G W s ar e e mitt e d d e c r e a s e s, w hi c h hi n d e r s t h e si g n al. I n f a ct, t h e s e c o m p eti n g

e ff e ct s e x a ctl y c o m p e n s at e e a c h ot h e r. If t h e Γ s r , a n n i s i n c r e a s e d e n o u g h t o d ri v e τ s r , a n n ≪ T , t h e n h s o nl y d e p e n d s

o n t h e c o m bi n ati o n R s r , a n n τ s r , a n n = N s r a n d b e c o m e s i n d e p e n d e nt of Γ s r , a n n . T h e r ef o r e t h e p e a k h s , w hi c h o c c u r s at

l a r g e M w h e n τ s r , a n n ≪ T , i s i n d e p e n d e nt of Γs r , a n n .
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B.  Bl a c k H ol e I n s pi r al

I n a d diti o n t o s u p er r a di a nt a n ni hil ati o n di s c u s s e d i n S e c. I V A, hi g h-f r e q u e n c y G W s m a y al s o b e pr o d u c e d f r o m

t h e i n s pi r al of c o m p a ct o bj e ct s s u c h a s B H s, b o s o n a n d f er mi o n st a r s [ 2 0 3 – 2 0 6 ], g r a viti n o st a r s [2 0 7 ], gr a vi st ar s [2 0 8 ],

a n d D M bl o b s [ 2 0 9 ]. F o r si m pli cit y w e will e x a mi n e t h e m o st str ai g htf or w a r d s c e n ari o, t h e G W e mi s si o n fr o m t h e

i n s pi r al of t w o B H s wit h e q u al m a s s, M , i n a p e rf e ctl y ci r c ul a r or bit [8 6 ]. T o l o s e e n e r g y t o G W s t h e or bit al r a di u s

m u st d e c r e a s e, d r a wi n g t h e B H s cl o s er a n d t h u s i n cr e a si n g t h e f r e q u e n c y of t h e G W s p r o d u c e d. T h e mi ni m u m r a di u s

f o r w hi c h w e c a n d e s c ri b e t h e i n s pi r al a s a n a di a b ati c all y- c h a n gi n g cir c ul a r o r bit i s, R I S C O = 1 2 G M , w h e r e I S C O

st a n d s f or “I n n e r m o st St a bl e Cir c ul a r O r bit ” (I S C O). B ef or e t h e B H s r e a c h t h e I S C O t h e G W f r e q u e n c y i s gi v e n b y,

ω ∼ 1 0 m e V 1 0 − 9 M ⊙ / M (R I S C O / R )
3 / 2

. R e q ui ri n g t h at R > R I S C O b o u n d s M ω t o b e s m all. T h e r ef o r e t o r e a c h a

gi v e n I S C O f r e q u e n c y t h e B H m a s s m u st b e l e s s t h a n M b hi
m a x ∼ 1 0 − 8 M ⊙ ( m e V / ω I S C O ), w h e r e “ b hi ” i s s h o rt h a n d f o r

Bl a c k H ol e I n s pi r al. Si mil a r t o t h e s u p er r a di a nt a n ni hil ati o n si g n al di s c u s s e d i n S e c. I V A, g e n e r ati n g hi g h-fr e q u e n c y

si g n al s c o m e s at t h e c o st of s m all er m a s s e s.

A c r u ci al di ff e r e n c e b et w e e n t h e s u p er r a di a nt a n ni hil ati o n si g n al a n d B H i n s pi r al i s t h at w hil e s u p e r r a di a nt

a n ni hil ati o n i s m o n o c hr o m ati c, t h e G W fr e q u e n c y fr o m B H i n s pi r al i s c h a n gi n g.  T hi s si g n al i s t h e r ef o r e a

c hi r p si g n al a c c o r di n g t o t h e cl a s si fi c ati o n di s c u s s e d p r e vi o u sl y. T h e ti m e s c al e of fr e q u e n c y c h a n g e i s gi v e n b y,

τ b hi
f = f / ˙f ∼ 1 0 − 1 8 y r 1 0 − 8 M ⊙ / M

5 / 3
( m e V / ω )

8 / 3
, w hi c h, w hil e r el ati v el y f a st c o m p a r e d t o t h e o b s e r v ati o n

ti m e, i s still l a r g e e n o u g h c o m p a r e d t o t h e p h o n o n lif eti m e ( a s s u mi n g ω ν / γ ν ∼ 1 0 0) t o j u stif y tr e ati n g t h e si g n al

a s d et e r mi ni sti c. M or e o v e r, si n c e τ b hi
f ≪ T t h e mi ni m u m f r e q u e n c y, ω mi n = ω (t = 0) will b e m u c h l e s s t h a n

ω m a x = ω I S C O , all o wi n g u s t o a p p r o xi m at e t h e si g n al b a n d wi dt h a s 0 <
∼ ω <

∼ ω I S C O .

Wit hi n t hi s b a n d wi dt h t h e G W a m plit u d e i s [ 8 6 ],

h b hi
0 =

2

r M pl

M

M pl

5
3 ω

M pl

2
3

∼ 1 0 − 1 7 A U

r

M

1 0 − 8 M ⊙

5
3 ω

m e V

2
3

, ( 5 4)

w hi c h, w hil e s e e mi n gl y l a r g e, i s p e n ali z e d i n it s o v e r all si g n al st r e n gt h ( h s i n E q. (4 3 )) b y it s s m all fr e q u e n c y c o h er e n c e

ti m e, τ f . T h e si g n al st r e n gt h i s gi v e n b y

h b hi
s =

τ b hi
f

T
h b hi

0 ∼ 1 0 − 2 6 A U

r

y r

T

1
2 M

1 0 − 8 M ⊙

5
6 m e V

ω

2
3

, ( 5 5)

a n d s h o w n i n Fi g. 3 (l a b ell e d “ Bl a c k H ol e I n s pi r al ”) a s a f u n cti o n of B H m a s s f o r di ff e r e nt c h oi c e s of ω a s s u mi n g

T = 1 yr.

V.  C O N C L U S I O N

Si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s, wit h e n e r gi e s i n t h e O ( 1 − 1 0 0) m e V r a n g e, h a v e b e e n s h o w n t o b e e x c e pti o n all y s e n siti v e

t o li g ht D M [ 6 7 – 7 1 , 7 3 , 7 4 , 7 6 , 7 7 , 8 0 – 8 2 ]. H e r e w e s h o w t h at t hi s s e n siti vit y e xt e n d s t o hi g h-f r e q u e n c y G W s i n t h e

1 0 1 2 H z <
∼ f <

∼ 1 0 1 4 H z r a n g e. I n S e c. II w e d eri v e d t h e f o r c e s a cti n g o n a l atti c e of p oi nt m a s s e s d u e t o a n i n c o mi n g

G W, a n d t h e n u s e d t hi s t o d e ri v e t h e G W- si n gl e p h o n o n i nt e r a cti o n H a milt o ni a n gi v e n i n E q. ( 6 ). We t h e n u s e d

t hi s i nt e r a cti o n t o d eri v e t h e a b s o r pti o n r at e i n n o n- p ol ar, S e c. II B 1, a n d p ol a r, S e c. II B 2, c r y st al t ar g et s. A n

i m p o rt a nt di ff er e n c e b et w e e n si g n al s g e n er at e d b y a b s o r pti o n of li g ht D M a n d G W s i s t h at t h e G W si g n al m a y n ot

b e m o n o c h r o m ati c o r c o h e r e nt o v e r t h e o b s e r v ati o n ti m e. T hi s i nt r o d u c e s s u btl eti e s i n c h ar a ct eri zi n g t h e d et e ct o r

s e n siti vit y r el ati v e t o t h e si g n al str e n gt h. I n S e c. III w e d e fi n e t h e d et e ct o r s e n siti vit y, h d e t , a n d si g n al str e n gt h, h s , f o r



2 0

t h e d et er mi ni sti c ( a s o p p o s e d t o st o c h a sti c) si g n al s of i nt e r e st h er e. M o st of t h e di s c u s si o n r e a dil y g e n e r ali z e s t o ot h e r

dir e ct d et e cti o n e x p e ri m e nt s, m a ki n g t h e d e fi niti o n s of h d e t a n d h s u s ef ul o ut si d e t h e c o nt e xt of j u st si n gl e- p h o n o n

e x cit ati o n s. We t h e n c o m p ut e d t h e G W a b s or pti o n r at e i nt o si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s f r o m fir st p ri n ci pl e s i n ni n e

t a r g et s: G a A s, Al 2 O 3 , Si O2 , Si, G e, Di a m o n d, N aI, C sI, C a W O4 , w hi c h h a v e b e e n w ell st u di e d a s t a r g et s i n D M

dir e ct d et e cti o n e x p e ri m e nt s. I n Fi g. 1 w e s h o w t h e c o r r e s p o n di n g d et e ct or s e n siti vit y f or e a c h i n di vi d u al t ar g et, a n d

i n Fi g. 2 w e c o m p a r e t h e d et e ct o r s e n siti viti e s t o ot h e r hi g h-f r e q u e n c y G W e x p e ri m e nt s i n t h e 1 0 6 H z <
∼ f <

∼ 1 0 1 4 H z

f r e q u e n c y r a n g e. T h e di v e r sit y of t a r g et s hi g hli g ht s h o w a c o m bi n ati o n of t ar g et s m a y b e u s e d t o p r o vi d e br o a d b a n d

c o v e r a g e i n G W f r e q u e n c y s p a c e.

I n S e c. I V w e st u di e d p ot e nti al s o ur c e s of t h e s e hi g h-f r e q u e n c y G W s. G W s f r o m t h e e arl y u ni v er s e ar e f a r t o o

w e a k t o b e d et e ct a bl e wit h si n gl e- p h o n o n d et e cti o n, a n d a n e xt r a o r di n a r y a m o u nt of p o w e r m u st b e e mitt e d i n G W s

at O ( k p c) di st a n c e s t o b e m e a s u r a bl e. T h e r ef o r e it s e e m s a n y vi a bl e s o u r c e m u st b e wit hi n t h e l o c al s ol a r s y st e m, at

O ( A U) di st a n c e s. A s e x a m pl e s of s o u r c e s, w e st u di e d s u p e r r a di a nt a n ni hil ati o n, S e c. I V A, a n d B H i n s pi r al, S e c. I V B,

a n d ill u st r at e d t h ei r r el ati v e si g n al str e n gt h i n Fi g. 3 . I n a d diti o n t o t h e s e s p e ci fi c e x a m pl e s, i n Fi g s. 1 a n d 2 w e s h o w

t h e si g n al st r e n gt h c o r r e s p o n di n g t o a n y s o u r c e e mitti n g m o n o c hr o m ati c, c o h e r e nt, G W s wit h p o w er P G W . T h e s e

s e r v e a s u s ef ul b e n c h m ar k s si n c e t h e y p r o vi d e b ot h a p h y si c all y m oti v at e d c o m p a ri s o n b et w e e n e x p e ri m e nt s, a n d a

t a r g et f o r f ut ur e st u di e s of hi g h-fr e q u e n c y G W s o u r c e s.

W hil e o u r f o c u s h a s b e e n o n si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s i n c r y st al t ar g et s, t h e r e ar e ot h er w a y s G W s m a y i nt e r a ct

wit h p h o n o n s. F or si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s, t h e l o w e st a c c e s si bl e f r e q u e n c y i s s et b y t h e e n e r g y of t h e l o w e st g a p p e d

m o d e. H o w e v er g a pl e s s, a c o u sti c p h o n o n m o d e s h a v e e v e n s m all er e n e r gi e s. T h e s e c a n b e utili z e d i n m ulti- p h o n o n

p r o c e s s e s i n b ot h cr y st al [ 2 1 0 ], a n d li q ui d [2 1 1 , 2 1 2 ] t a r g et s w h er e t h e i n c o mi n g G W i s ki n e m ati c all y m at c h e d t o t w o

p h o n o n s. It m a y al s o b e i nt e r e sti n g t o utili z e p h ot o n r e a d o ut str at e gi e s a s st u di e d i n R ef. [ 2 1 3 ]. F u rt h e r m or e, f ut u r e

r e s e a r c h st u d yi n g t h e d et ail s of di ff e r e nt G W si g n al s a r e i m p ort a nt f o r di ff er e nti ati o n fr o m a D M i n d u c e d si g n al.

T h e i nt r o d u cti o n of e xt e r n al el e ctr o m a g n eti c fi el d s m a y al s o b e a d v a nt a g e o u s. T h e s a m e i n v er s e G ert s e n s ht ei n

e ff e ct w hi c h t h e a xi o n D M e x p e ri m e nt s a r e utili zi n g m a y al s o b e a n a v e n u e t o e x cit e p h o n o n s i n c r y st al t a r g et s or

o pt o m e c h a ni c al e x p e ri m e nt s [ 2 1 4 , 2 1 5 ]. I n d e e d, if a n i n c o mi n g G W c o n v ert s t o a n el e ct r o m a g n eti c fi el d, t h at el e ct r o-

m a g n eti c fi el d c a n t h e n e x cit e o pti c al p h o n o n m o d e s i n p ol a r m at e ri al s, a n al o g o u s t o a xi o n a b s o r pti o n o n p h o n o n s

i n m a g n eti z e d m e di a [8 0 , 8 1 ]. H o w e v e r i n t h e cr y st al t a r g et s of i nt e r e st h er e, t h e r at e s e e m s t o b e p a r a m et eri c all y

s u p p r e s s e d. T h e e ff e cti v e c o u pli n g p ar a m et e r i s h 0 B 0 , w h e r e B 0 i s t h e e xt e r n al m a g n eti c fi el d. W h e n c o m p a r e d t o

t h e a xi o n D M c o u pli n g, g a γ γ
√

ρ D M B 0 / m a , t hi s c o rr e s p o n d s t o h 0 ∼ g a γ γ
√

ρ D M / m a ∼ 1 0 − 2 2 g a γ γ / 1 0 − 1 2 G e V − 1 at

ω ≈ m a = 1 0 m e V, l e a di n g t o m u c h w o r s e d et e ct o r s e n siti vit y t h a n s h o w n h e r e.

We h a v e s h o w n t h at D M di r e ct d et e cti o n e x p eri m e nt s utili zi n g si n gl e- p h o n o n e x cit ati o n s c a n b e p o w erf ul p r o b e s

of hi g h-f r e q u e n c y G W s i n t h e T H z <
∼ f <

∼ 1 0 0 T H z f r e q u e n c y r a n g e. M or e b r o a dl y t hi s s u g g e st s a c o n n e cti o n

b et w e e n D M dir e ct d et e cti o n a n d hi g h-f r e q u e n c y G W d et e cti o n b e y o n d a xi o n e x p e ri m e nt s. T hi s i s i m p ort a nt si n c e

t h e u n d e r st a n di n g of hi g h-f r e q u e n c y G W s o u r c e s i s still e m e r gi n g, a n d t h er ef o r e m ulti- p u r p o s e D M- G W e x p eri m e nt s

p r e s e nt t h e b e st o p p o rt u nit y t o e x pl o r e t h e hi g h fr e q u e n c y f r o nti e r. F u rt h e r m o r e, d e m o n st r ati n g s e n siti vit y wit h

m ulti- p u r p o s e D M- G W e x p eri m e nt s m oti v at e s f u rt h e r r e s e a r c h of G W s o ur c e s w hi c h p o p ul at e t h e hi g h f r e q u e n c y

l a n d s c a p e.
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A C K N O W L E D G M E N T S

We w o ul d li k e t o t h a n k A s h e r B e rli n, Di e g o Bl a s, V al e ri e D o m c k e, S e b a sti a n A. R. Elli s, D a n H o o p er, G o r d a n

K r nj ai c, a n d Al e x Mill a r f o r h el pf ul di s c u s si o n s. T h e w or k of Y. K a h n a n d J. S c h ü t t e- E n g el w a s s u p p o rt e d i n p a rt

b y D O E g r a nt D E- S C 0 0 1 5 6 5 5. J. S c h ü t t e- E n g el a c k n o wl e d g e s s u p p o rt f r o m t h e RI K E N- B e r k el e y C e nt er a n d fr o m

t h e N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n u n d e r c o o p e r ati v e a g r e e m e nt 2 0 2 0 2 7 5. T T’ s c o ntri b uti o n t o t hi s w or k i s s u p p o rt e d

b y t h e Fe r mi R e s e a r c h Alli a n c e, L L C u n d e r C o ntr a ct N o. D E- A C 0 2- 0 7 C H 1 1 3 5 9 wit h t h e U. S. D e p art m e nt of E n e r g y,

O ffi c e of S ci e n c e, O ffi c e of Hi g h E n e r g y P h y si c s.

1 0 6 1 0 7 1 0 8 1 0 9 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 2 1 0 1 3 1 0 1 4 1 0 1 5 1 0 1 6

f [ H z]

1 0 − 3 4

1 0 − 3 2

1 0 − 3 0

1 0 − 2 8

1 0 − 2 6

1 0 − 2 4

1 0 − 2 2

1 0 − 2 0

1 0 − 1 8

1 0 − 1 6

h
c P h o n o ns

B A W

H ol o m et er
M A G O 2 .0

E
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E
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O
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A

R

A
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I
A

X
O H

E
T

+
S

P
D

∆ N e ff

Ry
d
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rg
at

o
ms

Gr
av

Ne
t Tel es c o p es

1 0 − 5 1 0 − 4 1 0 − 3 1 0 − 2 1 0 − 1 1 1 0 1 0 2 1 0 3 1 0 4
ω [ m e V]

FI G. 4. O v e r vi e w of t h e c o n s t r ai nt s o n t h e di m e n si o nl e s s s t r ai n, h c , of s t o c h a s ti c G W s wi t h f r e q u e n c y, M H z <
∼ f <

∼ 1 0 P H z.

T h e s oli d r e d li n e l a b ell e d “ P h o n o n s ” i s a n o u tli n e of t h e d e t e c t o r s e n si ti vi ti e s, h d e t , s h o w n i n Fi g. 1 , a s s u mi n g a k g · y r

e x p o s u r e a n d n e gli gi bl e b a c k g r o u n d s. E x p e ri m e nt al c o n s t r ai nt s a r e s h o w n i n s h a d e d r e gi o n s, w hil e p r oj e c ti o n s a r e s h o w n a s

d a s h e d li n e s. C o n s t r ai nt s f r o m t h e H ol o m e t e r e x p e ri m e nt (li g ht bl u e ) a r e f r o m R ef. [ 5 5 ], a n d t h o s e f r o m b ul k a c o u s ti c w a v e

e x p e ri m e nt s ( b r o w n, l a b ell e d “ B A W ” ) a r e f r o m R ef. [ 5 2 ]. C o n s t r ai nt s r e c a s t f r o m t h e “li g ht s hi ni n g t h r o u g h w all ” e x p e ri m e nt s

A L P S I [ 6 3 ] a n d O S Q A R 2 [6 5 ] ( p u r pl e ) a r e f r o m R ef. [6 6 ], a n d p r oj e c ti o n s f o r f u t u r e v e r si o n s of I A X O u tili zi n g H E T a n d

S P D d e t e c t o r s [ 1 5 5 ] (li g ht r e d, l a b ell e d “I A X OH E T + S P D ” ) a r e f r o m R ef. [ 1 5 5 ]. P r oj e c ti o n s f o r t h e M A G O 2. 0 e x p e ri m e nt a r e

f r o m R ef. [5 9 ] ( t e al ). P r oj e c ti o n s u tili zi n g s y s t e m s of R y d b e r g a t o m s ( bl u e ) a r e f r o m R ef. [2 1 6 ]. P r oj e c ti o n s u si n g a gl o b al

n e t w o r k of el e c t r o m a g n e ti c c a vi ti e s ( d a r k o r a n g e, l a b ell e d “ G r a v N e t ” ) a r e f r o m R ef. [ 2 1 7 ]. C o n s t r ai nt s f r o m t h e E D G E S [2 1 8 ]

a n d A R C A D E 2 [ 2 1 9 ] t el e s c o p e s s e a r c hi n g f o r t h e G e r t s e n s ht ei n e ff e c t o n C M B p h o t o n s d u ri n g t h e d a r k a g e s ( d o t t e d d a r k

bl u e ) a r e f r o m R ef. [ 2 2 0 ], a n d a s s u m e o p ti mi s ti c all y l a r g e c o s mi c m a g n e ti c fi el d s t r e n g t h s t h a t s a t u r a t e c u r r e nt C M B b o u n d s.

T h e d a r k g r e e n li n e s l a b ell e d “ Tel e s c o p e s ” c o r r e s p o n d t o c o n s t r ai nt s f r o m m a n y t el e s c o p e s s e a r c hi n g f o r p h o t o n s c o n v e r t e d b y

c o n s e r v a ti v e ( s oli d ) a n d o p ti mi s ti c ( d o t t e d ) v al u e s of t h e m a g n e ti c fi el d i n t h e i nt e r g al a c ti c m e di u m [ 2 2 1 ]. A d di ti o n al t el e s c o pi c

c o n s t r ai nt s d u e t o t h e G e r t s e n s ht ei n e ff e c t i n a v a ri e t y of a s t r o p h y si c al m a g n e ti c fi el d s, w hi c h g e n e r all y li e wi t hi n t h e r a n g e of

t h e d o t t e d a n d s oli d g r e e n li n e s, c a n b e f o u n d i n R ef s. [ 2 2 1 – 2 2 3 ]. T h e g r a y s h a d e d r e gi o n l a b ell e d “ ∆N e ff ” i n di c a t e s t h e r e gi o n

b o u n d e d b y a c o m bi n a ti o n of B B N a n d C M B m e a s u r e m e nt s o n ∆ N e ff [4 6 , 1 9 3 ].
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A p p e n di x A: S e n si ti vi t y t o S t o c h a s ti c G r a vi t a ti o n al W a v e s

H a vi n g alr e a d y di s c u s s e d p ot e nti al s o u r c e s of st o c h a sti c hi g h-f r e q u e n c y G W s i n S e c. I V, h e r e w e f o c u s o n c o m p uti n g

t h e pr oj e ct e d c o n st r ai nt s, a n d c o m p ar e t h e m t o ot h e r p r o p o s al s a n d e xi sti n g c o n st r ai nt s i n Fi g. 4 . St o c h a sti c G W s

m a y b e p a r a m et e ri z e d b y eit h e r t h ei r e n e r g y d e n sit y p a r a m et e r, Ω G W (f ), or di m e n si o nl e s s, c h ar a ct eri sti c st r ai n, h c ,

r el at e d b y E q. ( 4 5 ). A s s u mi n g t h at Ω G W (f ) i s i n d e p e n d e nt of ti m e, aft e r m ulti pl yi n g E q. ( 1 1 ) b y t h e d et e ct o r m a s s

a n d o b s er v ati o n ti m e, t h e n u m b e r of p h o n o n s p r o d u c e d c a n b e writt e n i n t e r m s of t h e d et e ct o r s e n siti vit y, h d e t (f )

f r o m E q. (4 1 ), a s,

N p h = 3 × 4
h 2

c (f )

h 2
d e t (f )

d l n f . ( A 1)

T h e r ef o r e, si mil a r t o t h e n u m b e r of p h o n o n s p r o d u c e d fr o m a c hir p si g n al, E q. ( 4 4 ), if h c (f ) 2 >
∼ h 2

d e t (f ) o v er a n e-f ol d

i n fr e q u e n c y, t h e st o c h a sti c si g n al will g e n e r at e O ( 1) p h o n o n s. I n Fi g. 4 w e c o m p a r e a n o utli n e of t h e h d e t s h o w n i n

Fi g. 1 , l a b ell e d “ P h o n o n s ”, a s s u mi n g a k g · y r e x p o s u r e a n d n e gli gi bl e b a c k gr o u n d s, t o a v a ri et y of ot h e r e x p e ri m e nt s.

S e e t h e c a pti o n of Fi g. 4 f o r s p e ci fi c r ef e r e n c e s.

I n a d diti o n t o t h e li n e s l a b ell e d “ E D G E S / A R C A D E ”, w hi c h a r e l o o ki n g c o s mi c mi c r o w a v e b a c k g r o u n d ( C M B)

p h ot o n s p e rt ur b e d b y t h e G e rt s e n s ht ei n e ff e ct d uri n g t h e d ar k a g e s [ 2 2 0 ], a n d t h e li n e l a b ell e d “ Tel e s c o p e s ”, w hi c h

c o r r e s p o n d s t o c o n str ai nt s f r o m a c oll e cti o n of t el e s c o p e s o n p h ot o n s p r o d u c e d b y t h e G e rt s e n s ht ei n e ff e ct i n t h e

i nt e r g al a cti c m e di u m [2 2 1 ], t h e r e ar e ot h er c o n st r ai nt s f r o m t el e s c o p e s. F or e x a m pl e, R ef. [2 2 1 ] al s o c o n si d e r s p h ot o n s

c o n v erti n g i n t h e E a rt h’ s m a g n eti c fi el d, a n d i n t h e g al a cti c m a g n eti c fi el d, R ef. [ 2 2 2 ] c o n si d e r s e x c e s s p h ot o n s

c o n v ert e d fr o m m a g n eti c fi el d s wit hi n p ul s a r s, a n d R ef. [ 2 2 3 ] c o n si d e r s p h ot o n c o n v er si o n i n pl a n et ar y m a g n et o s p h e r e s.

H o w e v e r t h e c o n st r ai nt s n ot s h o w n g e n e r all y f all wit hi n t h e r a n g e of t h e d ott e d a n d s oli d g r e e n li n e ( “ Tel e s c o p e s ”)

s h o w n i n Fi g. 4 , a n d ar e t h e r ef o r e o mitt e d t o a v oi d cl utt er. F u rt h er m o r e, c o ntr ar y t o Fi g. 2 , c o n st r ai nt s f r o m ot h e r

r ef er e n c e s a r e n ot r e s c al e d, a n d t a k e n di r e ctl y f r o m t h ei r r e s p e cti v e s o ur c e.
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[ 4 9] Y. G a o, H. Z h a n g, a n d W. X u, “ A M ö s s b a u e r S c h e m e t o P r o b e G r a vi t a ti o n al W a v e s, ” a r X i v : 2 3 1 0 . 0 6 6 0 7 [ g r - q c ] .

[ 5 0] M. G o r y a c h e v a n d M. E. T o b a r, “ G r a vi t a ti o n al W a v e D e t e c ti o n wi t h Hi g h Fr e q u e n c y P h o n o n Tr a p pi n g A c o u s ti c

C a vi ti e s, ” P h y s. R e v. D 9 0 n o. 1 0, ( 2 0 1 4 ) 1 0 2 0 0 5 , a r X i v : 1 4 1 0 . 2 3 3 4 [ g r - q c ] .

[ 5 1] M. G o r y a c h e v, E. N. I v a n o v, F. v a n K a n n, S. G alli o u, a n d M. E. T o b a r, “ O b s e r v a ti o n of t h e F u n d a m e nt al N y q ui s t

N oi s e Li mi t i n a n Ul t r a- Hi g h Q - F a c t o r C r y o g e ni c B ul k A c o u s ti c W a v e C a vi t y, ” A p pl. P h y s. L ett. 1 0 5 ( 2 0 1 4 ) 1 5 3 5 0 5 ,

a r X i v : 1 4 1 0 . 4 2 9 3 [ p h y s i c s . i n s - d e t ] .

[ 5 2] M. G o r y a c h e v, W. M. C a m p b ell, I. S. H e n g, S. G alli o u, E. N. I v a n o v, a n d M. E. T o b a r, “ R a r e E v e nt s D e t e c t e d wi t h a

B ul k A c o u s ti c W a v e Hi g h Fr e q u e n c y G r a vi t a ti o n al W a v e A nt e n n a, ” P h y s. R e v. L ett. 1 2 7 n o. 7, ( 2 0 2 1 ) 0 7 1 1 0 2 ,

a r X i v : 2 1 0 2 . 0 5 8 5 9 [ g r - q c ] .

https://dx.doi.org/10.1093/mnras/stv2092
https://arxiv.org/abs/1509.02165
https://arxiv.org/abs/1509.02165
https://dx.doi.org/10.1093/mnras/stv1538
https://arxiv.org/abs/1504.03692
https://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/30/22/224008
https://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/30/22/224008
https://arxiv.org/abs/1310.0758
https://dx.doi.org/10.3847/1538-4357/aabd3b
https://arxiv.org/abs/1801.02617
https://arxiv.org/abs/1801.02617
https://dx.doi.org/10.3847/1538-4357/ab2236
https://arxiv.org/abs/1812.11585
https://arxiv.org/abs/1908.05356
https://arxiv.org/abs/1908.05356
https://dx.doi.org/10.1126/science.aab1910
https://arxiv.org/abs/1509.07320
https://dx.doi.org/10.1017/pasa.2012.017
https://arxiv.org/abs/1210.6130
https://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/27/8/084013
https://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/27/8/084013
https://arxiv.org/abs/0911.5206
https://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/30/22/224010
https://arxiv.org/abs/1309.7392
https://arxiv.org/abs/1309.7392
https://dx.doi.org/10.1093/mnras/stw347
https://dx.doi.org/10.1093/mnras/stw347
https://arxiv.org/abs/1602.03640
https://arxiv.org/abs/1810.10527
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.105.103018
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.105.103018
https://arxiv.org/abs/2112.11431
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.128.101103
https://arxiv.org/abs/2107.04601
https://dx.doi.org/10.1007/s41114-021-00032-5
https://dx.doi.org/10.1007/s41114-021-00032-5
https://arxiv.org/abs/2011.12414
https://arxiv.org/abs/2306.04496
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.128.111101
https://arxiv.org/abs/2010.13157
https://arxiv.org/abs/2310.06607
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.90.102005
https://arxiv.org/abs/1410.2334
https://dx.doi.org/10.1063/1.4898813
https://arxiv.org/abs/1410.4293
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.071102
https://arxiv.org/abs/2102.05859


2 5

[ 5 3] A. Ni s hi z a w a et al. , “ L a s e r-i nt e rf e r o m e t ri c D e t e c t o r s f o r G r a vi t a ti o n al W a v e B a c k g r o u n d a t 1 0 0 M H z: D e t e c t o r D e si g n

a n d S e n si ti vi t y, ” P h y s. R e v. D 7 7 ( 2 0 0 8 ) 0 2 2 0 0 2 , a r X i v : 0 7 1 0 . 1 9 4 4 [ g r - q c ] .

[ 5 4] T. A k u t s u et al. , “ S e a r c h f o r a s t o c h a s ti c b a c k g r o u n d of 1 0 0- M H z g r a vi t a ti o n al w a v e s wi t h l a s e r i nt e rf e r o m e t e r s, ” P h y s.

R e v. L ett. 1 0 1 ( 2 0 0 8 ) 1 0 1 1 0 1 , a r X i v : 0 8 0 3 . 4 0 9 4 [ g r - q c ] .

[ 5 5] H ol o m e t e r C oll a b o r a ti o n, A. S. C h o u et al. , “ M H z G r a vi t a ti o n al W a v e C o n s t r ai nt s wi t h D e c a m e t e r Mi c h el s o n

I nt e rf e r o m e t e r s, ” P h y s. R e v. D 9 5 n o. 6, ( 2 0 1 7 ) 0 6 3 0 0 2 , a r X i v : 1 6 1 1 . 0 5 5 6 0 [ a s t r o - p h . I M ] .

[ 5 6] M. B ail e s et al. , “ G r o u n d- B a s e d G r a vi t a ti o n al- W a v e A s t r o n o m y i n A u s t r ali a: 2 0 1 9 W hi t e P a p e r, ” a r X i v : 1 9 1 2 . 0 6 3 0 5

[ a s t r o - p h . I M ] .

[ 5 7] K. A c kl e y et al. , “ N e u t r o n S t a r E x t r e m e M a t t e r O b s e r v a t o r y: A kil o h e r t z- b a n d g r a vi t a ti o n al- w a v e d e t e c t o r i n t h e

gl o b al n e t w o r k, ” P u bl. A st r o n. S o c. A u st r al. 3 7 ( 2 0 2 0 ) e 0 4 7 , a r X i v : 2 0 0 7 . 0 3 1 2 8 [ a s t r o - p h . H E ] .

[ 5 8] A. I t o, T. I k e d a, K. Mi u c hi, a n d J. S o d a, “ P r o bi n g G H z g r a vi t a ti o n al w a v e s wi t h g r a vi t o n – m a g n o n r e s o n a n c e, ” E u r.

P h y s. J. C 8 0 n o. 3, ( 2 0 2 0 ) 1 7 9 , a r X i v : 1 9 0 3 . 0 4 8 4 3 [ g r - q c ] .

[ 5 9] A. B e rli n, D. Bl a s, R. Ti t o D’ A g n ol o, S. A. R. Elli s, R. H a r ni k, Y. K a h n, J. S c h ü t t e- E n g el, a n d M. We nt z el,
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[ 2 1 3] D. J. E. M a r s h, J. I. M c D o n al d, A. J. Mill a r, a n d J. S c h ü t t e- E n g el, “ A xi o n d e t e c ti o n wi t h p h o n o n- p ol a ri t o n s r e vi si t e d, ”

P h y s. R e v. D 1 0 7 n o. 3, ( 2 0 2 3 ) 0 3 5 0 3 6 , a r X i v : 2 2 0 9 . 1 2 9 0 9 [ h e p - p h ] .

[ 2 1 4] C. M u r g ui, Y. W a n g, a n d K. M. Z u r e k, “ A xi o n D e t e c ti o n wi t h O p t o m e c h a ni c al C a vi ti e s, ” a r X i v : 2 2 1 1 . 0 8 4 3 2 [ h e p - p h ] .

https://dx.doi.org/10.1088/1361-6633/aae6b5
https://dx.doi.org/10.1088/1361-6633/aae6b5
https://dx.doi.org/10.1088/1361-6633/aae6b5
https://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.88.015004
https://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.88.015004
https://arxiv.org/abs/1505.01076
https://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/32/1/015014
https://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/32/1/015014
https://arxiv.org/abs/1408.0740
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.83.044026
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.83.044026
https://arxiv.org/abs/1004.3558
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.084011
https://arxiv.org/abs/1411.2263
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-19000-6
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-19000-6
https://arxiv.org/abs/1501.06570
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.103.095019
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.103.095019
https://arxiv.org/abs/2011.11646
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.76.084001
https://arxiv.org/abs/0705.2880
https://dx.doi.org/10.1093/ptep/ptu029
https://arxiv.org/abs/1312.2326
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.041101
https://arxiv.org/abs/1704.04791
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.87.043513
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.87.043513
https://arxiv.org/abs/1212.0551
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.77.044036
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.77.044036
https://arxiv.org/abs/0706.2435
https://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2016/10/001
https://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2016/10/001
https://arxiv.org/abs/1605.01209
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.96.104058
https://arxiv.org/abs/1710.09432
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.99.044046
https://arxiv.org/abs/1802.06733
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.74.063003
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.74.063003
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0605724
https://dx.doi.org/10.1073/pnas.0402717101
https://arxiv.org/abs/gr-qc/0407075
https://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2023)136
https://arxiv.org/abs/2112.09147
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.101.036006
https://arxiv.org/abs/1911.03482
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.95.056019
https://arxiv.org/abs/1611.06228
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.104.019901
https://arxiv.org/abs/2005.08824
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.107.035036
https://arxiv.org/abs/2209.12909
https://arxiv.org/abs/2211.08432


3 2

[ 2 1 5] C. G. B a k e r, W. P. B o w e n, P. C o x, M. J. D ol a n, M. G o r y a c h e v, a n d G. H a r ri s, “ O p t o m e c h a ni c al D a r k M a t t e r Di r e c t

D e t e c ti o n, ” a r X i v : 2 3 0 6 . 0 9 7 2 6 [ h e p - p h ] .

[ 2 1 6] S. K a n n o, J. S o d a, a n d A. T a ni g u c hi, “ S e a r c h f o r hi g h-f r e q u e n c y g r a vi t a ti o n al w a v e s wi t h R y d b e r g a t o m s, ”

a r X i v : 2 3 1 1 . 0 3 8 9 0 [ g r - q c ] .

[ 2 1 7] K. S c h mi e d e n a n d M. S c h o t t, “ T h e Gl o b al N e t w o r k of C a vi ti e s t o S e a r c h f o r G r a vi t a ti o n al W a v e s ( G r a v N e t ): A n o v el

s c h e m e t o h u nt g r a vi t a ti o n al w a v e s si g n a t u r e s f r o m t h e e a rl y u ni v e r s e, ” a r X i v : 2 3 0 8 . 1 1 4 9 7 [ g r - q c ] .

[ 2 1 8] J. D. B o w m a n, A. E. E. R o g e r s, R. A. M o n s al v e, T. J. M o z d z e n, a n d N. M a h e s h, “ A n a b s o r p ti o n p r o fil e c e nt r e d a t 7 8

m e g a h e r t z i n t h e s k y- a v e r a g e d s p e c t r u m, ” N at u r e 5 5 5 n o. 7 6 9 4, ( 2 0 1 8 ) 6 7 – 7 0 , a r X i v : 1 8 1 0 . 0 5 9 1 2 [ a s t r o - p h . C O ] .

[ 2 1 9] D. J. Fi x s e n et al. , “ A R C A D E 2 M e a s u r e m e nt of t h e E x t r a- G al a c ti c S k y Te m p e r a t u r e a t 3- 9 0 G H z, ” A st r o p h y s. J. 7 3 4

( 2 0 1 1 ) 5 , a r X i v : 0 9 0 1 . 0 5 5 5 [ a s t r o - p h . C O ] .

[ 2 2 0] V. D o m c k e a n d C. G a r ci a- C el y, “ P o t e nti al of r a di o t el e s c o p e s a s hi g h-f r e q u e n c y g r a vi t a ti o n al w a v e d e t e c t o r s, ” P h y s.

R e v. L ett. 1 2 6 n o. 2, ( 2 0 2 1 ) 0 2 1 1 0 4 , a r X i v : 2 0 0 6 . 0 1 1 6 1 [ a s t r o - p h . C O ] .

[ 2 2 1] A. I t o, K. K o h ri, a n d K. N a k a y a m a, “ G r a vi t a ti o n al w a v e s e a r c h t h r o u g h el e c t r o m a g n e ti c t el e s c o p e s, ”

a r X i v : 2 3 0 9 . 1 4 7 6 5 [ g r - q c ] .

[ 2 2 2] A. I t o, K. K o h ri, a n d K. N a k a y a m a, “ P r o bi n g hi g h f r e q u e n c y g r a vi t a ti o n al w a v e s wi t h p ul s a r s, ” a r X i v : 2 3 0 5 . 1 3 9 8 4

[ g r - q c ] .

[ 2 2 3] T. Li u, J. R e n, a n d C. Z h a n g, “ D e t e c ti n g Hi g h- Fr e q u e n c y G r a vi t a ti o n al W a v e s i n Pl a n e t a r y M a g n e t o s p h e r e, ”

a r X i v : 2 3 0 5 . 0 1 8 3 2 [ g r - q c ] .

https://arxiv.org/abs/2306.09726
https://arxiv.org/abs/2311.03890
https://arxiv.org/abs/2308.11497
https://dx.doi.org/10.1038/nature25792
https://arxiv.org/abs/1810.05912
https://dx.doi.org/10.1088/0004-637X/734/1/5
https://dx.doi.org/10.1088/0004-637X/734/1/5
https://arxiv.org/abs/0901.0555
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.021104
https://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.021104
https://arxiv.org/abs/2006.01161
https://arxiv.org/abs/2309.14765
https://arxiv.org/abs/2305.13984
https://arxiv.org/abs/2305.13984
https://arxiv.org/abs/2305.01832

