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Prefa
ioEn 
osmología standard se ha
en, entre otras, dos suposi
iones fuertes. Una de ellas es que elUniverso es homogéneo e isotrópi
o y la otra es que la teoría estadísti
a válida es la standard (ogenéri
amente, estadísti
a de Boltzmann-Gibbs). La primera de estas dos suposi
iones está soportadapor las observa
iones, estas muestran que el Universo es, a gran es
ala, homogéneo e isotrópi
o. En
uanto a la validez de la teoría estadíti
a, esto no es algo que pueda ser 
orroborado en laboratorio entodo el rango de temperaturas y densidades que interesan para estudiar la evolu
ión del Universo. Laherramienta más poderosa que existe para someter a prueba una teoría a este nivel es la nu
leosíntesisprimordial a través de las predi

iones de abundan
ias de elementos livianos que se produ
en en elUniverso temprano.Más pre
isamente en 
osmología standard la aproxima
ión que se utiliza 
onsiste en 
onsiderar quelas fun
iones de distribu
ión que des
riben el 
omportamiento de las partí
ulas son las 
orrespondientesa gases ideales. Esto se asume válido en un rango de temperaturas de más de 10 ordenes de magnitudy un rango similar de densidades.Una forma de ver que tan buena resulta esta aproxima
ión es 
onsiderar un mar
o estadísti
o másamplio 
on un parámetro libre que se reduz
a al standard en un 
ierto límite. Este mar
o ampliado lobrindan naturalmente las estadísti
as no-extensivas.En esta Tesis de Li
en
iatura hemos he
ho un estudio de la in�uen
ia de la teoría estadísti
a en laevolu
ión del Universo temprano, 
uando se 
onsidera el mar
o no-extensivo.

ix





Capítulo 1Introdu

ión: estadísti
a no-extensiva
1.1. Generaliza
iones de la termoestadísti
aExiste un 
onsenso entre astrónomos y físi
os que sostiene la idea de que la me
áni
a estadísti
a yla termodinámi
a de Boltzmann-Gibbs (BG) son �universales�. Sin embargo, en 
ompleta analogía 
onla me
áni
a Newtoniana no podemos, de ninguna manera, 
onsiderarlas universales. De he
ho, sabemosque 
uando las velo
idades involu
radas (en un determinado mar
o de referen
ia) se aproximan a lade la luz, la me
áni
a de Newton se vuelve sólo una aproxima
ión y la realidad se en
uentra mejordes
rita por la relatividad espe
ial. Análogamente, 
uando las masas involu
radas son tan pequeñas
omo la masa del ele
trón, una vez más la me
áni
a de Newton deviene sólo una aproxima
ión y lame
áni
a 
uánti
a se vuelve ne
esaria para des
ribir la naturaleza. También, si las masas involu
radasson muy grandes, la me
áni
a Newtoniana debe ser extendida en la teoría general de la relatividad.Es en estos sentidos en los que no podemos 
onsiderar a la me
áni
a de Newton 
omo universal. Enla última dé
ada, un gran número de autores respaldan la idea de que el mismo tipo de 
onsidera
iónque a
abamos de ha
er para la me
áni
a es apli
able a la estadísti
a y a la termodinámi
a.Ciertamente, después de más de un siglo de apli
a
iones altamente satisfa
torias de la 
onexiónhe
ha por Boltzmann entre la entropía ma
ros
ópi
a de Clausius y la teoría de las probabilidadesapli
ada al mundo mi
ros
ópi
o, la termoestadísti
a de BG puede y debe ser 
onsiderada 
omo unode los pilares de la 
ien
ia moderna. De todos modos, es inevitable pensar que, 
omo 
ualquier otroprodu
to de la mente humana, este formalismo deba estar sujeto a restri

iones físi
as, i.e. dominiosde apli
abilidad fuera de los 
uales sea 
uando mu
ho una aproxima
ión.Pare
e ser 
ierto que la estadísti
a de BG des
ribe satisfa
toriamente la naturaleza si las intera
-
iones mi
ros
ópi
as efe
tivas son de 
orto al
an
e (i.e., 
onexiones espa
iales 
er
anas) y la memoriami
ros
ópi
a efe
tiva es de 
orto al
an
e (i.e., 
onexiones temporales 
er
anas) y las 
ondi
iones de
ontorno son no-(multi)fra
tales. Crudamente hablando, los formalismos standard son apli
ables (yprobablemente sólo 
uando) el espa
io-tiempo relevante es no-(multi)fra
tal. Si este no es el 
aso, al-gún tipo de extensión pare
e ser ne
esaria. De he
ho, día a día 
re
e la larga lista de anomalías físi
asque no satisfa
en (o in
luso violan) las pres
rip
iones de la estadísti
a de BG (véase por ejemplo lostrabajos de revisión presentados en las Refs.[1, 2, 3℄). Una teoría estadísti
a no-extensiva que re
obra laestadísti
a extensiva de BG 
omo 
aso parti
ular y que des
ribe algunas de las anomalías 
ono
idas fuepropuesta en 1988 (véase la Ref.[4℄). A pesar de que hoy en día se ha a
umulado lo que legítimamentepare
e ser una gran 
antidad de apli
a
iones exitosas, es ne
esario una 
omprensión más profunda 
on-trastada 
on veri�
a
iones más amplias. Además, el trabajo 
omputa
ional debe ser enfatizado dadoque en varios 
ontextos los tratamientos analíti
os son impra
ti
ables.Finalmente, para ser más espe
í�
os, men
ionamos algunos ejemplos para los 
uales la estadísti
a yla termodinámi
a de Boltzmann-Gibbs presenta serias di�
ultades o anomalías. Pensamos en sistemas1



que involu
ran intera

iones de largo al
an
e (e.g. gravita
ión), sistemas 
on memoria mi
ros
ópi
ade largo al
an
e, (e.g. pro
esos esto
ásti
os no-markovianos) y en general sistemas 
onservativos (e.g.Hamiltonianos) o disipativos que de una forma u otra involu
ran un espa
io-tiempo relevante (i.e. unespa
io de fases) 
on estru
tura (multi)fra
tal. Por ejemplo, turbulen
ia en plasmas de ele
trones en 2dimensiones, difusión anómala de Lévy, sistemas granulares, termaliza
ión anómala fotón -ele
trón ensólidos bombardeados por iones, neutrinos solares, velo
idades pe
uliares de galaxias, bremsstrahlunginverso en plasmas y agujeros negros, para 
itar algunos; 
laramente son (en algunos) y podrían ser(en otros) 
asos 
on
retos.1.2. EntropíaHa
e algo más de una dé
ada surgió una teoría estadísti
a alternativa 
omo un intento de sobrellevarlas di�
ultades (al menos algunas de ellas) 
on las que la estadísti
a de BG no tiene éxito. Esta teoríaestá basada en la siguiente forma generalizada para la entropía,
Sq = k

1 −
∑W

i=1 p
q
i

q − 1
, 
on q ∈ R (1.2.1)donde k es una 
onstante positiva, W es el número total de estados mi
ros
ópi
os a

esibles al sistemay el 
onjunto de probabilidades pi satisfa
e

W
∑

i=1

pi = 1. (1.2.2)Para el 
aso q < 0, debe tomarse la pre
au
ión de ex
luir aquellas probabilidades que no sean es-tri
tamente positivas, de otro modo Sq puede diverger; tal pre
au
ión no es ne
esaria para valores de
q > 0 (debido a esta propiedad se di
e que la entropía es expandible para q > 0). La expresión (1.2.1)re
upera la forma usual de la entropía de BG en el límite q → 1, es de
ir

ĺım
q→1

Sq = −k
W
∑

i=1

pi ln pi. (1.2.3)El índi
e entrópi
o q (íntimamente rela
ionado 
on, y determinado por, la dinámi
a mi
ros
ópi
a)
ara
teriza el grado de no-extensividad re�ejado en la regla de pseudo-aditividad para la entropía Sq,
Sq(A+B)/k = Sq(A)/k + Sq(B)/k + (1 − q)[Sq(A)/k][Sq(B)/k], (1.2.4)donde A y B son dos sistemas independientes en el sentido que las probabilidades 
orrespondientesal sistema A + B se fa
torizan en las de A y B (i.e. pij(A + B) = pi(A)pj(B)). Inmediatamentevemos que, dado que en todos los 
asos Sq ≥ 0 (propiedad de no-negatividad), q < 1, q = 1 y q > 1
orresponden respe
tivamente a los 
asos superaditivo (superextensivo), aditivo (extensivo) y subaditivo

(subextensivo).Una propiedad importante que elo
uentemente exhibe los efe
tos de la no-extensividad es la si-guiente. Supongamos que el 
onjunto de posibilidades W se separa arbitrariamente en dos sub
onjun-tos que tienen respe
tivamente WL y WM posibilidades (WL +WM = W ). De�nimos pL ≡∑WL

i=1 pi y
pM ≡∑WM

i=1 pi, de este modo pL + pM = 1. Un po
o de álgebra a partir de (1.2.1) muestra que
Sq(pi) = Sq(pL, pM ) + pqLSq({pi/pL}) + pqMSq({pi/pM}), (1.2.5)donde los 
onjuntos {pi/pL} y {pi/pM} son las probabilidades 
ondi
ionales. Esta sería la famosapropiedad de Shannon si no fuera porque en frente de las entropías aso
iadas 
on las probabilidades




ondi
ionales, apare
en pqL y pqM en vez de pL y pM . De he
ho, dado que las probabilidades {pi} sonnúmeros genéri
os entre 0 y 1, pqi > pi para q < 1 y pqi < pi para q > 1, de este modo, q < 1 y q > 1privilegiarán los eventos raros y los fre
uentes respe
tivamente. Esta simple propiedad se en
uentra enel nú
leo de la teoría propuesta.Re
ientemente se ha demostrado (véase la Ref.[5℄) que si se asume1. 
ontinuidad de la entropía (en los {pi}),2. la entropía es monótonamente 
re
iente 
omo fun
ión de W en el 
aso de equiprobabilidad,3. propiedad (1.2.4) y4. propiedad (1.2.5),enton
es existe una úni
a forma para la entropía y está dada por la e
ua
ión (1.2.1).Otra propiedad importante que sin duda debe ser men
ionada en la presente introdu

ión es que
Sq es 
onsistente 
on el prin
ipio de máxima ignoran
ia de Lapla
e, i.e., Sq es extrema 
uando existeequiprobabilidad, pi = 1/W ∀i (ensamble mi
ro
anóni
o). Este extremo está dado por

Sq = k
W 1−q − 1

1 − q
(W ≥ 1) (1.2.6)el 
ual en el límite q → 1, reprodu
e la famosa fórmula de Boltzmann S = k lnW . En el límiteW → ∞,

Sq diverge si q ≤ 1, y satura a k/(q − 1) si q > 1.Finalmente señalamos que Sq tiene, 
on respe
to a {pi}, 
on
avidad de�nida para todos los valoresde q (Sq es siempre 
ón
ava para q > 0 y siempre 
onvexa para q < 0), en 
ontraste 
on la entropíapropuesta por Renyi: SRq ≡ (ln
∑W

i=1 p
q
i )/(1 − q)=ln[1 + (1 − q)Sq/k]/(1 − q), que no goza de estapropiedad.1.2.1. Breve interludio matemáti
oAntes de de�nir otras 
antidades relevantes es 
onveniente introdu
ir las siguientes fun
iones:

exq ≡ [1 + (1 − q)x]1/(1−q), ∀(x, q) (1.2.7)
on la de�ni
ión suplementaria, para q < 1 es exq = 0 si 1 + (1 − q)x ≤ 0, para q > 1, exq diverge en
x = 1/(q − 1) y

lnq x ≡ x1−q − 1

1 − q
, ∀(x, q). (1.2.8)Es inmediato mostrar que ĺımq→1 e

x
q = ex y que ĺımq→1 lnq x = lnx, así 
omo también las propiedades
e
lnq x
q = lnq e

x
q = x, ∀(x, q). (1.2.9)Con estas de�ni
iones la e
ua
ión (1.2.6) puede rees
ribirse en una forma que se asemeja a la deBoltzmann, esto es,

Sq = k lnqW. (1.2.10)



1.2.2. Valores de expe
ta
iónIntroduz
amos ahora el siguiente valor de expe
ta
ión q-generalizado, no-normalizado :
〈A〉q ≡

W
∑

i=1

pqiAi (1.2.11)de modo que 〈A〉1 
orresponde al valor medio standard para la 
antidad físi
a A. Si el sistema bajo
onsidera
ión es 
uánti
o, su des
rip
ión probabilísti
a está dada en términos del operador densidad
ρ, 
uyos autovalores son los {pi}. Enton
es, la entropía generalizada está dada por

Sq = k
1 − Trρq

q − 1
(Trρ = 1), (1.2.12)y el valor de expe
ta
ión q-generalizado, no-normalizado, de un observable A que no ne
esariamente
onmuta 
on ρ es

〈A〉q ≡ TrρqA. (1.2.13)La e
ua
ión (1.2.12) puede rees
ribirse 
omo
Sq = −k〈lnq ρ〉q. (1.2.14)Si el sistema bajo estudio es un sistema 
lási
o genéri
o, las variables relevantes son típi
amente
ontinuas, y la des
rip
ión probabilísti
a queda determinada por la distribu
ión de probabilidades p(~r),donde ~r es una variable adimensional, digamos, en un espa
io de fases de mu
hos 
uerpos. Enton
es laentropía generalizada está dada por

Sq = k
1 −

∫

d~r[p(~r)]q

q − 1

(
∫

d~rp(~r) = 1

)

, (1.2.15)y el valor de expe
ta
ión q-generalizado, no-normalizado, de un observable A es
〈A〉q ≡

∫

d~r[p(~r)]qA(~r). (1.2.16)En lo que sigue ilustraremos el presente formalismo en el 
aso en que se tienen W probabilidadesmi
ros
ópi
as dis
retas, las dis
usión genéri
a a
er
a de sistemas 
uánti
os y 
lási
os sigue un linea-miento similar. En repetidas o
asiones hemos señalado la 
ara
terísti
a �no-normalizada�, volveremossobre esto más adelante.1.3. Ensamble 
anóni
oLa primera situa
ión físi
a no trivial es aquella en la que un dado sistema se en
uentra en 
onta
to
on un termostato a temperatura T . Para estudiar esta situa
ión, seguiremos el 
amino tomado porGibbs y nos 
on
entraremos en el ensamble 
anóni
o. Más pre
isamente, para obtener la distribu
iónde equilibrio térmi
o aso
iada a un sistema físi
o 
onservativo en 
onta
to 
on el termostato extremi-zaremos Sq 
on las restri

iones impuestas por los vín
ulos ade
uados. El primero de estos vín
ulosentraña la de�ni
ión misma de probabilidad, este es
W
∑

i=1

pi = 1. (1.3.1)



1.3.1. Posibles vín
ulos dados por la energía internaEs importante notar que existe 
ierta libertad a
er
a de 
omo imponer el segundo vín
ulo, esde
ir el que da 
uenta de 
ómo se rela
ionan los valores de las energías aso
iadas a los diferentesestados mi
ro
ópi
os 
on el valor de la energía interna del sistema 
omo un todo. A de
ir verdad variasele

iones han probado ser útiles en distintos aspe
tos. En lo que sigue de esta se

ión men
ionaremosbrevemente dos de las tres ele

iones más usuales en tanto que trataremos 
on un po
o más de detallela ter
era op
ión. Daremos argumentos que ha
en pensar que es esta última op
ión la que permite unamejor 
onexión entre la estadísti
a y la termodinámi
a.Primera ele

iónLa primera ele

ión fue introdu
ida y desarrollada en la Ref.[4℄. Consiste en utilizar además de larestri

ión (1.3.1), la siguiente:
W
∑

i=1

piǫi = U (1), (1.3.2)donde el supraíndi
e (1) se re�ere a la primera ele

ión y los {ǫi} son los autovalores del Hamiltonianodel sistema (
on las 
ondi
iones de 
ontorno elegidas). En otras palabras, se mantiene la de�ni
ión deenergía interna standard dentro del mar
o generalizado. Utilizando las té
ni
as usuales, puede verseque los valores de {pi} que ha
en extrema a Sq 
on las restri

iones impuestas por (1.3.1) y (1.3.2)son,
p
(1)
i =

[1 − (q − 1)β⋆ǫi]
1/(q−1)

∑W
j=1[1 − (q − 1)β⋆ǫj ]1/(q−1)

, (1.3.3)donde debemos resaltar que, a pesar de las aparien
ias, β⋆ no es el multipli
ador de Lagrange aso
iadoa la restri

ión sobre la energía interna (es por este motivo que se ha utilizado β⋆ y no la nota
iónusual β). Esta expresión,1. re
obra la estadísti
a usual de Boltzmann-Gibbs (pi ∝ e−βǫi) en el límite q → 1y2. depende de las energías mi
ros
ópi
as 
on una ley de poten
ias en vez de la dependen
ia expo-nen
ial familiar.Estas dos 
ara
terísti
as importantes se en
ontrarán presentes en las tres ele

iones que dis
utiremos.Rápidamente se hizo evidente que esta ele

ión para la energía interna era inade
uada para tratar lasdi�
ultades matemáti
as serias (divergen
ias no deseadas) que se en
uentran presentes en una variedadde sistemas anómalos.Segunda ele

iónLa segunda ele

ión, también introdu
ida en la Ref.[4℄ y desde enton
es intensamente estudiadapermite un 
amino natural para evitar algunas di�
ultades que la primera ele

ión no puede resolver.Esta postula 
omo restri

ión para la energía interna,
W
∑

i=1

pqi ǫi = U (2), (1.3.4)donde el supraíndi
e (2) se re�ere a la segunda ele

ión. Los valores de pi que ha
en extrema a Sq sonahora
p
(2)
i =

[1 − (1 − q)βǫi]
1/(1−q)

Z
(2)
q

, (1.3.5)



donde hemos de�nido la fun
ión de parti
ión generalizada
Z(2)
q =

W
∑

j=1

[1 − (1 − q)βǫj ]
1/(1−q). (1.3.6)Este resultado 
oin
ide 
on el resultado produ
ido por la primera ele

ión ex
epto por el he
ho de que

(1 − q) desempeña ahora el rol que antes jugaba (q − 1). En este 
aso en 
ontraste 
on el anterior βes, 
omo es usual, el multipli
ador de Lagrange aso
iado a la restri

ión sobre la energía interna. Estadistribu
ión presenta un 
ut-o� (i.e. probabilidades nulas para niveles de la energía lo su�
ientementealtos 
omo para produ
ir valores negativos en el argumento de la fun
ión eq) para todos los valoresde q < 1, mientras que este fenómeno o
urría en la primera ele

ión para q > 1. La distribu
ión deequilibrio (1.3.5) puede ser rees
rita en forma 
onveniente 
omo
p
(2)
i =

e−βǫiq

Z
(2)
q



Z(2)
q ≡

W
∑

j=1

e−βǫiq



 , (1.3.7)esta expresión se asemeja formalmente al resultado de Boltzmann-Gibbs (de he
ho este tipo de analogíasse presenta a lo largo de todo el formalismo). Introdu
iendo T ≡ 1/kβ puede mostrarse la siguienteserie de igualdades (véase la Ref.[6℄)
1

T
=

∂Sq

∂U
(2)
q

, (1.3.8)
F (2)
q ≡ U (2)

q − TSq = − 1

β
lnq Z

(2)
q , (1.3.9)

U (2)
q = − ∂

∂β
(lnq Z

(2)
q ), (1.3.10)

C(2)
q ≡ T

∂Sq
∂T

=
∂U

(2)
q

∂T
= −T ∂

2F
(2)
q

∂T 2
, (1.3.11)donde Fq, Uq y Cq representan las 
orrespondientes generaliza
iones de la energía libre de Helmholtz,la energía interna y el 
alor espe
í�
o.Como vemos, la estru
tura usual de las transforma
iones de Legendre de la termodinámi
a stan-dard permane
e válida para todos los valores de q. Dentro de esta segunda ele

ión una larga listade teoremas standard han demostrado ser q-invariantes, esto es preservan la estru
tura standard enel formalismo no-extensivo. Sólo por men
ionar algunos, 
umplen 
on esta propiedad: el teorema H(irreversibilidad temporal ma
ros
ópi
a), el teorema de Ehrenfest (prin
ipio de 
orresponden
ia), elteorema de re
ipro
idad de Onsager (irreversibilidad temporal mi
ros
ópi
a), las rela
iones de Kramery Wannier (
ausalidad), la desigualdad de Bogolyubov y la estabilidad termodinámi
a (signo de�nidopara los 
alores espe
í�
os). Las bondades de estas propiedades sumadas a los éxitos obtenidos en lasdes
rip
iones de una variedad de anomalías en sistemas físi
os espe
í�
os, 
onstituyen probablementela base de la popularidad de este formalismo en la literatura. De todas maneras, esta segunda ele

iónimpli
a tres 
onse
uen
ias que, a pesar se ser posibles en prin
ipio, son sin lugar a dudas, extrañas entérminos de los fundamentos físi
os a los que estamos a
ostumbrados, estas son,1. La distribu
ión dada por las e
ua
iones (1.3.5) y (1.3.6) no es invariante ante una trasla
iónuniforme del espe
tro de energías {ǫi} (i.e. los resultados termodinámi
os dependen de la ele

ióndel origen de energías).2. La manera en la 
ual es de�nido el valor generalizado de la energía interna U (2)

q , sugiere que todoslos observables de la teoría deben apare
er en la misma forma, esto es, a través de los llamados



valores de expe
ta
ión, no-extensivos, de�nidos mediante O(2)
q ≡ 〈Oi〉q ≡

∑W
i=1 p

q
iOi donde {Oi}son los autovalores aso
iados 
on el observable aso
iado O (a lo largo de esta dis
usión supon-dremos por simpli
idad que el observable 
onmuta 
on el operador densidad). A pesar de que es
laro que de ninguna manera la de�ni
ión de estas 
antidades viola la teoría de probabilidades,el he
ho matemáti
o que 〈1〉q no es en general 1, es difí
il de interpretar.3. Finalmente, si dos sistemas A y B son tales que satisfa
en las propiedades pA+B
ij = pAi p

B
j y

ǫA+B
ij = ǫAi + ǫBj , enton
es
U (2)
q (A+B)/k = U (2)

q (A)/k +U (2)
q (B)/k + (1− q)[U (2)

q (A)Sq(B)/k][U (2)
q (B)Sq(A)/k], (1.3.12)lo 
ual di�ere radi
almente de U (2)

q (A)/k + U
(2)
q (B)/k. En otras palabras el primer prin
ipiode la termodinámi
a (es de
ir, la 
onserva
ión de la energía) no preserva ma
ros
ópi
amen-te la misma forma que tiene mi
ros
ópi
amente. Podría objetarse sin embargo que si estamos
onsiderando plausible la no-aditividad de la entropía, no resultará tan extraño a
eptar que lomismo su
ede para la energía. El punto es que la entropía es una 
antidad informa
ional mientrasque la energía es una 
antidad me
áni
a. Dado que el presente formalismo no altera de ningunamanera los pro
esos a nivel dinámi
o, la 
omposi
ión no-aditiva para las energías internas re
iénmen
ionada, está en 
ontra de lo que se esperaría.Ter
era ele

iónEstamos ahora en 
ondi
iones de introdu
ir la ter
era ele

ión para el vín
ulo que impone la energíainterna. Esta ele

ión ha sido propuesta por Plastino, Mendes y Tsallis en la Ref.[7℄. De he
ho, unamanera de evitar (en forma simultánea) las tres 
onse
uen
ias po
o familiares que a
abamos de dis
utires postular la restri

ión que impone la energía interna 
omo

∑W
i=1 p

q
i ǫi

∑W
i=1 p

q
i

= U (3), (1.3.13)i.e. pesar los autovalores del Hamiltoniano 
on el 
onjunto de probabilidades pqi /∑W
i=1 p

q
i (a ve
esllamadas probabilidades �es
olta�, del inglés es
ort); aquí el supraíndi
e (3) se re�ere a la ter
eraele

ión. Los valores de pi que ha
en extrema a Sq son esta vez

p
(3)
i =

[1 − (1 − q)β(ǫi − U
(3)
q )/

∑W
i=1 (p

(3)
i )q]1/(1−q)

Z̄
(3)
q

(1.3.14)
=

expq[−β(ǫi − U
(3)
q )/

∑W
i=1 (p

(3)
i )q]

Z̄
(3)
q

, (1.3.15)donde hemos de�nido la fun
ión de parti
ión generalizada
Z̄(3)
q =

W
∑

j=1

[

1 − (1 − q)β(ǫj − U (3)
q )/

W
∑

i=1

(p
(3)
i )q

]1/(1−q) (1.3.16)
=

W
∑

j=1

expq

[

−β(ǫj − U (3)
q )/

W
∑

i=1

(p
(3)
i )q

]

. (1.3.17)Puede demostrarse (véase la Ref.[8℄) que si se de�ne (T ≡ 1/kβ) se 
umplen las siguientes igualda-des,
1

T
=

∂Sq

∂U
(3)
q

, (1.3.18)



F (3)
q ≡ U (3)

q − TSq = − 1

β
lnq Z̄

(3)
q , (1.3.19)y enton
es

Sq = k lnq Z̄
(3)
q . (1.3.20)Además el uso de la e
ua
ión (1.3.19), junto 
on la igualdad β∂U (3)

q /∂β = ∂(lnq Z̄
(3)
q )/∂β 
ondu
en aun resultado interesante, a saber

U (3)
q =

∂

∂β
(βF (3)

q ) ∀q. (1.3.21)Notemos que Z̄(3)
q se re�ere a los niveles de energía {ǫi} 
on respe
to a U (3)

q . Podemos utilizar 0 
omola energía de referen
ia de�niendo Z(3)
q a través de la rela
ión
lnq Z

(3)
q = lnq Z̄

(3)
q − βU (3)

q . (1.3.22)De esta manera podemos rees
ribir las e
ua
iones (1.3.19) y (1.3.21) 
omo,
F (3)
q = − 1

β
lnq Z

(3)
q , (1.3.23)y

U (3)
q = − ∂

∂β
(lnq Z

(3)
q ). (1.3.24)Finalmente puede veri�
arse que

C(3)
q ≡ T

∂Sq
∂T

=
∂U

(3)
q

∂T
= −T ∂

2F
(3)
q

∂T 2
. (1.3.25)Vemos enton
es que esta ter
era ele

ión, al igual que la segunda, satisfa
e la estru
tura de lastransforma
iones de Legendre, presenta el 
ut-o� (útil) para q < 1 y según 
omentaremos rápidamante,satisfa
e varios de los teoremas q-generalizados que ya hemos men
ionado. De todas maneras, lo queha
e tan parti
ular a esta ele

ión es el he
ho de se en
uentra libre de las tres 
onse
uen
ias po
ofamiliares que fueron señaladas 
uando tratamos la segunda ele

ión. Esto es,1. Si sumamos una 
onstante ǫ0 al espe
tro {ǫi} tenemos que (
omo probaremos en forma auto-
onsistente) U (3)

q deviene U (3)
q + ǫ0 lo 
ual deja invariantes a las diferen
ias ǫi − U

(3)
q que a la vezdeja invariante (en forma auto-
onsistente) el 
onjunto de probabilidades pi y enton
es a todaslas 
antidades termoestadísti
as.2. La de�ni
ión de U (3)

q sugiere la siguiente de�ni
ión para los valores de expe
ta
ión no-extensivos:
O(3)
q ≡ 〈〈Oi〉〉q ≡

∑W
i=1 p

q
iOi

∑W
i=1 p

q
i

, (1.3.26)donde O es 
ualquier observable. Resulta ahora trivial, mostrar que 〈〈1〉〉q = 1 ∀q).3. Es también inmediato mostrar que para los sistemas A y B que ya hemos introdu
ido, se 
umple
U (3)
q (A+B) = U (3)

q (A) + U (3)
q (B), (1.3.27)re
uperando de este modo la misma forma válida en la estadísti
a standard (q = 1).



Finalmente men
ionamos (para más detalles véase la Ref.[7℄) que las probabilidades de equilibrioaso
iadas 
on la ter
era ele

ión 
oin
iden 
on las de la segunda ele

ión pero 
on una temperaturarenormalizada. Esta es la razón por la 
ual todos los teoremas que no utilizan la dependen
ia espe
í�
a
on la temperatura de las 
antidades termodinámi
as involu
radas (sino que más bien utilizan el he
hode que el sistema se en
uentre a una temperatura �nita �ja pero arbitraria) permane
en válidos. Ademásla des
rip
ión de todos los sistemas para los 
uales el formalismo provisto por la segunda ele

iónha sido apropiada (sistemas auto-gravitantes, turbulen
ia, difusión anómala, velo
idades pe
uliares degalaxias, neutrinos solares, bremsstrahlung), resulta tambíen exitosa en el mar
o provisto por la ter
eraele

ión en tanto estos no involu
ren dependen
ias térmi
as espe
í�
as.1.4. Fun
iones de distribu
iónEn esta se

ión des
ribiremos el formalismo del ensamble gran 
anóni
o en el 
ontexto no-extensivo.Daremos también las expresiones generalizadas de las fun
iones de distribu
ión que luego se utilizaránpara estable
er el formalismo termodinámi
o en el Universo. Introdu
iremos aquí la aproxima
ión defa
toriza
ión basada en la segunda de las op
iones anteriormente des
ritas. Esta aproxima
ión serásu�
iente para nuestros �nes ya que provee resultados 
ompatibles 
on los que se obtienen utilizandola expresión exa
ta de las fun
iones de distribu
ión, mu
ho más 
ompleja. Véase por ejemplo el trabajode Tirnakl� y Torres (Ref.[9℄).A pesar de que la ter
era op
ión pare
e ser 
on
eptualmente más simple que la segunda, los 
ál
ulosde dependen
ias térmi
as 
on
retas son mu
ho más difí
iles. Esto se debe a que en la segunda ele

iónlas e
ua
iones para los {pi} son explí
itas (ver (1.3.5)) mientras que resultan implí
itas en la ter
eraele

ión (ver (1.3.14)).El objetivo de este trabajo es estudiar la evolu
ión del Universo 
uando las fun
iones de distribu
ióndi�eren levemente de las standard. Desta
amos que la prin
ipal virtud de trabajar en el mar
o provistopor la segunda op
ión es que esta provee (según veremos enseguida) expresiones sen
illas para lasfun
iones de distribu
ión generalizadas. Este he
ho hará posible que podamos proseguir los 
ál
ulos enforma analíti
a más allá de los puntos al
anzables en tratamientos similares utilizando expresiones más
omplejas. El tratamiento analíti
o permitirá seguir 
on mayor 
laridad la propaga
ión de los efe
tosque produ
e el he
ho de 
ambiar las fun
iones de distribu
ión a medida que avan
emos en los 
ál
ulos.1.4.1. Ensamble gran 
anóni
oConsideremos un gas 
ompuesto por N partí
ulas 
uánti
as no-intera
tuantes. Si el sistema seen
uentra en 
onta
to 
on un reservorio térmi
o y uno de partí
ulas, la energía E y el número departí
ulas N �u
túan, es de
ir, la energía y el número de partí
ulas se 
onservan en promedio. Losestados esta
ionarios del sistema están dados por la solu
ión de la e
ua
ión de S
hrödinger:
HψR = ERψR, (1.4.1)donde H es el Hamiltoniano y ψR es la fun
ión de onda del sistema. Los estados a

esibles al sis-tema están representados por R, que des
ribe los posibles estados 
uánti
os del gas. En el formalis-mo de la segunda 
uantiza
ión, R queda determinado por el 
onjunto de los números de o
upa
ión

{n1, n2, . . . , nk, . . .}, donde nk denota el número de partí
ulas en el estado k.En el mar
o me
ano
uánti
o las partí
ulas son 
onsideradas indistinguibles y esto lleva en formanatural a que los estados físi
os de un sistema 
uánti
o sólo puedan estar des
ritos por fun
iones deonda que sean simétri
as o antisimétri
as frente al inter
ambio de partí
ulas (véase por ejemplo ellibro de Cohen-Tannoudji, Ref.[10℄). Las fun
iones de onda simétri
as des
riben partí
ulas de spin



entero llamadas bosones y un número arbitrario de partí
ulas puede estar en un dado estado. Es de
ir,
nk = 0, 1, 2, . . . , para bosones. Por otro lado, las fun
iones de onda antisimétri
as des
riben partí
ulasde spin semientero llamadas fermiones. En este 
aso es válido el prin
ipio de ex
lusión de Pauli. Conesto, nk = 0, 1 para fermiones.Los estados del sistema 
onforman un ensamble 
on probabilidades PR. Por otro lado, dado queel sistema se en
uentra en 
onta
to 
on el reservorio de 
alor y de partí
ulas, puede estable
erse unensamble de tipo gran 
anóni
o.En el estado de equilibrio podemos determinar las probabilidades de distribu
ión en los estados
ara
terizados por R de sistemas similares del ensamble gran 
anóni
o. De a
uerdo al teorema H deBoltzmann, la entropía debe ser un máximo. Re
ordemos que en el mar
o no-extensivo en que estamostrabajando, la entropía está dada por

Sq =
1 −∑R P

q
R

q − 1
, (1.4.2)donde hemos utilizado unidades tales que la 
onstante k que apare
e en la e
ua
ión (1.2.1) toma elvalor k = 1.El problema se redu
e a extremizar la entropía 
on los vín
ulos impuestos por: la normaliza
iónde las probabilidades, la 
onserva
ión de la energía y la 
onserva
ión del número de partí
ulas enpromedio, estos son:

1 =
∑

R

PR, (1.4.3)
Ē =

∑

R

P qRER, (1.4.4)
N̄ =

∑

R

P qRNR. (1.4.5)Para hallar la solu
ión de este problema varia
ional, siguiendo el método de los multipli
adoresindeterminados de Lagrange, debemos maximizar la expresión:
Q =

1

q − 1

(

1 −
∑

R

P qR

)

− α
∑

R

PR − β
∑

R

P qRER − γ
∑

R

P qRNR, (1.4.6)donde α, β y γ son los multipli
adores indeterminados de Lagrange. Ha
iendo ∂Q/∂PR = 0, obtenemos
∑

R

(

qP q−1
R

q − 1
+ α+ qβP q−1

R ER + γqP q−1
R NR

)

= 0. (1.4.7)Dado que la expresión entre paréntesis es válida para todo R, 
ada uno de los términos de la sumadebe anularse, es de
ir,
qP q−1

R + (q − 1)α + q(q − 1)βP q−1
R ER + γq(q − 1)P q−1

R NR = 0. (1.4.8)Podemos hallar la expresión para PR a partir de la e
ua
ión anterior identi�
ando a los multipli
adores
β y γ mediante:

γ = −βµ, β = 1/T, (1.4.9)donde µ es el poten
ial quími
o y T es la temperatura del estado de equilibrio termodinámi
o. De estamanera la probabilidad de que el ensamble se en
uentre en el estado R es
PR = [1 + β(q − 1)ER − β(q − 1)µ]1/(q−1)/Zq, (1.4.10)



donde hemos de�nido la generaliza
ión de la gran fun
ión de parti
ión mediante
Zq =

∑

R

[1 + β(q − 1)ER − β(q − 1)µ]1/(q−1). (1.4.11)El estado 
uánti
o del gas queda 
ara
terizado unívo
amente 
uando los números de o
upa
ión delos estados de una partí
ula son espe
i�
ados. Los números de o
upa
ión también determinan en formaautomáti
a la energía total y el número total de partí
ulas, esto es,
ER = n1ǫ1 + n2ǫ2 + . . . + nkǫk + . . . , (1.4.12)
NR = n1 + n2 + . . .+ nk + . . . , (1.4.13)donde ǫk denota la energía de una partí
ula en el estado k.Sustituyendo las e
ua
iones (1.4.12) y (1.4.13) en las expresiones (1.4.11) y (1.4.10) obtenemos,

Pn1,...,nk,... =
[1 + β(q − 1)(ǫ1 − µ)n1 + . . .+ β(q − 1)(ǫk − µ)nk + . . .]1/(q−1)

Zq
, (1.4.14)donde

Zq =
∑

n1,...,nk,...

[1 + β(q − 1)(ǫ1 − µ)n1 + . . .+ β(q − 1)(ǫk − µ)nk + . . .]1/(q−1). (1.4.15)1.4.2. Aproxima
ión de fa
toriza
iónPara un gas diluido, donde las 
orrela
iones entre partí
ulas puede ser ignorada, los estados de lasdiferentes partí
ulas pueden ser 
onsiderados 
omo independientes, de modo que la fun
ión de parti
ióndada por (1.4.11) puede fa
torizarse en términos de los fa
tores 
orrespondientes al estado k-ésimo deuna partí
ula, es de
ir,
Zq =

∞
∏

k=1

∑

nk=0

[1 + β(q − 1)(ǫk − µ)nk]
1/(q−1). (1.4.16)Sobre la validez de esta fa
toriza
ión, volveremos en un momento.A partir de esta expresión, puede demostrarse (véase la Ref.[11℄ para los detalles) que los númerosmedios de o
upa
ión generalizados (i.e. las fun
iones de distribu
ión) están dados por

〈nr〉q =
1

[1 + (q − 1)β(ǫr − µ)]1/(q−1) + ξ
, (1.4.17)
on ξ = 0,+1 ó −1 según se trate de un gas de Maxwell-Boltzmann (MB), Bose-Einstein (BE) oFermi-Dira
 (FD) respe
tivamente. Como debe ser, tomando el límite para (q − 1) → 0 se re
uperanlas fun
iones de distribu
ión standard de MB, BE y FD respe
tivamente. Vale la pena desta
ar queestas expresiones para las fun
iones de distribu
ión 
uánti
as no es exa
ta debido a la aproxima
ióninvolu
rada al pasar de la e
ua
ión (1.4.15) a la (1.4.16). La fa
toriza
ión es sólo una aproxima
ión yaque en general

[1 + (q − 1)(A +B)]1/(q−1) 6= [1 + (q − 1)A]1/(q−1)[1 + (q − 1)B]1/(q−1). (1.4.18)Dado que la igualdad es válida 
uando q = 1 es de esperar que para valores de |q − 1| ≪ 1 ambosmiembros no di�eran demasiado entre sí. Además se ha demostrado, al menos en el 
aso de los fotones(véase Ref.[12℄), que si llamamos �exa
to� al miembro izquierdo de (1.4.18) y �aproxima
ión� al miembrodere
ho enton
es exa
to>aproxima
ión para q > 1 y exa
to<aproxima
ión para q < 1. Con esto, los
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β(ε−µ)Figura 1.1: Comportamiento de las fun
iones de distribu
ión generalizadas (FD, MB y BE respe
tiva-mente) para q = 1,1 y q = 0,9. También se muestran las distribu
iones standard 
orrespondientes.resultados obtenidos a partir de la fa
toriza
ión 
onstituyen, en este 
aso, 
otas superiores e inferioresdel resultado exa
to 
on respe
to al índi
e q.En el orden de aproxima
íon que nos interesa es lí
ito retener sólo el orden dominante en (q − 1)en la expresión (1.4.17). El desarrollo a primer orden otorga,
〈nr〉q =

1

eβ(ǫr−µ) + ξ
+
q − 1

2

(β(ǫr − µ))2eβ(ǫr−µ)

(eβ(ǫr−µ) + ξ)2
(1.4.19)En la Fig.(1.1) se muestra el 
ambio produ
ido en las fun
iones de distribu
ión debido a la no-extensividad al 
onsiderar dos valores de (q − 1) 
er
anos a 0. También se muestran las fun
ionesde distribu
ión standard.La e
ua
ión (1.4.19) provee la forma para la fun
ión de distribu
ión que utilizaremos en el próximo
apítulo. Allí analizaremos 
ómo son afe
tados algunos de los eventos 
osmológi
os más importantesque tienen lugar en el trans
urso de la historia térmi
a del Universo.



Capítulo 2Historia térmi
a de un Universolevemente no-extensivo
2.1. Introdu

iónEn este 
apítulo estable
eremos las bases formales de una 
osmología no-extensiva. Para esto,tomaremos las fun
iones de distribu
ión provistas por la teoría estadísti
a introdu
ida en el 
apítuloanterior y 
onstruiremos 
on ellas la historia térmi
a del Universo. Nuestro interés estará 
entrado enestudiar que aspe
tos se modi�
an, y 
ómo lo ha
en, respe
to de lo que predi
e la 
osmología standard;es de
ir, la 
osmología 
onstruida utilizando las fun
iones de distribu
ión de Maxwell-Boltzmann,Fermi-Dira
 o Bose-Einstein.Como hemos di
ho, las desvia
iones 
on respe
to a la estadísti
a standard podrían representar laapari
ión de efe
tos no-extensivos rela
ionados 
on intera

iones de largo al
an
e, efe
tos de memoria,o evolu
ión en un espa
io fra
tal o multifra
tal. En el Universo temprano usualmente se asume que lasfun
iones de distribu
ión son las usuales, de este modo, el 
onsiderar la evolu
ión del Universo en unmar
o teóri
o más amplio nos permitirá evaluar este he
ho y hallar límites para el rango de su validez.En las se

iones 2.2 y 2.3 hallaremos las expresiones generalizadas de las e
ua
iones fundamentalesque gobiernan el 
omportamiento termodinámi
o de las distintas espe
ies de partí
ulas que existen en elUniverso. Luego, en las se

iones 2.4 y 2.5, estudiaremos 
ómo se modi�
an diferentes eventos, 
omo eldesa
oplamiento de partí
ulas y otros. Finalmente, en las se

iones 2.6 y 2.7, generalizaremos resultadosque pueden ser utilizados en otros 
ontextos, entre ellos la ley de Saha y la e
ua
ión de Boltzmann. Estosresultados 
onstituirán la base de nuestro ulterior estudio de los pro
esos de nu
leosíntesis primordial,así 
omo otras apli
a
iones.Este 
apíitulo se en
uentra reportado en la Ref. [13℄.2.2. Termodinámi
a en el equilibrio2.2.1. Densidad de partí
ulas, densidad de energía y presiónLa densidad numéri
a n, la densidad de energía, ρ y la presión, P , para un gas de partí
ulas quedande�nidas en términos de su 
orrespondiente fun
ión de distribu
ión en el espa
io de las fases f(x,p).Si suponemos que el espa
io es homogéneo e isotrópi
o, se sigue que f(x,p) = f(p). Si 
onsideramosademás que las partí
ulas se en
uentran en equilibrio térmi
o y que intera
túan débilmente, enton
es13



n, ρ y P en términos de f(p) vienen dadas por las expresiones (véase, por ejemplo, el libro de Huang[14℄):
n =

g

h3

∫

f(p)d3p, (2.2.1)
ρ =

g

h3

∫

f(p)E(|p|)d3p, (2.2.2)
P =

g

h3

∫

f(p)
|p|2

3E(|p|)d
3p, (2.2.3)donde el fa
tor g 
ontempla posibles grados de libertad internos de las partí
ulas (spin, heli
idad, et
).A los efe
tos de evaluar estas integrales, debe darse además de la fun
ión de distribu
ión f(p),la rela
ión energía-impulso E = E(p). Tomaremos en general la rela
ión energía-impulso dada porla Teoría de la Relatividad Espe
ial, esto es: E2(|p|) = c2|p|2 + m2c4 y utilizaremos sus formasaproximadas, ya sea en el límite 
lási
o o en el relativista, 
uando sea apropiado.Resulta 
onveniente trabajar en el Sistema de Unidades Naturales (SUN). En este sistema, las
onstantes fundamentales son tales que ~ = c = kB = 1, 
on kB la 
onstante de Boltzmann. Cuandosea ne
esario realizar 
ál
ulos en forma explí
ita para dar resultados por ejemplo en el sistema CGS,utilizaremos los fa
tores de 
onversión que se detallan en el Apéndi
e I.Si f(p) depende del impulso sólo a través de su módulo (
omo es el 
aso 
uando en la fun
ión dedistribu
ión apare
e solamente la energía), debido a la isotropía en el espa
io de impulsos, podemoses
ribir para las 
antidades antes de�nidas,

n =
g

2π2

∫

f(p)p2dp, (2.2.4)
ρ =

g

2π2

∫

f(p)E(p)p2dp, (2.2.5)
P =

g

2π2

∫

f(p)
p2

3E(p)
p2dp. (2.2.6)Consideremos ahora la aproxima
ión de fa
toriza
ión en el mar
o de la teoría estadísti
a no-extensivaintrodu
ida anteriormente, en este 
aso la fun
ión de distribu
ión esta dada por

fq(p(E(x)) =
1

ex−ψ ∓ 1
+
q − 1

2

(x− ψ)2ex−ψ

(ex−ψ ∓ 1)2
. (2.2.7)El signo − debe usarse para los bosones y el + para los fermiones y hemos de�nido x = βE y ψ = βµ
on β = 1/kBT = 1/T siendo T la temperatura y µ el poten
ial quími
o.En la aproxima
ión en que estamos trabajando, el 
ambio en la estadísti
a se tradu
e en un términoadi
ional en la fun
ión de distribu
ión. Esto es, podemos es
ribir a fq(p) 
omo suma de dos términos.Al primero lo llamaremos término standard (lo denotaremos 
on fst(p), en general, 
on un índi
e st)y representará a las fun
iones de distribu
ión usuales, ya sean las de Bose-Einstein, Fermi-Dira
 oMaxwell-Boltzmann. Al segundo lo denominaremos término 
orre
tivo, o simplemente 
orre

ión (loes
ribiremos 
omo fc(p), en general, 
on un índi
e c), éste 
ontemplará 
ómo se modi�
a la fun
ión dedistribu
ión debido a la no-extensividad de la teoría estadísti
a.En lo que sigue 
al
ularemos en forma explí
ita 
ada una de las 
antidades de�nidas en (2.2.4),(2.2.5) y (2.2.6). Debido a lo señalado en el párrafo anterior y dado que el operador integral es lineal,es de esperar que todos los resultados que obtengamos por sustitu
ión dire
ta de fq(p) en 
ada unade esas expresiones estén 
onstituidos por dos términos: uno proveniente de la parte standard y otrode la 
orre

ión. Por otro lado, en 
ál
ulos más 
omplejos y 
uando sea oportuno, es
ribiremos los



resultados generalizados 
omo los resultados que provienen de la teoría standard más una 
orre

ión aprimer orden en (q − 1). Todas las e
ua
iones a las que arribemos deberán redu
irse a las e
ua
ionesderivadas en la teoría standard en el límite (q− 1) → 0. Los resultados que se detallan en este 
apítuloprovenientes de 
onsiderar la parte standard de las fun
iones de distribu
ión, pueden ser veri�
ados enel libro de Kolb & Turner [17℄.Caso Relativista (no degenerado)Cal
ulemos ahora 
ada una de estas 
antidades en el régimen relativista E ≫ m, es de
ir 
uando
E2 ≃ p2. El 
aso no degenerado queda de�nido por la 
ondi
ión kBT = T ≫ µ. Bajo estas 
ondi
iones,podemos aproximar la fun
ión de distribu
ión fq(p) por:

fq(p(E(x))) =
1

ex ∓ 1
+
q − 1

2

x2ex

(ex ∓ 1)2
. (2.2.8)Densidad numéri
a de partí
ulasTeniendo en 
uenta la rela
ión energía-impulso, y usando a la energía 
omo variable de integra-
ión, obtenemos:

nq =
g

2π2
T 3

∫

∞

0
fq(x)x

2dx, (2.2.9)donde hemos de�nido la variable adimensional x = E/T .Podemos llevar a 
abo en forma explí
ita el 
ál
ulo de nq utilizando la expresión para fq propuestaen (2.2.8) y las expresiones integrales para las fun
iones de Bose (gn(z)) y de Fermi (fn(z)) dadaspor:
gn(z) =

1

Γ(n)

∫

∞

0

xn−1

z−1ex − 1
dx, (2.2.10)

fn(z) =
1

Γ(n)

∫

∞

0

xn−1

z−1ex + 1
dx. (2.2.11)

Γ(n) son las fun
iones Gamma, de�nidas en forma integral por
Γ(n+ 1) =

∫

∞

0
e−xxndx para n > −1, (2.2.12)y que satisfa
en la rela
ión de re
urren
ia

Γ(n+ 1) = nΓ(n). (2.2.13)Además, la fun
ión Γ(n) es tal que
Γ(n+ 1) = n!, para todo n ∈ Z. (2.2.14)Utilizando lo anterior, obtenemos,

nq =
g

2π2
Γ(3)

{

g3(1)
f3(1)

}

T 3 +
g

2π2

q − 1

2
4Γ(4)

{

g4(1)
f4(1)

}

T 3

{ bosonesfermiones } . (2.2.15)Teniendo en 
uenta que gn(1) = ζ(n), 
on ζ(n) la fun
ión Zeta de Riemann, de�nida por
ζ(n) =

∞
∑

l=1

1

ln
, (2.2.16)



y que en parti
ular ζ(3) = π4/90 ≃ 1,202 y ζ(4) ≃ 1,082, estamos en 
ondi
iones de evaluar(2.2.15). Esto otorga,
nbq =

gb

2π2
2ζ(3)T 3 +

gb

2π2
12,98(q − 1)T 3, (2.2.17)

nfq =
gf

2π2

3

2
ζ(3)T 3 +

gf

2π2
11,36(q − 1)T 3. (2.2.18)Donde se ha utilizado la rela
ión existente entre fn(1) y gn(1) = ζ(n) dada por

fn(1) =

(

1 − 1

2n−1

)

gn(1). (2.2.19)Efe
tivamente, 
omo habíamos anti
ipado, vemos que debido al 
ambio en la estadísti
a la densi-dad númeri
a de partí
ulas 
onsta de dos términos, es de
ir hemos podido es
ribir nq = nst +nctanto para los bosones (b) 
omo para los fermiones (f), donde nst son los primeros términos en(2.2.17) y (2.2.18)Densidad de energíaEfe
tuando en (2.2.5) el mismo 
ambio de variable que hi
imos para 
al
ular nq, llegamos a unaexpresión integral para ρq dada por:
ρq =

g

2π2
T 4

∫

∞

0
fq(x)x

3dx. (2.2.20)Esto nos 
ondu
e a,
ρq =

g

2π2
Γ(4)

{

g4(1)
f4(1)

}

T 4 +
g

2π2

q − 1

2
5Γ(5)

{

g5(1)
f5(1)

}

T 4

{ bosonesfermiones } . (2.2.21)Teniendo en 
uenta las rela
iones antes men
ionadas entre fn(1) y gn(1), en
ontramos que ladensidad de energía de los bosones es
ρbq =

π2

30
gbT 4 +

gb

2π2

5!

2
ζ(5)(q − 1)T 4, (2.2.22)mientras que la de los fermiones es

ρfq =
π2

30

7

8
gfT 4 +

gf

2π2

5!

2

15

16
ζ(5)(q − 1)T 4. (2.2.23)De�niendo g =

∑

b g
b + 7

8

∑

f g
f , podemos es
ribir la densidad de energía total: ρTq =

∑

b ρ
b
q +

∑

f ρ
f
q ;

ρTq =
π2

30
gT 4 +

1

2π2

5!

2





∑

b

gb +
15

16

∑

f

gf



 ζ(5)(q − 1)T 4. (2.2.24)Re
ono
emos el primero de estos términos 
omo la densidad de energía que se obtiene en el 
asostandard. Re
ordando que ζ(5) ≃ 1,037, podemos rees
ribir este resultado 
omo:
ρTq =

π2

30



g + 9,58(q − 1)





∑

b

gb +
15

16

∑

f

gf







T 4. (2.2.25)Es notable que, para partí
ulas relativistas, la dependen
ia 
on la temperatura de nq y de ρq quese desprende del formalismo no-extensivo sea la misma que en el 
aso standard. Señalamos quese debe a que esta dependen
ia en T proviene de haber efe
tuado un 
ambio de variable en lasintegrales que de�nen a nq y a ρq del mismo modo para las dos 
ontribu
iones (tanto para lastandard 
omo para la 
orre

ión).



PresiónEs fá
il ver que empleando en (2.2.6) el mismo 
ambio de variable que usamos para 
al
ular nqy ρq, llegamos a una expresión integral para P dada por:
P =

1

3

g

2π2
T 4

∫

∞

0
f(x)x3dx. (2.2.26)Es de
ir que en el régimen relativista se 
umple la rela
ión P = ρ/3, independientemente de laestadísti
a bajo 
onsidera
ión. Podemos es
ribir enton
es Pq = ρq/3.Es interesante 
al
ular ahora, en base a los valores obtenidos para nq y ρq, la energía promedio porpartí
ula de�nida por 〈Eq〉 = ρq/nq. Para los bosones, obtenemos a partir de (2.2.17) y (2.2.22)

〈Ebq〉 =
π2

30 g
bT 4 + gb

2π2

5!
2 ζ(5)(q − 1)T 4

gb

2π2 2ζ(3)T 3 + gb

2π2
4!
2 ζ(4)(q − 1)T 3

, (2.2.27)mientras que a partir de las (2.2.18) y (2.2.23) queda para los fermiones:
〈Efq 〉 =

π2

30
7
8g
fT 4 + gf

2π2

5!
2

15
16ζ(5)(q − 1)T 4

gf

2π2

3
2ζ(3)T

3 + gf

2π2

4!
2

7
8ζ(4)(q − 1)T 3

. (2.2.28)Desarrollando 
ada una de estas expresiones y reteniendo los términos a primer orden en (q−1) tenemosque
〈Ebq〉 = [2,701 + 11,292(q − 1)]T, (2.2.29)y
〈Efq 〉 = [3,151 + 44,835(q − 1)]T. (2.2.30)Es de notar que para un mismo valor de q los fermiones se ven más afe
tados que los bosones por el
ambio en la fun
ión de distribu
ión.Caso no relativistaEl régimen no relativista queda de�nido por la 
ondi
ión m ≫ T . Es de
ir, la energía en reposode las partí
ulas es grande 
omparada 
on el valor de kBT , el 
ual da una idea de la energía 
inéti
amedia de las partí
ulas. Podemos desarrollar en serie de v/c la expresión que da la energía relativistaen términos de la velo
idad (véase, por ejemplo, el libro de Ja
kson [15℄ o el de Landau [16℄),

E(v) =
mc2

√

1 − v2/c2
. (2.2.31)Retener sólo el primer orden en v/c, otorga

E(v) = mc2 +
1

2
mv2, (2.2.32)o teniendo en 
uenta que en el límite 
lási
o es p = mv2/2, en el SUN obtenemos

E = p2/2m+m. (2.2.33)Con esto vemos que los fa
tores ∓1 en los denominadores de la expresión (2.2.7) son despre
iablesfrente a las exponen
iales que allí apare
en. La fun
ión de distribu
ión tanto para bosones 
omo parafermiones está dada enton
es por:
fq(p(E)) = e−(E−µ)/T +

q − 1

2
((E − µ)/T )2e−(E−µ)/T . (2.2.34)



En términos del impulso
fq(p) = exp

[ −p2

2mT
− (m− µ)

T

]

[

1 +
q − 1

2

(

p2

2mT
+

(m− µ)

T

)2
]

. (2.2.35)Estamos ahora en 
ondi
iones de 
al
ular las mismas 
antidades que en la se

ión previa.Número de partí
ulasA partir de la expresión (2.2.4) y utilizando para fq(p) la forma anterior, es inmediato 
al
ular
nq. Para ello es 
onveniente ha
er el 
ambio de variable u = p2/2mT y tener en 
uenta lasexpresiones integrales y las rela
iones de re
urren
ia que dimos en (2.2.12) y (2.2.13) para lafun
iones Γ(n).El resultado que se obtiene es

nq = g

(

mT

2π

)3/2

e−(m−µ)/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m− µ

T
+

(

m− µ

T

)2
)]

. (2.2.36)En este 
aso, el primer miembro dentro del paréntesis da 
uenta del resultado standard mientrasque los otros tres 
onstituyen la 
orre

ión a orden (q − 1).En 
uanto a la densidad de energía y la presión sabemos que en el límite no relativista sus valoresvienen dados por:
ρq = mnq (2.2.37)
Pq = nqT (2.2.38)Cabe señalar que en este 
aso, a diferen
ia de lo que su
edía para partí
ulas relativistas, sí se vealterada la dependen
ia de los observables 
on la temperatura .2.2.2. Ex
eso de partí
ulas sobre antipartí
ulasNos 
on
entramos ahora en el 
ál
ulo del ex
eso de partí
ulas sobre antipartí
ulas. Consideremosla rea

ión r+ + r− ↔ γ + γ, donde r+ y r− representan una partí
ula genéri
a y su 
orrespondienteantipatí
ula. Si esta rea

ión se en
uentra en equilibrio, los poten
iales quími
os de r+ y r− estánrela
ionados 
on el poten
ial quími
o de los fotones por la e
ua
ión µ+ + µ− = µγ + µγ . Ahora bien,dado que el poten
ial quími
o de los fotones es nulo; la e
ua
ión anterior se redu
e a µ+ = −µ−.Pasemos enton
es a analizar los dos regímenes que nos interesan.Caso relativistaEn el 
aso de los fermiones, la expresión

n+
q − n−q =

g

2π2
T 3

∫

∞

m/T
x

(

x2 −
(m

T

)2
)1/2

[

f+
q (x) − f−q (x)

]

dx, (2.2.39)representa la diferen
ia entre la densidad numéri
a de partí
ulas y de antipartí
ulas, donde debemos
onsiderar además que 
ada una de las fun
iones de distribu
ión debe ser tomada de la expresión (2.2.7)
on ψ+ = βµ y ψ− = −βµ respe
tivamente. La variable de integra
ión es, 
omo antes, x = E/T y



resulta 
onveniente de�nir ψ = ψ+ = −ψ−. En el régimen relativista se 
umple la 
ondi
ión m/T ≪ 1y las integrales standard pueden resolverse fá
ilmente teniendo en 
uenta que (véase la Ref.[18℄)
∫

∞

0

x2

cosh (x) cosh (ψ)
dx =

ψ

3

[

π2 + (ψ)2

sinh(ψ)

]

. (2.2.40)Re
ordando que en el sistema de unidades que elegimos β = 1/T , un 
ál
ulo sen
illo nos lleva a,
n+
st − n−st =

g

6π2
T 3

[

π2 µ

T
+
(µ

T

)3
]

. (2.2.41)Para 
al
ular la 
orre

ión a orden (q − 1) ne
esitamos resolver la integral
g

2π2
T 3 q − 1

2

∫

∞

0

[

x2(x− ψ)2ex−ψ

(ex−ψ + 1)2
− x2(x+ ψ)2ex+ψ

(ex+ψ + 1)2

]

dx. (2.2.42)Deseamos, en prin
ipio, obtener una solu
ión analíti
a. Esto nos lleva a pensar en implementar unpro
edimiento similar a los introdu
idos por Tirnakli y Torres en la Ref.[9℄. Cono
iendo el resultadode la integral:
Im =

∫

∞

0

u2

em(u−ψ) + 1
−
∫

∞

0

u2

em(u+ψ) + 1
=

1

3

(

π2ψm−2 + ψ3
)

, (2.2.43)dondem es 
onsiderado un parámetro libre, podemos obtener la integral que ne
esitamos de la siguientemanera. Consideremos Im y derivémosla dos ve
es respe
to del parámetro m. Un 
ál
ulo explí
ito noslleva a ver que [−d2Im/dm2
]

m=1
es la integral que queremos 
al
ular más dos términos adi
ionalesdados por:

−2

∫

∞

0
du

[

u2(u− ψ)2em(u−ψ)

(em(u−ψ) + 1)3
− u2(u+ ψ)2em(u+ψ)

(em(u+ψ) + 1)3

]

. (2.2.44)En lo que sigue, daremos argumentos para despre
iar la 
ontribu
ión de estos dos términos frentea la que proviene de los dos que apare
en en la expresión (2.2.42).Para evaluar analíti
amente la magnitud relativa de estos términos extra 
on respe
to a las integra-les que estamos bus
ando, resulta una buena aproxima
ón tomar ψ ≃ 0. En efe
to, 
uando el Universose enfría hasta llegar a la temperatura T ≪ me, los ele
trones y los positrones se aniquilarán y sólosobrevivirá un pequeño ex
eso dado por n+
st − n−st. Ahora bien, las úni
as partí
ulas 
argadas ademásde los ele
trones y los positrones son los protones. Dado que el Universo, 
omo un todo, es neutro, elex
eso de ele
trones n+

st − n−st debe ser igual a la densidad numéri
a de protones npst, y teniendo en
uenta que npst/nγ ≃ 10−8, debe ser (n+
st − n−st)/n

γ
st ≃ 10−8. A partir de (2.2.41) y re
ordando que enel mar
o de la teoría standard, la densidad numéri
a de fotones viene dada por:

nγst =
ζ(3)

π2
gγT

3, (2.2.45)podemos es
ribir
n+
st − n−st
nγst

=
ge
gγ

1

6ζ(3)

[

π2 µ

T
+
(µ

T

)3
]

≃ 10−8, (2.2.46)o, teniendo en 
uenta los valores numéri
os de las 
onstantes en juego
n+
st − n−st
nγst

= 1,33
µ

T
≃ 10−8. (2.2.47)Claramente se satisfa
e la rela
ión µ/T ≪ 1, de modo que podemos tomar ψ ≃ 0 en 
ada uno de lostérminos que apare
en en [−d2Im/dm2

]

m=1
. De esta manera obtenemos dos tipos de términos, losprimeros tienen la forma

A =

∫

∞

0

u4eu

(eu + 1)2
du, (2.2.48)
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E/TFigura 2.1: Integrandos en juego en el análisis del término 
orre
tivo para el ex
eso partí
ula-antipartí
ula (
aso no relativista).mientras que los que queremos pesar respe
to a estos, vienen dados por
B = 2

∫

∞

0

u4eu

(eu + 1)3
du. (2.2.49)Si llamamos fA(u) y fB(u) a los integrandos de las expresiones anteriores es inmediato ver queambos están rela
ionados según

fB(u) =
2

eu + 1
fA(u). (2.2.50)Con esto vemos que si bien en un entorno de 0 es fB(u) ≃ fA(u); el integrando de B de
ae muyrápidamente en forma exponen
ial 
omparado 
on el integrando de A. Finalmente, una integra
iónnuméri
a de estas fun
iones (ver Fig(2.1)) nos 
ondu
e a los valores: A = 22,72 y B = 1,091. Es de
irque existe una diferen
ia de más de un orden de magnitud en la 
ontribu
ión de 
ada uno de estostérminos. Con estos argumentos 
omo justi�
a
ión y a los efe
tos de 
ontinuar 
on nuestros 
ál
ulosen forma analíti
a, aproximamos la 
orre

ión del ex
eso de partí
ulas 
omo

n+
c − n−c =

g

2π2
T 3 q − 1

2

[−d2Im

dm2

]

m=1

, (2.2.51)donde [−d2Im/dm2
]

m=1
debe obtenerse por deriva
ión a partir de (2.2.43). Una evalua
ión explí
itade esta derivada nos lleva a:
n+
q − n−q =

g

6π2
T 3

[

π2 (1 + 3(1 − q))
µ

T
+
(µ

T

)3
]

. (2.2.52)Caso no relativistaCal
ularemos ahora el ex
eso en la densidad numéri
a de partí
ulas de una dada espe
ie no relati-vista sobre sus 
orrespondientes antipartí
ulas.



Esta vez debemos 
onsiderar para n+
q y n−q , la expresión dada en (2.2.36), 
on µ+ = µ y µ− = −µrespe
tivamente. De este modo obtenemos:

n+
q = g

(

mT

2π

)3/2

e−(m−µ)/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m− µ

T
+

(

m− µ

T

)2
)]

, (2.2.53)
n−q = g

(

mT

2π

)3/2

e−(m+µ)/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m+ µ

T
+

(

m+ µ

T

)2
)]

. (2.2.54)Restando ambas expresiones, obtenemos para el término standard
n+
st − n−st = 2g

(

mT

2π

)3/2

e−m/T sinh
(µ

T

) (2.2.55)mientras que el término 
orre
tivo viene dado por:
n+
c − n−c = 2g

(

mT

2π

)3/2

e−m/T
[

sinh
(µ

T

)

[

15

4
+ 3

m

T
+

(

m2 + µ2

T 2

)]

−

− cosh
(µ

T

) [

3
µ

T
+ 2

mµ

T 2

]]

. (2.2.56)2.2.3. Número efe
tivo de grados de libertadLa densidad total de energía de todas las espe
ies de partí
ulas en equilibrio térmi
o puede serobtenida sumando las 
ontribu
iones de 
ada espe
ie, es de
ir
ρTq =

∑

k

ρkq , (2.2.57)donde el índi
e k 
orre sobre todas las espe
ies de partí
ulas presentes. Ahora bien, 
omparando ladependen
ia 
on la temperatura de la densidad de energía de una espe
ie no relativista (dada por(2.2.25)), 
on la de una relativista (e
ua
iones (2.2.36) y (2.2.37)), vemos que esta última es menorque la primera por un fa
tor exponen
ial. Debido a esto es una muy buena aproxima
ión in
luir en ρTqsólo a las espe
ies relativistas. De esta manera la energía total viene dada por:
ρRq =

∑

r

ρrq, (2.2.58)donde el índi
e r 
orre sobre todas las espe
ies de partí
ulas relativistas presentes a una dada tempe-ratura.A partir de (2.2.20), podemos es
ribir para la densidad de energía de la espe
ie relativista nodegenerada,
ρrq =

gr

2π2
T 4
r

∫

∞

0
f rq (xr)x

3
rdxr, (2.2.59)donde la variable de integra
ión es xr = Er/Tr. Debido a que la expresión que debemos 
onsiderar eneste 
aso viene dada por (2.2.8), la integral que apare
e en ρrq es independiente de r, y su valor sólodepende del spin de las partí
ulas. Si utilizamos el índi
e i para las distintas espe
ies de bosones y el

j para las de fermiones, podemos es
ribir
ρRq =

∑

i

ρbiq +
∑

j

ρ
fj
q , (2.2.60)



donde ρbiq viene dada por (2.2.22), y ρfj
q por (2.2.23), 
on las 
orrespondientes Tbi , gbi y Tfj

, gfj . Aquíhemos tenido en 
uenta la posibilidad de que las distintas espe
ies tengan una distribu
ión térmi
a 
onuna temperatura diferente a la de los fotones y diferente entre ellas. Podemos expresar, sin embargo,la densidad de energía de todas las espe
ies relativistas en términos de la temperatura de los fotones
T 
omo:

ρRq = ρRst + ρRc , (2.2.61)
on
ρRst =

π2

30





∑

i

gbi
(

Tbi
T

)4

+
7

8

∑

j

gfj

(

Tfj

T

)4


T 4, (2.2.62)y
ρRc =

1

2π2

q − 1

2
5!ζ(5)





∑

i

gbi
(

Tbi
T

)4

+
15

16

∑

j

gfj

(

Tfj

T

)4


T 4. (2.2.63)De�nimos la 
ontribu
ión por parte de los términos standard a los grados de libertad efe
tivos
omo:
gst⋆ =

∑

i

gbi
(

Tbi
T

)4

+
7

8

∑

j

gfj

(

Tfj

T

)4

, (2.2.64)y la 
ontribu
ión proveniente de los términos 
orre
tivos 
omo:
gc⋆ =

15

π4

q − 1

2
5!ζ(5)





∑

i

gbi
(

Tbi
T

)4

+
15

16

∑

j

gfj

(

Tfj

T

)4


 . (2.2.65)De esta forma, los grados de libertad efe
tivos que 
ontribuyen a la densidad de energía total estándados por
gq⋆ = gst⋆ + gc⋆, (2.2.66)y la densidad de energía es
ρRq =

π2

30
gq⋆T

4. (2.2.67)Debido a que la dependen
ia 
on la temperatura de ρRq es idénti
a a la de ρRst, podemos estudiarel Universo primitivo en el mar
o de una teoría no-extensiva utilizando las e
ua
iones de evolu
iónválidas en el 
aso standard. Todos los efe
tos vin
ulados a la no-extensividad estarán 
ontenidos en gq⋆.Como un ejemplo de esto 
onsideremos la e
ua
ión de Friedmann
(

Ṙ

R

)2

+
k

R2
=

8πG

3
ρ, (2.2.68)donde R(t) es el fa
tor de es
ala en una métri
a de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) y k es la
urvatura del espa
io-tiempo. En el Universo temprano, debido a la gran densidad de energía presente,es una muy buena aproxima
ión tomar k = 0. Durante la épo
a dominada por radia
ión P = ρ/3,

R(t) = t1/2, y Ṙ/R = H(t) = 1/t (véase la se

ión 3.1 del libro de Kolb & Turner). Teniendo en 
uentaque en el SUN, G = m−2
pl , 
on mpl la masa de Plan
k, y usando las expresiones para la densidad deenergía dada por (2.2.67), obtenemos:

H = 1,66 (gq⋆)
1/2 T 2

mP l
. (2.2.69)



Esto impli
a una rela
ión tiempo-temperatura dada por
t = 0,301 (gq⋆)

−1/2 mP l

T 2
. (2.2.70)Enton
es, a pesar de que la forma fun
ional es la misma que en el 
aso standard, la rela
ión tiempo-temperatura se modi�
a por el 
ambio en las fun
iones de distribu
ión 
uánti
as. De�niendo gc⋆ =

(q − 1)ĝc⋆ podemos es
ribir (2.2.70) a primer orden en (q − 1), 
omo t = tst + (q − 1)tc 
on
tst = 0,301

(

gst⋆
)

−1/2 mP l

T 2
, (2.2.71)y

tc = 0,301
q − 1

2
(gst⋆ )1/2ĝc⋆

mP l

T 2
. (2.2.72)2.3. Cantidades 
onservadasA partir de las e
ua
iones de Einstein puede mostrarse que la 
antidad (ρ + P )/T se 
onserva enun volumen 
omovil independientemente de la estadísti
a bajo 
onsidera
ión. En ef
to, del 
onjunto
ompleto de las e
ua
iones de 
ampo de Einstein, o del he
ho que T µν;ν = 0, puede mostrarse que(véase la se

ión (3,1) del libro de Kolb & Turner [17℄):

d(ρqR
3) = −Pqd(R3), (2.3.1)lo 
ual puede ser es
rito 
omo:

d

dT

[

(ρq + Pq)R
3
]

= (R3)
dPq
dT

. (2.3.2)A partir de esta e
ua
ión, obtenemos �nalmente:
d

dT

[(

ρq + Pq
T

)

R3

]

= 0. (2.3.3)Como puede veri�
arse en forma dire
ta por diferen
ia
ión.Debemos notar enton
es que sin importar el grado de no-extensividad (es de
ir el valor de q) la
antidad sq ≡ (ρq + Pq)/T es una 
antidad 
onservada en un volumen 
omovil.Si la 
ontribu
ión de partí
ulas relativistas es dominante, P rq = ρrq/3, y podemos es
ribir para sq:
sq =

4

3





∑

i

ρbiq
Tbi

+
∑

j

ρ
fj
q

Tfj



 . (2.3.4)Considerando nuevamente las e
ua
iones (2.2.22) y (2.2.23), para ρbiq y ρfj
q respe
tivamente y pro
e-diendo en forma similar a 
omo lo hi
imos al de�nir los grados de libertad efe
tivos, podemos es
ribir:

sq =
2π2

45
gq⋆sT

3, (2.3.5)donde hemos de�nido gq⋆s 
omo:
gq⋆s = gst⋆s + gc⋆s, (2.3.6)
on

gst⋆s =





∑

i

gbi
(

Tbi
T

)3

+
7

8

∑

j

gfj

(

Tfj

T

)3


 (2.3.7)



y
gc⋆s =

60

2π2

45

π2

ζ(5)

2
(q − 1)





∑

i

gbi
(

Tbi
T

)3

+
15

16

∑

j

gfj

(

Tfj

T

)3


 . (2.3.8)Notemos que, en 
ontraste 
on lo que su
ede en el 
aso standard, |gq⋆| > |gq⋆s| en el 
aso en quetodas las temperaturas 
oin
iden.A partir de la 
antidad sq, 
onservada en un volumen 
omovil, podemos de�nir el número Sq =
sqR

3 = cte., y obtener la rela
ión temperatura-fa
tor de es
ala:
T ∝ (gq⋆s)

−1/3R−1. (2.3.9)Enton
es, 
omo en el 
aso standard, se 
umple la rela
ión T ∝ R−1 sólo en los períodos para los 
uales
gq⋆s es 
onstante. Si el número de grados de libertad 
ambia, por ejemplo debido al desa
oplamiento dealguna espe
ie, la disminu
ión de gq⋆s hará que la temperatura de
rez
a más lentamente que R−1.2.3.1. Forma explí
ita para los números 
onservadosPara 
ualquier espe
ie de partí
ulas que no es 
reada ni destruida, debe ser: nq ∝ R−3. De estamanera vemos que existe un número 
onservado Nq ∝ nqR

3. Dado que R3 ∝ s−1
q podemos de�nir estenúmero en forma 
onveniente 
omo Nq ≡ nq/sq.Caso relativista (T ≫ m)Anali
emos el 
aso de bosones y fermiones por separado. De�nimos para ello la 
antidad ĝc⋆s talque gc⋆s = (q − 1)ĝ⋆s.BosonesPretendemos dar una expresión para el número N b

q = nbq/sq que 
onste del resultado standard
N b
st más una 
orre

ión proveniente del 
ambio en la estadísti
a. Partiendo de

N b
q =

45

4π4
gb [2ζ(3) + 12ζ(4)(q − 1)] (gq⋆s)

−1 (2.3.10)y reteniendo sólo los términos a primer orden en (q − 1), obtenemos:
N b
q = N b

st +
45

2π4
gb(q − 1)

[

6ζ(4) − ĝc⋆s
gst⋆s

ζ(3)

]

, (2.3.11)
on
N b
st =

45

2π4
ζ(3)gb

(

gst⋆s
)

−1
. (2.3.12)FermionesA partir de la expresión:

Nf
q =

45

4π4
gb
[

3

2
ζ(3) +

21

2
ζ(4)(q − 1)

]

(gq⋆s)
−1 (2.3.13)y pro
ediendo en el 
ál
ulo en forma 
ompletamente análoga a 
omo hi
imos para los bosones;obtenemos para los fermiones

Nf
q = Nf

st +
45

2π4

3

4
gf (q − 1)

[

21ζ(4) − ĝc⋆s
gst⋆s

ζ(3)

]

, (2.3.14)
on
Nf
st =

45

2π4

3

4
ζ(3)gf

(

gst⋆s
)

−1
. (2.3.15)



Caso no relativista (T ≪ m)En este 
aso el número 
onservado Nq = nq/sq viene dado por:
Nq =

45

2π2
g
( m

2πT

)3/2
e−(m−µ)/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m− µ

T
+

(

m− µ

T

)2
)]

(gq⋆s)
−1 . (2.3.16)El uso de la fun
ión ĝc⋆s lleva a

Nq =
45g

4
√

2π5

(m

T

)3/2
e−(m−µ)/T

(

1 − (q − 1)
ĝc⋆s
g⋆sst

)

×
[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m− µ

T
+

(

m− µ

T

)2
)]

(gq⋆s)
−1 . (2.3.17)Nuevamente, reteniendo sólo los términos a primer orden en (q − 1), obtenemos:

Nq = Nst +
45g

4
√

2π5

(m

T

)3/2
e−(m−µ)/T (q − 1)

[

1

2

(

15

4
+ 3

m− µ

T
+

(

m− µ

T

)2
)

− ĝc⋆s
gst⋆s

]

, (2.3.18)donde hemos tenido en 
uenta que Nst está de�nido por:
Nst =

45g

4
√

2π5

(m

T

)3/2
e−(m−µ)/T . (2.3.19)2.4. Desa
oplamiento de espe
iesEn 
ualquier instante de tiempo, el Universo 
ontiene una distribu
ión de fotones 
uyo espe
tro deenergías 
orresponde 
on un alto grado de aproxima
ión al de un 
uerpo negro, 
on alguna temperatura

Tγ(t). Si una determinada espe
ie de partí
ulas A se en
uentra a
oplada a los fotones dire
ta o indi-re
tamente, y si la tasa de estas intera

iones (digamos A− γ) es lo su�
ientemente grande, enton
esestas partí
ulas tendrán la misma temperatura que los fotones: TA = Tγ . A menudo nos referimos a latemperatura de los fotones 
omo la �temperatura del Universo�. Por supuesto, 
ualquier 
onjunto deespe
ies A,B,C . . . que intera
túen entre ellas 
on una tasa su�
ientemente alta, también tendrán lamisma temperatura TA = TB = TC . . ..Mientras el Universo evolu
iona, la temperatura T (t) 
ambia debido a la expansión en una es
alade tiempo del órden de H−1(t) ≡ (Ṙ/R)−1: la tasa 
on la 
ual 
ambia la temperatura también estarádada por H(t). La tasa de intera

ión (por partí
ula) puede ser expresada 
omo Γ ≡ n < σv >, donde
n es la densidad numéri
a de partí
ulas blan
o, v es la velo
idad relativa y σ es la se

ión e�
az deintera

ión. Dado que usualmente σ es una fun
ión de la energía, < σv > denota un valor promedio.La historia térmi
a del Universo, véase por ejemplo la dis
u
ión en la se

ión 3,5 del libro de Kolb
& Turner [17℄, es bási
amente la 
ompara
ión entre Γ y H 
omo fun
iones del tiempo. Ignorando lavaria
ión 
on la temperatura de gq⋆ para esta dis
usión, T ∝ R−1 y la tasa de 
ambio de la temperatura
Ṫ /T está dada simplemente por la tasa de expansión Ṫ /T = −H. En tanto las intera

iones ne
esariassean lo su�
ientemente rápidas 
omo para que las fun
iones de distribu
ión puedan ajustarse al 
ambiode temperatura produ
ido por la expansión, el Universo evolu
ionará, 
on un buen grado de aproxima-
ión, a través de una su
esión de estados 
er
anos al equilibrio térmi
o, 
on la temperatura de
re
iendo
omo R−1. Es de
ir, siempre que Γ ≫ H, las intera

iones podrán mantener el equilibrio y en ese 
aso,la fun
ión de distribu
ión evolu
ionará adiabáti
amente, manteniendo la forma de las fun
iones quehemos 
onsiderado hasta ahora 
on una temperatura 
orrespondiente a su valor instantáneo.



En la dis
usión anterior, el he
ho de haber supuesto homogeneidad espa
ial ha jugado un rol
ru
ial. Esto puede ser visto 
omo sigue: en la es
ala de tiempo 
ara
terísti
a H−1(t), sobre la 
ual losparámetros del Universo 
ambian, las partí
ulas pueden viajar 
omo máximo una distan
ia cH−1(t).De este modo, si dos regiones en el Universo tienen temperaturas diferentes en algún tiempo t1, lasintera

iones entre partí
ulas no serán 
apa
es de llevarlas a la misma temperatura en un tiempoposterior t > t1. Imponiendo una estri
ta homogeneidad en el Universo entero en todos los tiempos,hemos sorteado este problema.Puede pasar que, en algún instante de tiempo, la tasa de intera

ión total, ΓA(t), de una dadaespe
ie A (que tiene en 
uenta tanto a las intera

iones entre partí
ulas de la misma espe
ie 
omo entredistintas espe
ies) 
aiga por debajo de la tasa de expansión H(t): ΓA(t) . H(t). Bajo tal 
ir
unstan
ia,las fun
iones de distribu
ión de todas las espe
ies 
on ex
ep
ión de A todavía estarán dadas por susvalores en el equilibrio 
on una temperatura 
omún T . Sin embargo la espe
ie A se en
uentra ahoratotalmente desa
oplada; y su fun
ión de distribu
ión no estará dada en general por su expresión en elequilibrio. De todas maneras, su forma puede ser dedu
ida a partir de los argumentos que siguen.Una vez que una dada espe
ie r se ha desa
oplado 
ompletamente, 
ada una de las partí
ulasviajará a lo largo de una geodési
a en el espa
io-tiempo. Según se demuestra en la se

ión 2,3 del librode Padmanabhan [19℄, la fun
ión de distribu
ión f(p) se 
onserva durante tal propaga
ión libre. Estopermite obtener la fun
ión fd(p) después que la espe
ie se haya desa
oplado, a partir de la fun
ión
f eq(p) antes del desa
oplamiento. Asumimos por simpli
idad que el desa
oplamiento o
urre en formainstantánea en algún tiempo t = td 
uando la temperatura del Universo era T = Td y el fa
tor deexpansión tenía el valor R(td). Para t < td, la fun
ión de distribu
ión que des
ribe a la espe
ie r es la
orrespondiente al equilibrio y está dada por (2.2.7).Sea ahora la fun
ión de distribu
ión fd(p, t), válida para tiempos posteriores al desa
oplamiento t >
td. Debido al 
orrimiento al rojo produ
ido en el momento lineal p; todas las partí
ulas que en el instante
t tienen momento p, deben haber tenido momento pR(t)/R(td) en el instante de desa
oplamiento
t = td; es de
ir

fdq (p, t) = f eqq (pR(t)/R(td), td) para t > td, (2.4.1)donde f eqq es la fun
ión de distribu
ión de equilibrio que hemos es
rito más arriba. Vemos enton
es quesi la espe
ie de partí
ulas r estuvo en equilibrio en algún momento, podemos determinar la fun
ión dedistribu
ión que la des
ribe en 
ualquier instante posterior t.Consideremos ahora las fun
iones de distribu
ión para espe
ies que ya se han desa
oplado, laexpresión (2.4.1) se simpli�
a 
onsiderablemente si el desa
oplamiento o
urre o bien 
uando la espe
iees ultrarelativista (Td ≫ m), o bien 
uando es no relativista (Td ≪ m).Desa
oplamiento relativista, no degeneradoEs
ribamos en forma explí
ita el miembro dere
ho de (2.4.1) teniendo en 
uenta que E ≃ p ytomando µ/T ≃ 0,
fdq (p, t) =

[

exp

(

p

Td

R(t)

R(td)

)

∓ 1

]

−1

+
q − 1

2

(

p
Td

R(t)
R(td)

)2
exp

(

p
Td

R(t)
R(td)

)

[

exp
(

p
Td

R(t)
R(td)

)

∓ 1
]2 . (2.4.2)Vemos que la fun
ión de distribu
ión para tiempos posteriores a td tiene la misma forma fun
ional que

f eqq pero 
on una �temperatura� dada por:
T (t) = Td

R(td)

R(t)
; (2.4.3)



a pesar de que esta espe
ie ya no se en
uentra en equilibrio termodinámi
o. La �temperatura� en estafun
ión de distribu
ión 
ae estri
tamente 
omo R−1; debido a esto, la fun
ión Srq = srqR
3 se 
onservaseparadamente. Es de notar que para las espe
ies que se hallan todavía en equilibrio la temperaturade
ae más lentamente pues T ∝ (gq⋆s(T ))−1/3R−1.La densidad numéri
a de estas partí
ulas, ya sean bosones o fermiones, estará dada de a
uerdo a(2.2.15) por:

nbrq =
gbr

2π2
[2ζ(3) + 12ζ(4)(q − 1)] T 3

d

(

R(td)

R(t)

)3 (2.4.4)
nfr
q =

gfr

2π2

[

3

2
ζ(3) +

21

2
(q − 1)

]

T 3
d

(

R(td)

R(t)

)3

. (2.4.5)Estas densidades numéri
as serán 
omparables a la densidad numéri
a de fotones en 
ualquiertiempo dado. En parti
ular, una espe
ie que se desa
opla en tales 
ondi
iones, seguirá existiendo hoyen nuestro Universo 
omo una reliquia (del inglés reli
 ba
kground), 
on densidades similares a la delos fotones. Veremos más adelante el 
aso espe
í�
o de los neutrinos.El siguiente punto debe notarse; supongamos que una espe
ie 
on masam se desa
opla a la tempera-tura Td 
on Td ≫ m. En el momento que su
ede el desa
oplamiento, la mayor parte de estas partí
ulasserán ultrarelativista y el promedio de sus momentos p(td) y energías E(td) = (p2(td)+m2)1/2 ≃ p(td)será del orden de Td. Una buena aproxima
ión de su fun
ión de distribu
ión en t = td esta dada por
f eqq para partí
ulas de masa nula. En un tiempo posterior (t > td), el momento medio de las partí
ulassufrirá un 
orrimiento ha
ia el rojo hasta tomar el valor p(t) = p(td)(R(td)/R(T )) ≃ Td(R(td)/R(t)).Ahora bien, para t≫ td, la mayoría de las partí
ulas tendrán momento p(t) el 
ual será mu
ho menorque m. De este modo las partí
ulas individuales se habrán vuelto no relativistas 
uando el Universose haya expandido lo su�
iente, lo 
ual su
ederá 
uando la temperatura del Universo des
ienda pordebajo de Tnr ≃ m; esto es 
uando R(t)/R(td) & Td/m. La energía de 
ada una de estas partí
ulasserá ahora E(t) = (p2(t) + m2)1/2 ≃ m. Pero la fun
ión de distribu
ión (y la densidad numéri
a)de estas partí
ulas todavía estará dada por la forma (�
ongelada�) que 
orresponde a las partí
ulasrelativistas. Enton
es, para t ≫ td, la densidad numéri
a de estas partí
ulas será similar a la de lasespe
ies relativistas, pero la densidad de energía será ρdq ≃ nqm.Desa
oplamiento no relativistaConsideremos ahora el otro 
aso extremo, es de
ir el 
aso en que la espe
ie se desa
opla 
uandola mayor parte de las partí
ulas que la 
onstituyen son no relativistas. En esta situa
ión se 
umple la
ondi
ión T ≪ m. Ya hemos mostrado que:

fdq (p, T ) = f eqq (pR(t)/R(td), Td) para t > td, (2.4.6)Es
ribir en forma explí
ita el miembro dere
ho de esta e
ua
ión utilizando (2.2.35) nos lleva a:
fdq (p, T ) = e−(m−µd)/Td exp

[

−p2

2mTd

(

R(t)

R(td)

)2
]



1 +
q − 1

2

[

p2

2mTd

(

R(t)

R(td)

)2

+
(m− µd)

Td

]2


 ,(2.4.7)A partir de esta expresión podemos hallar por integra
ión sobre el impulso, la densidad numéri
ade partí
ulas. El 
ál
ulo explí
ito 
ondu
e a
nq = g

(

mTd
2π

)3/2(R(td)

R(t)

)3

e−(m−µd)/Td

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m− µd
Td

+

(

m− µd
Td

)2
)]

. (2.4.8)



Ahora bien, para una espe
ie de partí
ulas que se ha desa
oplado del resto, la densidad numéri
adebe ser nq ∝ R−3. Al igual que o
urre en el 
aso standard (véase la se

ión 3.4 de la Ref.[17℄),podemos ver que este he
ho se 
umple efe
tivamente en el 
aso no-extensivo si identi�
amos en lae
ua
ión anterior a la temperatura 
on el fa
tor TdR2(td)/R
2(t) y exigimos que el poten
ial quími
ovaríe de a
uerdo a µ = m− (m− µd)T/Td.De esta manera la fun
ión de distribu
ión que gobierna el 
omportamiento de la espe
ie desa
opladatiene la misma forma que la distribu
ión de equilibrio para partí
ulas no relativistas pero 
on una�temperatura� dada por:

T (t) = Td

(

R(td)

R(t)

)2

, (2.4.9)que de
re
e 
on el 
uadrado del fa
tor de expansión. Como ya hemos señalado, en el límite m≫ T ladensidad de energía estará dada por: ρq ≃ nqm.Por último, 
abe señalar que el modo 
orre
to de estudiar la evolu
ión de las fun
iones de distri-bu
ión 
onsiste en integrar la e
ua
ión de Boltzmann. Trataremos este punto en la se

ión 2.7. Por elmomento utilizaremos el 
riterio Γ > H (Γ < H) para de
ir que una espe
ie se en
uentra a
oplada(desa
oplada) del plasma térmi
o en el Universo.2.5. Temperatura del fondo 
ósmi
o de neutrinosPuede verse que la tasa 
on la que intera
túan los neutrinos se vuelve menor que la tasa de expansión(�jada por el valor de H(t)) 
uando la temperatura 
ae por debajo de Td ≃ 1 MeV. A temperaturasmás bajas, los neutrinos se en
uentran 
ompletamente desa
oplados del resto de la materia.Dado que 
onsideramos que los neutrinos tienen masa nula o muy pequeña, 
laramente ellos sonrelativistas en el momento en que se desa
oplan. Esta 
on
lusión será válida siempre y 
uando losneutrinos tengan una masa mν 
on mν ≪ Td ≃ 1 MeV. Su fun
ión de distribu
ión estará dada por(2.4.2) 
on Tν ∝ R−1.En el tiempo en el que o
urrió el desa
oplamiento, fotones, neutrinos y el resto de la materiatenían la misma temperatura. Mientras la temperatura de los fotones 
ontinue de
re
iendo 
on R−1,los neutrinos y los fotones seguirán teniendo la misma temperatura a pesar de que los neutrinos sehayan desa
oplado. De todos modos, la temperatura de los fotones de
re
erá más lentamente si elfa
tor gq⋆ esta 
ambiando. En ese 
aso, Tγ tomará valores por en
ima de Tν a medida que el Universo seenfríe. Tal 
ambio en el valor de gq⋆ tiene lugar 
uando la temperatura del Universo 
ae por debajo de
T ≃ me, donde me es la masa en reposo del ele
trón (me ≃ 0,5 MeV) y 
orresponde a una temperaturade 5 × 109K. Cuando la temperatura del Universo es más baja que este valor, la energía media de losfotones es menor que la energía ne
esaria para 
rear pares e+e−, y el equilibrio provisto por la rea

ión
e+ + e− ↔ γ + γ se pierde, ya que sólo la aniquila
ión es posible.Este pro
eso 
laramente 
ambia el valor de gq⋆. Para temperaturas tales que Td & T & me losneutrinos ya se han desa
oplado y su entropía se 
onserva en forma separada; pero los fotones (gγ = 2)se en
uentran en equilibrio 
on lo ele
trones (ge− = 2) y los positrones (ge+ = 2). La 
onserva
iónde Sq = (2π2/45)gq⋆sT

3R3, apli
ada a las partí
ulas que se en
uentran en equilibrio 
on la radia
iónmuestra que la 
antidad gq⋆sT
3
γR

3 permane
e 
onstante durante la expansión. Ahora bien, dado que
gq⋆s de
re
e durante la aniquila
ión e+e−, el valor de T 3

γR
3 después de la aniquila
ión e+e− será mayorque su valor antes de que esta o
urra. Veamos esto en forma explí
ita a través de las e
ua
iones.Si suponemos que el desa
oplamiento tiene lugar en un determinado instante td, la 
onserva
ión de

Sq asegura que:
(

gq⋆sT
3
γR

3
)

t<td
=
(

gq⋆sT
3
γR

3
)

t>td
, (2.5.1)



o bien
(Tγ)

3
t>td

(Tγ)
3
t<td

=
(gq⋆s)t<td
(gq⋆s)t>td

(2.5.2)Podemos 
al
ular el miembro dere
ho de esta e
ua
ión a partir de la de�ni
ión de gq⋆s dada por las(2.3.6), (2.3.7) y (2.3.8). Teniendo en 
uenta que antes que o
urra la aniquila
ión e+e−, Tγ = Te+ = Te− ,tenemos para (gq⋆s)t<td ;
(gq⋆s)t<td = 2 +

7

8
(2 + 2) +

60

2π2

45

π2

ζ(5)

2
(q − 1)

[

2 +
15

16
(2 + 2)

] (2.5.3)
(gq⋆s)t<td =

11

2
+ 41,319(q − 1), (2.5.4)mientras que para (gq⋆s)t>td tenemos

(gq⋆s)t>td = 2 +
60

2π2

45

π2

ζ(5)

2
(q − 1)2 (2.5.5)

(gq⋆s)t>td = 2 + 14,372(q − 1). (2.5.6)Podemos evaluar ahora el 
o
iente (Tγ)
3
t>td

/ (Tγ)
3
t<td

. A orden (q − 1) obtenemos:
(Tγ)

3
t>td

(Tγ)
3
t<td

=
11

4
+ 0,898(q − 1). (2.5.7)A este mismo orden, el 
o
iente de temperaturas es

(Tγ)t>td
(Tγ)t<td

=

(

11

4

)1/3

[1 + 0,109(q − 1)] . (2.5.8)Debido a que en el momento en que tiene lugar la aniquila
ión e+e− los neutrinos están desa
o-plados de la materia, ellos no parti
ipan en este pro
eso. Los neutrinos están 
ara
terizados por unatemperatura Tν(t) que de
ae estri
tamente 
omo R−1 y la 
antidad sνqR3 se 
onserva separadamente.Originalmente, la temperatura de los neutrinos antes de que 
omenzara la aniquila
ión e+e−; 
oin-
idía 
on la de los fotones, es de
ir (Tν)t<td = (Tγ)t<td . Debido a esto:
(Tγ)t>td =

(

11

4

)1/3

[1 + 0,109(q − 1)] (Tγ)t<td (2.5.9)
(Tγ)t>td =

(

11

4

)1/3

[1 + 0,109(q − 1)] (Tν)t<td . (2.5.10)Además Tν = cte. durante el pro
eso de aniquila
ión e+e−
(Tγ)t>td =

(

11

4

)1/3

[1 + 0,109(q − 1)] (Tν)t>td . (2.5.11)Una vez que la aniquila
ión e+e− ha 
on
luido, el fa
tor gq⋆s no 
ambia. Tanto la temperatura delos neutrinos Tγ 
omo la de los fotones Tν , 
aen 
on R−1 y la razón Tν/Tγ mantiene su valor 
onstantehasta el presente.



A partir de (2.5.11), es inmediato obtener el 
o
iente Tν/Tγ . A orden (q − 1) obtenemos:
(

Tν
Tγ

)

hoy

=

(

4

11

)1/3

[1 − 0,109(q − 1)] . (2.5.12)Teniendo en 
uenta que en el presente Tγ ≃ 2,728 K, �nalmente obtenemos:
Tν,hoy = 1,947 [1 − 0,109(q − 1)]K. (2.5.13)La diferen
ia entre Tν y Tγ puede a
otarse utilizando la radia
ión del fondo de mi
roondas, de dondees posible obtener una 
ota sobre (q − 1), véase el trabajo 
itado en la Ref.[20℄.2.6. Re
ombina
iónUna de las épo
as 
ríti
as en la evolu
ión del Universo tiene lugar 
uando T ≃ 1000 K. A estatemperatura es favorable termodinámi
amente que las partí
ulas que 
onforman el plasma se 
ombinenpara formar átomos neutros. Este pro
eso se 
ono
e 
on el nombre de re
ombina
ión, un nombre po
oapropiado debido a que el plasma había estado ionizado hasta este momento.Usualmente, se utiliza la temperatura para la 
ual el 90% de los ele
trones se ha 
ombinado parade�nir el momento en que o
urre la re
ombina
ión. La abundan
ia de equilibrio de los ele
trones libresesta determinada por la ley de Saha.Nos 
on
entramos ahora en la generaliza
ión de la ley de Saha. Sean nH , np y ne la densidadnuméri
a de átomos de hidrógeno, protones libres y ele
trones libres respe
tivamente. Por simpli
idadignoraremos la presen
ia de los nú
leos de 4He (1 por 
ada 10 protones) y supondremos que todos losbariones en el Universo se en
uentran en la forma de protones. La neutralidad del Universo impli
aque ne = np, y la 
onserva
ión del número de bariones impli
a que nB = nH +np. Ya hemos visto queen el equilibrio térmi
o, a temperaturas tales que T . mi, niq esta dado por (2.2.36), es de
ir que para

nH , np y ne tenemos
nHq = gH

(

mHT

2π

)3/2

e−(mH−µH)/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

mH − µH
T

+

(

mH − µH
T

)2
)]

, (2.6.1)
npq = gp

(

mpT

2π

)3/2

e−(mp−µp)/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

mp − µp
T

+

(

mp − µp
T

)2
)]

, (2.6.2)
neq = ge

(

meT

2π

)3/2

e−(me−µe)/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

me − µe
T

+

(

me − µe
T

)2
)]

. (2.6.3)Como primer paso deseamos obtener una expresión para el 
o
iente nHq /neqnpq . En el equilibrioquími
o, el pro
eso p + e → H + p garantiza que µp + µe = µH . Si tomamos mH ≃ mp en el fa
tor
(mHT/2π)3/2, un 
ál
ulo algebrai
o nos 
ondu
e a

nHq
neqn

p
q

=
gH
gegp

(

meT

2π

)

−3/2

exp

[

mp +me −mH

T

] [

ū((mH − µH)/T )

ū((mp − µp)/T )ū((me − µe)/T )

]

. (2.6.4)Donde hemos de�nidō
u((mi − µi)/T ) ≡ 1 +

q − 1

2

(

15

4
+ 3

m− µ

T
+

(

m− µ

T

)2
)

. (2.6.5)



Queremos introdu
ir en la expresión (2.6.4), el número de bariones nBq . Debido a que las intera
-
iones que no 
onservan el número de partí
ulas barióni
as (si es que estas existen en la naturaleza)o
urren muy lentamente; el número de bariones en un volumen 
omovil NB
q = nBq /sq se 
onserva. Apesar de esto, ηq = nBq /n

γ
q , es de
ir la razón entre bariones y fotones, no permane
e 
onstante debidoa que gq⋆s 
ambia 
on el tiempo. Usando que gp = ge = 2 y gH = 4, podemos es
ribir

nHq
nBq

=
npq
nBq

neq
nBq

nγqη

(

meT

2π

)

−3/2

exp

[

mp +me −mH

T

] [

ū((mH − µH)/T )

ū((mp − µp)/T )ū((me − µe)/T )

]

. (2.6.6)De�niendo ahora Xe
q = npq/nBq (
on lo 
ual 1−Xe

q = nHq /n
B
q ), podemos es
ribir la e
ua
ión anterior
omo:

1 −Xe
q

(Xe
q )

2
= nγst

[

1 +
nγc
nγst

]

ηq

(

meT

2π

)

−3/2

eB/T
[

ūH
ūpūe

]

, (2.6.7)donde B = mp +me −mH y hemos usado que nγq puede es
ribirse 
omo nγq = nγst + nγc . Desta
amosque en el último fa
tor hemos simpli�
ado la nota
ión pero mantenemos las de�ni
iones que dimos en(2.6.5).El estudio detallado del pro
eso de re
ombina
ión regido por (2.6.7) será el objetivo de un trabajofuturo.2.7. Reliquias del Big BangLos neutrinos masivos son el ejemplo más simple de una reliquia remanente del Big Bang. Sonpartí
ulas que alguna vez estuvieron en equilibrio térmi
o 
on las demás espe
ies pero que se han des-a
oplado y enton
es preservan una �imagen� de las propiedades del Universo en la era inmediatamenteanterior al desa
oplamiento.Hasta ahora hemos usado un argumento simple que estable
ía que el 
ongelamiento (del inglés freezeout) o
urre 
uando la tasa de expansión, dada por H(t) y la tasa de las rea

iones que mantienen enequilibrio a una dada espe
ie 
on las demás, dada por Γ, son aproximadamente iguales, esto es Γ/H ≃ 1(ver se

ión 2.4). Para dar un po
o más de detalles a 
er
a del 
ongelamiento es ne
esario trabajar
on la e
ua
ión diferen
ial que gobierna la abundan
ia de las distintas espe
ies en un Universo enexpansión, es de
ir, 
on la e
ua
ión de Boltzmann.2.7.1. E
ua
ión de BoltzmannPara tratar en forma apropiada el desa
oplamiento de una espe
ie debemos 
ono
er la evolu
iónmi
ros
ópi
a de la fun
ión de distribu
ión f(pµ, xµ) la 
ual, 
omo ya hemos men
ionado, se en
uentragobernada por la e
ua
ión de Boltzmann. Esta puede ser es
rita 
omo (véase la se

ión 5.1 de laRef.[17℄),
L̂[f ] = C[f ], (2.7.1)donde C es el operador de 
olisiones y L̂ es el operador de Liouville. La expresión del operador deLiouville no relativista para la densidad del espa
io de fases f(~v, ~x) de una espe
ie de partí
ulas 
onmasa m bajo la a

ión de una fuerza ~F = d~p/dt es,

L̂ =
d

dt
+
d~x

dt
· ~∇~x +

d~v

dt
· ~∇~v, (2.7.2)



o bien,
L̂ =

d

dt
+ ~v · ~∇~x +

~F

m
· ~∇~v. (2.7.3)La generaliza
ión relativista 
ovariante del operador L̂ es,

L̂ = pα
∂

∂xα
− Γαβγp

βpγ
∂

∂pα
. (2.7.4)Es de notar que la fuerza gravitatoria se en
uentra presente en esta e
ua
ión a través de la 
onexiónafín Γαβγ . Para el modelo de Universo de Friedmann-Robertson-Walker la densidad del espa
io de faseses epa
ialmente homogénea e isotrópi
a: f = f(|~p|, t) (o, equivalentemente f = f(E, t)). Dadas las
ara
terísti
as de la métri
a de FRW (denotada por gµν) es posible mostrar que las úni
as 
omponentesno nulas de la 
onexión afín Γαβγ son (véase la se

ión 2.1 de la Ref.[17℄):

Γijk =
1

2
hil
(

∂hlj
∂xk

+
∂hlk
∂xj

+
∂hjk
∂xl

)

, (2.7.5)
Γ0
ij =

Ṙ

R
hij , (2.7.6)

Γi0j =
Ṙ

R
δij, (2.7.7)
on hij = −gij y los índi
es latinos 
orriendo de 1 a 3.Con estas 
onsidera
iones y re
ordando que pµ = (E, ~p) y xµ = (t, ~x) la expresión (2.7.4) para eloperador de Liouville deviene,

L̂[f(E, t)] = E
∂f

∂t
− Ṙ

R
|~p|2 ∂f

∂E
. (2.7.8)Si se sustituye esta expresión para L̂[f ] en (2.7.1) y se tiene en 
uenta la de�ni
ión de la densidadnuméri
a en términos de la fun
ión de distribu
ión (2.2.4), puede integrarse por partes el miembroizquierdo de la igualdad, esto otorga

ṅ+ 3Hn =
g

2π

∫

C[f ]
d3p

E
. (2.7.9)Podemos rees
ribir el término de 
olisiones de�niendo

ḟ =
g

2π2

C[f ]

E
, (2.7.10)
on esto la e
ua
ión de Boltzmann toma la forma simple

ṅ+ 3Hn =

∫

ḟd3p. (2.7.11)El término de 
olisiones se en
uentra usualmente dominado por las aniquila
iones entre partí
ulasy antipartí
ulas (pp̄). Asumiremos por ahora que el número de p es idénti
o al número de p̄ de modoque no hay una asimetría signi�
ante, de esta manera ḟc esta dado por (véase la se

ión 9.2 de laRef.[21℄):
ḟc = −

∫

< σv > ff̄d3p̄, (2.7.12)donde < σv > es el produ
to de la se

ión e�
az diferen
ial y la velo
idad, promediado sobre lasvelo
idades. Podemos sa
ar < σv > fuera de la integral pues, aún 
uando no sea 
onstante, puedeser evaluado en una energía promedio apropiada. Pretendemos es
ribir a la e
ua
ión de Boltzmann de



modo de dejar expuestos 
uales son los fa
tores que gobiernan los 
ambios en el número de partí
ulas(por volumen 
omovil) de una dada espe
ie. Nos 
on
entraremos ahora en una espe
ie determinada,digamos las partí
ulas ψ y sus antipartí
ulas ψ̄. Teniendo en 
uenta (2.7.12) podemos llevar a 
abo laintegral sobre momentos en el miembro dere
ho de (2.7.11), esto otorga,
ṅψq + 3Hnψq = − < σv > (nψq )2. (2.7.13)Ahora bien, debemos tener en 
uenta la produ

ión de partí
ulas debida a pro
esos térmi
os (esde
ir, 
rea
ión efe
tiva de pares). Si llamamos Υ al término que da 
uenta de esta 
ontribu
ión, podemoses
ribir la e
ua
ión de Boltzmann 
omo sigue:

ṅψq + 3Hnψq = − < σv > (nψq )2 + Υ. (2.7.14)Este término puede ser 
al
ulado 
on un argumento invo
ando la situa
ión de equilibrio termodinámi
o.Para un Universo que no se expande (Ṙ = H = 0), nψq será 
onstante y tomará el valor de equilibriopara esa temperatura nψq,eq; de este modo debe ser:
ṅψq + 3Hnψq = − < σv >

(

(nψq )2 − (nψq,eq)
2
)

. (2.7.15)En la se

ión 2.3 habíamos de�nido el número 
onservado Nq = nq/sq, 
on nq el valor de equilibriode la densidad numéri
a de partí
ulas. Rees
ribimos esta de�ni
ión 
omo: Yq,eq ≡ nψq,eq/sq . Resultaahora 
onveniente introdu
ir la variable Yq ≡ nψq /sq.De esta manera, podemos es
ribir la e
ua
ión anterior 
omo,
ṅψq + 3Hnψq = − < σv > s2q

(

Y 2
q − Y 2

q,eq

)

. (2.7.16)Veamos ahora que podemos es
ribir ṅψq + 3Hnψq en términos de Yq. Para esto tendremos en 
uentaque sqR3 = cte.. En efe
to, derivando respe
to del tiempo tanto la expresión de la de�ni
ión de Yq
omo la e
ua
ión sqR3 = cte. y re
ordando que H = Ṙ/R, puede es
ribirse:
ṅψq + 3Hnψq = sqẎq. (2.7.17)Combinando estas dos últimas expresiones para ṅψq + 3Hnψq , obtenemos:

dYq
dt

= − < σv > sq
(

Y 2
q − Y 2

q,eq

)

. (2.7.18)Dado que el término de intera

ión usualmente depende explí
itamente de la temperatura, es
onveniente introdu
ir 
omo variable independiente x = m/T , donde m es 
ualquier es
ala de masaapropiada (a menudo es tomada 
omo la masa de las partí
ulas de interés). Pretendemos es
ribirla e
ua
ión de Boltzmann en términos de la variable x. Para ello re
ordemos que durante la épo
adominada por radia
ión x y T , estaban rela
ionados por (2.2.70), de este modo vemos que
dt

dx
= 2(0,301)(gq⋆)

−1/2mpl

m2
x. (2.7.19)Por la regla de la 
adena, podemos es
ribir:

Ẏq =
dYq
dt

=
dx

dt

dYq
dx

. (2.7.20)



Utilizando la inversa del ja
obiano dt/dx, podemos es
ribir para Ẏq
Ẏq =

H(m)

x

dYq
dx

, (2.7.21)donde hemos de�nido:
H(m) ≡ 1,66(gq⋆)

1/2 m
2

mpl
. (2.7.22)Notemos que H(m) no es independiente de la rela
ión que vin
ula H 
on la temperatura (ver(2.2.69)), sino que ambos están rela
ionados mediante

H = x−2H(m). (2.7.23)Finalmente, a partir de (2.7.18) y (2.7.21) podemos es
ribir la e
ua
ión de Boltzmann 
omo sigue:
dYq
dx

= −x < σv > sq
H(m)

(

Y 2
q − Y 2

q,eq

)

, (2.7.24)donde < σv > está dado por
< σv >= − 1

(nψq )2

∫

ḟcd
3p. (2.7.25)Si 
onsideramos otros 
anales de aniquila
ión para ψψ̄, digamos ψψ̄ en algún estado �nal F (none
esariamente un estado �nal de dos 
uerpos) habrá un término adi
ional en la e
ua
ión para ṅψqque será similar al que se en
uentra en el miembro dere
ho pero 
on < σψψ̄→xx̄v > reemplazado por

< σψψ̄→F v >. La suma sobre todos los 
anales de aniquila
ión lleva al resultado �nal en términos dela se

ión e�
az de aniquila
ión total < σAv >,
dYq
dx

= −x < σAv > sq
H(m)

(

Y 2
q − Y 2

q,eq

)

. (2.7.26)De�niendo ΓA = nψq,eq < σAv > y re
ordando que H = x−2H(m) obtenemos la forma que deseá-bamos para la e
ua
ión de Boltzmann,
x

Yq,eq

dYq
dx

= − ΓA
H(x)

[

(

Y

Yeq

)2

− 1

]

. (2.7.27)Es de notar que la deriva
ión que hemos he
ho es independiente de la forma parti
ular de la fun
iónde distribu
ión. Esta e
ua
ión tiene la misma forma fun
ional que la e
ua
ión (5,26) derivada en lase

ión (5,2) del libro de Kolb & Turner [17℄, en donde son 
onsideradas explí
itamente distribu
ionesde Maxwell-Boltzmann.2.7.2. Congelamiento de abundan
iasMediante la forma �nal para la e
ua
ión de Boltzmann dada por (2.7.27), vemos que el 
ambio enel número de partí
ulas ψ por volumen 
omovil esta 
ontrolado bási
amente por dos fa
tores. Uno deellos mide la efe
tividad de las aniquila
iones, es de
ir, el término usual Γ/H. El segundo es un fa
torque da una medida de la desvia
ión en los valores reales de las fun
iones de distribu
ión respe
to desus valores en el equilibrio. Es 
laro que 
uando Γ/H es menor que la unidad, el 
ambio relativo en elnúmero de ψ′s en un volumen 
omovil se vuelve pequeño, −∆Yq/Yq ∼ −(xdY/dx)/Yq,eq ∼ Γ/H < 1,las aniquila
iones se detienen, y el número de ψ′s en un volumen 
omovil se �
ongela�.
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ia de equilibrio standard y 
orre

ión no extensiva para partí
ulas no relativistas.Anali
emos esto 
on un po
o más de detalle. La tasa de aniquila
iones ΓA varía 
omo nq,eq ve
es lase

ión e�
az de aniquila
ión promediada térmi
amente < σAv >. En el régimen relativista, nq,eq ∝ T 3,y 
omo otras tasas ΓA variará 
on alguna poten
ia de T . En el régimen no relativista, nq,eq ∝ e−m/T ,de modo que ΓA de
re
e exponen
ialmente. Por lo tanto en ambos regímenes ΓA de
re
e 
uando latemperatura de
re
e y eventualmente 
ae por debajo del valor ne
esario para mantener el equilibrio,esto su
ede aproximadamente 
uando ΓA ≃ H, que por de�ni
ión o
urre 
uando x = xf (�freeze out�).De esta manera esperamos que para x < xf , Yq(x) ≃ Yq,eq(x), mientras que para x > xf la abundan
iade partí
ulas ψ por volumen 
omovil se �
ongela� (Yq(x > xf ) = Yq,eq(xf )).En el régimen relativista (x ≪ 3) y en el no relativista (x ≫ 3), los valores de equilibrio para elnúmero de partí
ulas ψ por volumen 
omovil adoptan una forma bastante simple. Podemos 
al
ularel valor de Yq,eq ≡ nψq,eq/sq en 
ada uno de los 
asos men
ionados re
ordando la de�ni
ión de sq ylas e
ua
iones (2.2.17) y (2.2.18) en el 
aso relativista (para bosones y fermiones respe
tivamente) y(2.2.36) en el 
aso no relativista. Obtenemos los siguientes resultados:
Y b
q,eq = 0,278gb(gq⋆s)

−1

[

1 + 6
ζ(4)

ζ(3)
(q − 1)

] (2.7.28)para bosones relativistas,
Y f
q,eq = 0,278

3

4
gf (gq⋆s)

−1

[

1 + 8
ζ(4)

ζ(3)
(q − 1)

] (2.7.29)para fermiones relativistas, y
Y nr
q,eq = 0,145gx3/2e−x(gq⋆s)

−1

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3x+ x2

)] (2.7.30)
on x≫ 3, para partí
ulas no relativistas.



Considerando que podemos es
ribir a gq⋆s 
omo gq⋆s = gst⋆s + (q − 1)ĝc⋆s, obtenemos a primer ordenen (q − 1) para las 
antidades arriba men
ionadas,
Y b
q,eq = 0,278gb(gst⋆s)

−1

[

1 + (q − 1)

(

6
ζ(4)

ζ(3)
− ĝc⋆s
gst⋆s

)]

, (2.7.31)
Y f
q,eq = 0,278

3

4
gf (gst⋆s)

−1

[

1 + (q − 1)

(

8
ζ(4)

ζ(3)
− ĝc⋆s
gst⋆s

)]

, (2.7.32)y
Y nrq,eq = 0,145gx3/2e−x(gst⋆s)

−1

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3x+ x2 − 2

ĝc⋆s
gst⋆s

)] (2.7.33)
on x≫ 3.En la Fig.(2.2) se muestra la abundan
ia de equilibrio para partí
ulas no relativistas provenientede la teoría standard y la 
orrespondiente 
orre

ión no extensiva. Finalmente notemos que en este
aso el término 
orre
tivo disminuye exponen
ialmente a medida que la temperatura de
re
e.2.8. Presente de un Universo no-extensivoEn esta se

ión estudiaremos 
ómo se 
orrigen debido a lo no-extensividad los valores a
tuales de lasfun
iones termodinámi
as que 
ara
terizan el estado del Universo. En parti
ular estamos interesadosen los valores de ρRq , sq y nγq . Otra 
antidad que resulta de gran interés es la razón entre la densidadde energía y la densidad de energía 
ríti
a de�nida por
Ωq =

ρq
ρc


on ρc =
3H2

0

8πG
, (2.8.1)donde G = m−2

pl 
on mpl = 1,2211×1019 GeV y h es tal que el valor de H(t) hoy es H0 = 2,1332h10−42GeV (0,4 < h < 1). De esta manera, a partir del valor de ρRq hoy, podemos hallar la fra

ión 
on laque 
ontribuyen las espe
ies relativistas a la densidad de energía 
ríti
a en la a
tualidad, esto es
Ωq,Rh

2 =
8πG

3H2
0

h2ρRq . (2.8.2)Para hallar ρRq (2.2.67) y sq (2.3.5) debemos 
ono
er el valor que toman gq⋆ y gq⋆s hoy.2.8.1. gq⋆ y gq⋆s hoyRe
ordemos que gq⋆ estaba de�nido por las e
ua
iones (2.2.64), (2.2.65) y (2.2.66), mientras que gq⋆sestaba dado por (2.3.6), (2.3.7) y (2.3.8). Asumiendo que hoy existen solamente dos espe
ies relativistas,los fotones y los neutrinos (tres tipos: νe, νµ y ντ ) y re
ordando que la temperatura de los neutrinos seen
uentra rela
ionada 
on la de los fotones por la e
ua
ión (2.5.12) el 
ál
ulo a primer orden en (q−1)otorga,
(gq⋆)hoy = 3,36 [1 + 9,43(q − 1)] (2.8.3)

(gq⋆s)hoy = 3,91 [1 + 7,11(q − 1)] . (2.8.4)



2.8.2. Estado a
tualA partir de los valores de gq⋆ y gq⋆s hoy y teniendo en 
uenta que la temperatura a
tual del FondoCósmi
o de Radia
ión medida por el satélite COBE es T = 2,728 ± 0,004 K, podemos obtener losvalores a
tuales de: ρRq , sq, nγq y Ωq,R. Los resultados que se obtienen en el sistema de unidades CGS(ver Apéndi
e I), son:
(ρRq )hoy = 7,83 × 10−34 [1 + 9,43(q − 1)] g cm−3, (2.8.5)
(sq)hoy = 2899,41 [1 + 7,11(q − 1)] cm−3, (2.8.6)
(nγq )hoy = 411,77 [1 + 5,4(q − 1)] cm−3, (2.8.7)

(Ωq,R)hoy = 4,17 × 10−5 [1 + 9,43(q − 1)] h−2, (2.8.8)donde 
ada uno de los primeros términos en las e
ua
iones anteriores dan 
uenta de los 
orrespondientesvalores standard.2.9. Fondo 
ósmi
o de partí
ulas débilmente intera
tuantesEn la dis
usión de la se

ión 2.5 supusimos que los neutrinos tenían masa nula. Si estas partí
ulasposeen masa no nula, enton
es las 
onse
uen
ias físi
as serán bastante diferentes. Estas 
onse
uen
iaspueden ser predi
has en forma bastante general para 
ualquier espe
ie de partí
ulas masivas que inte-ra
túen débilmente, ya sean neutrinos u otra espe
ie. A estas partí
ulas se las denomina wimp's (delinglés weakly intera
ting massive parti
les). Consideremos primero el 
aso de una espe
ie wimp que sedesa
opla siendo aún relativista.2.9.1. Reliquias RelativistasConsideremos el 
aso de una espe
ie fermioni
a para la 
ual xf . 3. En este 
aso el 
ongelamientoo
urre 
uando la espe
ie todavía es relativista y Yq,eq no esta 
ambiando 
on el tiempo (ver e
ua
iones(2.7.28) y (2.7.29)). Dado que Yq,eq es 
onstante, el valor �nal de Yq es muy po
o sensible a los detallesdel 
ongelamiento (i.e. al valor pre
iso de xf ), y el valor asintóti
o de Yq, (Yq(x → ∞)) ≡ Yq,∞, esjustamente el valor de equilibrio en el instante de 
ongelamiento:
Yq,∞ = Y f

q,eq(xf ) = 0,278
3

4
gf
[

1 + 8
ζ(4)

ζ(3)
(q − 1)

]

(gq⋆s(xf ))
−1 
on xf . 3. (2.9.1)Vemos enton
es que para esta espe
ie, el 
ongelamiento tiene lugar 
on abundan
ia relativa de partí-
ulas ψ de orden unidad 
on respe
to a sq (o a la densidad númeri
a de fotones). La abundan
ia departí
ulas ψ′s hoy es

nψq,hoy = sq,hoyYq,∞ (2.9.2)
nψq,hoy =

3

4
gf806,04 [1 + 14,31(q − 1)] (gq⋆s)

−1. (2.9.3)Una espe
ie que se desa
opla siendo aún relativista es llamada usualmente una reliquia relativista (delinglés hot reli
). Estas partí
ulas se habrán vuelto no relativistas a alguna temperatura Tnr ≃ m en elpasado siempre que m > T0; i.e. m & 2,35×10−4 eV (si este no fuera el 
aso, serían relativistas todavíahoy y se 
omportarían de igual modo que los neutrinos sin masa dis
utidos en la se

ión 2.5). Ladensidad de masa 
on la que 
ontribuye una reliquia relativista en la a
tualidad es simple de 
al
ular,pues viene dada por:
ρψq,hoy = nψq,hoymψ. (2.9.4)



Con esto podemos hallar la fra

ión 
on la que 
ontribuye la espe
ie ψ a la densidad de masa 
ríti
ahoy.
Ωψ
q,hoyh

2 =
8πG

3H0
h2ρψq,hoy. (2.9.5)El 
ál
ulo explí
ito nos 
ondu
e a:

Ωψ
q,hoyh

2 =
3

4
gf7,65 × 10−2 [1 + 14,31(q − 1)] (gq⋆s)

−1
(mψ

eV
.
) (2.9.6)Basándonos en la edad del Universo sabemos que Ω0h

2 . 1; apli
ando esta 
ota a la 
ontribu
iónde la espe
ie ψ a Ω0h
2 obtenemos una 
ota 
osmológi
a a la masa de las partí
ulas ψ,

mψ . 13,08
4

3
[1 − 14,31(q − 1)] gq⋆s(g

f )−1. (2.9.7)Los neutrinos livianos (
on mν . MeV) se desa
oplan 
uando la temperatura T es del orden deunos po
os MeV. A esta temperatura, las espe
ies relativistas en equilibrio 
on los fotones son losele
trones e−, los positrones e+ y tres pares de neutrinos νe, νµ y ντ (
on sus respe
tivas antipartí
ulasaso
iadas ν̄e, ν̄µ y ν̄τ ). De modo que
gq⋆s(xf ) = 2 +

7

8
[2 + 2 + 2 × 3] +

60

2π2

45

π2

ζ(5)

2
(q − 1)

[

2 +
15

16
(2 + 2 × 3)

]

. (2.9.8)
gq⋆s(xf ) = 10,75 [1 + 7,60(q − 1)] (2.9.9)Para una espe
ie de neutrinos de dos 
omponentes, gf = gν = 2 y a primer orden en (q − 1), resulta
mν . 93,72 [1 − 6,7(q − 1)] eV. (2.9.10)Esta última e
ua
ión 
onstituye una generaliza
ión no extensiva de la 
ota sobre la masa de neu-trinos livianos estables impuesta por Cowsik y M
 Clelland (véase la se

ión 5.2 del libro de Kolb &Turner). Si bien resulta difí
il pensar en medidas su�
ientemente pre
isas 
omo para obtener 
otassobre el valor del parámetro (q − 1) a partir de la e
ua
ión (2.9.10), es importante notar que el he
hode 
onsiderar un 
ambio en la estadísti
a puede tener in�uen
ia sobre el espe
tro de masas de laspartí
ulas que podrían existir en el Universo.2.9.2. Reliquias no-relativistasConsideremos ahora el 
aso en el 
ual el desa
oplamiento o
urre 
uando la espe
ie es no relativista(xf & 3). El valor de Yq = nq/sq esta dado en este 
aso por (2.7.30)

Y nr
q,eq(xf ) = 0,145gx

3/2
f e−xf

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3xf + x2

f

)]

(gq⋆s)
−1. (2.9.11)A diferen
ia de lo que o
urría en el 
aso relativista, ahora Yq,eq depende fuertemente de m (pues

xf = m/Td). Para obtener una estima
ión numéri
a, debemos determinar Td. Tomaremos 
omo 
riteriopara de�nir la temperatura a la que tiene lugar el desa
oplamiento la 
ondi
ión Γ ≃ H.Las rea

iones que son 
apa
es de 
ambiar el número de wimp's de tipo A, son de la forma AĀ↔
XX̄ , donde X es alguna espe
ie de partí
ula genéri
a (la 
ual supondremos, por simpli
idad, enequilibrio térmi
o). El valor promedio de σv para tal pro
eso de aniquila
ión puede ser expresado enla forma

< σv >≡ σ0

(

T

m

)k

. (2.9.12)



El valor de k depende de los detalles del pro
eso de aniquila
ión dominante, usualmente es de orden 1.El valor de σ0 depende de m y tiene una forma simple en los dos 
asos extremos m≪ mZ y m≫ mZ ,donde mZ ≃ 102 Gev es la masa del mediador de las intera

iones débiles; el bosón Z.Anali
emos el 
aso m ≪ mZ . Para wimps 
on m < mZ , la se

ión e�
az σ0 puede ser expresadamediante (véase la se

ión 3.4 del libro de Padmanabhan [19℄),
σ0 ≃ c

2π
G2
Fm

2, (2.9.13)donde GF es la 
onstante de Fermi y su valor está dado por G−2
F = 292,8 GeV. El valor de la 
onstante

c depende del �tipo de fermión�. Los fermiones de spin 1/2 son 
lasi�
ados 
omo de tipo �Dira
� o�Mayorana�. Un fermión de tipo Dira
 será distinto de su antipartí
ula, mientras que uno de tipoMayorana será su propia antipartí
ula. Consideraremos partí
ulas del tipo Dira
 para las 
uales c ≃ 5.La tasa 
on la que o
urren las rea

iones viene dada por
Γ = nq < σv >, (2.9.14)o bien, teniendo en 
uenta la expresión para nq dada por (2.2.36),

Γ =
σ0gA

(2π)3/2
T 3
(m

T

)3/2−k
e−m/T

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m

T
+
(m

T

)2
)]

. (2.9.15)La tasa de expansión H 
omo fun
ión de la temperatura quedó de�nido en (2.2.69) mediante
H = 1,66 (gq

∗
)1/2

T 2

mP l
. (2.9.16)Con esto, la 
ondi
ión Γ/H ≃ 1 nos lleva a

1 = 3,82 × 10−2gA(gq⋆)
−1/2

(

m

Td

)1/2−k

e−m/Td

[

1 +
q − 1

2

(

15

4
+ 3

m

Td
+

(

m

Td

)2
)]

σ0mmpl. (2.9.17)Resolviendo esta e
ua
ión para e−m/Td , sustituyendo el resultado en la expresión (2.9.11) para Y nr
q,eqy 
al
ulando σ0 utilizando la (2.9.13), obtenemos

Y nr
q,eq(xf ) = 2,86 × 10−9(gq⋆)

−1/2

(

m

Td

)k+1
( m

GeV

)

−3
. (2.9.18)Para hallar el valor de la densidad numéri
a nq,hoy = Yq/sq, re
ordamos que sq,hoy = 2899,41

× [1 + 7,11(q − 1)] cm−3. Reteniendo el primer orden en (q − 1) esto nos lleva a
nq = 8,3 × 10−6(gq⋆)

−1/2

(

m

Td

)k+1 ( m

GeV

)

−3
×

[

1 + (q − 1)

[

7,11 +
1

2

(

15

4
+ 3

m

Td
+

(

m

Td

)2
)]]

. (2.9.19)La densidad de energía de estas partí
ulas hoy es, 
omo señalamos antes, ρq,hoy = nq,hoym. Podemos
al
ular ahora la fra

ión de energía 
on la que 
ontribuye esta espe
ie a la densidad de energía 
ríti
a,es de
ir Ωq,hoy. Para esto re
ordamos que
Ωq,hoyh

2 =
8πG

3H0
h2ρq,hoy (2.9.20)



donde G = m−2
pl 
on mpl = 1,2211×1019 GeV y h es tal que el valor de H(t) hoy es H0 = 2,1332h10−42GeV (0,4 < h < 1). Sustituyendo los valores numéri
os de las 
onstantes obtenemos:

Ωq,hoyh
2 = 0,79(gq⋆)

−1/2

(

m

Td

)k+1
( m

GeV

)

−3
×

[

1 + (q − 1)

[

7,11 +
1

2

(

15

4
+ 3

md

T
+

(

m

Td

)2
)]]

. (2.9.21)Para ha
er estima
iones numéri
as de estas 
antidades debemos resolver la e
ua
ión Γ/H = 1 para
Td. Tomando logaritmo en (2.9.17), se llega a

m

Td
= 17,74 + ln

[

gA
(gq⋆)1/2

]

+

(

1

2
− k

)

ln

[

m

Td

]

+ 3 ln
[ m

GeV

]

+

ln

[

1 + (q − 1)

[

1

2

(

15

4
+ 3

m

Td
+

(

m

Td

)2
)]]

. (2.9.22)Esta 
ondi
ión determina el valor de Td en fun
ión de m. Dado que gq⋆ es una fun
ión que varíalentamente 
on la temperatura, podemos resolver esta e
ua
ión en forma iterativa.Consideremos el 
aso típi
o de una partí
ula wimp 
on masa m & 1 GeV. A partir de (2.9.22)vemosque a orden dominante m/Td ≃ 17,74, suponiendo por simpli
idad k = 0, el término ln(m/Td) 
orrige elvalor de m/Td a m/TD ≃ 19,18, dando Td ≃ 52 MeV (m/GeV). A esta temperatura, todas las espe
iesde partí
ulas del Modelo Standard son relativistas y por lo tanto 
ontribuyen en forma signi�
ativa ala densidad de energía, llevando el valor de gq⋆ al orden de 102. Con esto el término ln((gq⋆)
1/2/gA) ≃

ln 5 ≃ 1,61, y el valor de m/Td se 
orrige a m/Td ≃ 17,57.Anali
emos ahora el término proveniente de 
onsiderar una estadísti
a no-extensiva, este viene dadopor:
ln

[

1 + (q − 1)

[

1

2

(

15

4
+ 3

m

Td
+

(

m

Td

)2
)]]

. (2.9.23)Sustituyendo en esta expresión el valor de m/Td a orden 
ero, m/Td ≃ 17,74, obtenemos 
omo
ontribuye el 
ambio en la estadísti
a a la 
orre

ión a primer orden del valor de m/Td. A primerorden en (q − 1), podemos utilizar el desarrollo ln(1 + v) ≃ v para obtener
m

Td
= 17,57 + 3 ln

( m

GeV

)

+ (q − 1)185,8 (2.9.24)Para masas m & 1 GeV tales que no su
eda m ≫ 1 GeV, dado que la fun
ión ln es de 
re
imien-to relativamente lento; podemos pres
indir del término 3 ln(m/GeV ). Hemos hallado �nalmente unaestima
ión de m/Td,
m

Td
= 17,57 + 3 ln

( m

GeV

)

+ (q − 1)185,8. (2.9.25)Sustituyendo este valor en (2.9.18) y (2.9.21) para Y nr
q,eq y Ωq,hoyh

2 respe
tivamente y 
onsiderandoque gq⋆ ≃ 102 obtenemos
Y nr
q,eq = 4,87 × 10−9 [1 + 10,5(q − 1)]

( m

GeV

)

−3
. (2.9.26)

Ωq,hoyh
2 = 1,34 [1 − 75,2(q − 1)]

( m

GeV

)

−2
. (2.9.27)



El fermión A y su antipartí
ula Ā, proveerán dos ve
es este valor de Ωq,hoyh
2, es de
ir

ΩAĀ
q,hoyh

2 = 2,69 [1 − 75,2(q − 1)]
( m

GeV

)

−2
. (2.9.28)La restri

ión Ωq,hoyh

2 . 1 da enton
es una 
ota inferior para la masa de estas partí
ulas
m > 1,64 [1 − 37,6(q − 1)] GeV. (2.9.29)El análisis he
ho en esta se

ión, revela que los wimps, en dos rangos de masa diferentes, pueden
ontribuir signi�
ativamente a la densidad del Universo dando Ωh2 . 1. Para m . 10−2 eV, Td ≃ 1−3MeV, los wimps se desa
oplan siendo aún relativistas. Su densidad numéri
a hoy es 
omparable a la delos fotones y para m ≃ 102 eV, Ωh2 ≃ 1. Si por otro lado 
onsideramos m & 1 GeV, Td ≃ 52 MeV y loswimps se desa
oplan siendo no relativistas. La densidad numéri
a de reliquias frías se ve fuertementesuprimida por el fa
tor e−m/Td . Para m ≃ 2 GeV, nuevamente tenemos Ωh2 ≃ 1. Es interesante notarque 
onsidera
iones puramente 
osmológi
as (viz. Ωh2 . 1.) a
otan la posible existen
ia de fermionesque intera
túan débilmente en el rango de masas 
omprendido entre 100 eV < m < 2 GeV. Sabemosque el Universo 
ontiene una gran 
antidad de masa en forma de materia os
ura. Los wimps, si ellosexisten, pueden proveer mu
ha de esta masa. Sobre el resultado (2.9.29) es también válido el 
omentarioseñalado en el último párrafo de la se

ión sobre reliquias relativistas.2.10. Igualdad radia
ión-materiaPara una e
ua
ión de estado de la forma P = ωρ puede mostrarse que la densidad de energía es

ρ ∝ R−3(1+ω) (véase la se

ión 5.3 de la Ref.[17℄). En parti
ular tenemos paraRadia
ión: ω = 1
3 =⇒ ρR ∝ R−4Materia no relativista: ω = 0 =⇒ ρNR ∝ R−3De modo que
ρNR(t) = ρNR(t0)

(

R(t0)

R(t)

)3

= ρcΩNR(t0)(1 + z)3, (2.10.1)
ρR(t) = ρR(t0)

(

R(t0)

R(t)

)4

= ρcΩNR(t0)(1 + z)4, (2.10.2)donde hemos de�nido el 
orrimiento al rojo z 
omo 1 + z = R(t0)/R(t).Las observa
iones sugieren que:
Ωtotal(t0) ≡ Ω ≃ ΩNR & 0,2 (2.10.3)Vemos enton
es que la materia domina sobre la radia
ión en el presente. Pero dado que ρNR ∝ R−3y ρR ∝ R−4, se sigue que la densidad de radia
ión 
re
e más rápido que la densidad de materia amedida que vamos ha
ia fases 
ada vez más tempranas del Universo (es de
ir ha
ia 
orrimientos alrojo mayores). De esto, se desprende que en algún tiempo t = teq en el pasado (el 
ual 
orrespondea un valor del fa
tor de es
ala R = Req y un 
orrimiento al rojo z = zeq) la radia
ión y la materiatuvieron densidades idénti
as. De las igualdades:

ρNR(teq) = ρNR(t0)

(

R(t0)

R(teq)

)3

= ρcΩNR(t0)(1 + zeq)
3, (2.10.4)

ρR(teq) = ρR(t0)

(

R(t0)

R(teq)

)4

= ρcΩNR(t0)(1 + zeq)
4, (2.10.5)



se dedu
e
1 + zeq =

ΩNR(t0)

ΩR(t0)
≃ Ω

ΩR(t0)
. (2.10.6)De este modo,

1 + zeq = (ΩR(t0)h
2)−1Ωh2. (2.10.7)Utilizando la e
ua
ión (2.8.8) para el valor de ΩR(t0)h

2 en el mar
o no extensivo obtenemos para
1 + zeq a primer orden en (q − 1),

1 + zeq = 2,4 × 104 [1 − 9,43(q − 1)] Ωh2 (2.10.8)Este valor 
orresponde a una temperatura dada por Teq = T0(1 + zeq), tomando T0 = 2,728 K,obtenemos
Teq = 5,64 [1 − 9,43(q − 1)] Ωh2, (2.10.9)mientras que el tiempo universal 
orrespondiente viene dado por (véase la se

ión 2.4 de [19℄)
teq ≃ 0,39H−1

0 Ω−1/2(1 + zeq)
−3/2, (2.10.10)tomando H0 = 2,1332h10−42 GeV, obtenemos a primer orden en (q − 1)

teq = 1,022 × 103 [1 + 14,14(q − 1)] (Ωh2)−2años. (2.10.11)Señalamos que el valor del tiempo de equivalen
ia también puede ser a
otado utilizando medidaspre
isas del fondo 
ósmi
o de mi
roondas, de donde pueden surgir 
otas sobre (q − 1).



Capítulo 3Nu
leosíntesis Primordial
3.1. Introdu

iónLos pro
esos de forma
ión de elementos livianos en el universo primitivo, llamados nu
leosíntesisprimordial, proveen un es
enario interesante para testear la viabilidad de teorías físi
as fundamentalesy, en parti
ular, de la des
rip
ión estadísti
a. Como ya hemos visto, los pro
esos térmi
os son sensi-bles a las modi�
a
iones en la teoría estadísti
a y la nu
leosíntesis puede enton
es prede
ir diferentesabundan
ias de elementos livianos en 
ada teoría parti
ular.Los 
ambios produ
idos en las abundan
ias de elementos livianos en teorías no-extensivas han sidotratados en el mar
o de la aproxima
ión asintóti
a (véase, por ejemplo, la Ref.[20℄). Aquí, en 
ambiose seguirá trabajando 
on las fun
iones de distribu
ión provistas por la aproxima
ión de fa
toriza
ión.Dado que las expresiones analíti
as han probado ser en general más sen
illas en el segundo mar
o que enel primero, esperamos poder proseguir los 
ál
ulos en forma analíti
a más allá del punto al
anzado entratamientos anteriores. Además presentaremos un análisis detallado del Prin
ipio de Balan
e Nu
learque es válido en situa
iones no-extensivas que será útil en ambas aproxima
iones.Este 
apíitulo se en
uentra reportado en la Ref. [22℄ y representa una extensión de los estudiosrealizados en [20, 23, 24℄.3.2. Nu
leosíntesis 
omo test del universo: no
iones bási
asEl 
ál
ulo bási
o de nu
leosíntesis es la simula
ión de una 
adena de rea

iones nu
leares en una
aja en expansión. Las predi

iones a
tuales del modelo standard se muestran en el panel izquierdo dela Fig. 3.1. Esen
ialmente, las predi

iones de nu
leosíntesis son robustas porque toda la informa
iónmi
rofísi
a está bien entendida. Las energías relevantes (0.1 a 1MeV) pueden ser exploradas en el labo-ratorio y las in
ertidumbres experimentales son en general despre
iables. Sin embargo, los problemasque surgen en la determina
ión de las abundan
ias primordiales son varios y 
ompli
ados, siendo elmás fundamental, que sólo es posible medir abundan
ias a
tuales en sitios astrofísi
os sele
tos y luego,a partir de estos datos, inferir lo que su
edió en el universo primitivo (véanse las Refs.[17, 28℄). Noes nuestro interés ha
er aquí una revisión de la forma en que estas observa
iones son he
has, sinosolamente estudiar las 
onse
uen
ias a que estas observa
iones 
ondu
en.El primer gran logro del modelo standard de nu
leosíntesis fue la predi

ión, luego apoyada poreviden
ia experimental, de que debería haber en el universo grandes 
antidades de 4He (≃ 25%), aúnmás que lo que pueden fabri
ar las estrellas. Luego, 
omenzó a utilizarse la abundan
ia de D 
omouna medida de la densidad barióni
a del universo. La produ

ión de D 
omo fun
ión de la densidad43
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Figura 3.1: Nu
leosíntesis primordial: ideas generales. A la izquierda, predi

iones de abundan
iasprimordiales de los elementos livianos (4He está dado por su fra

ión de masa, el resto por sus valoresrelativos al hidrógeno). El an
ho de las 
urvas indi
an in
ertidumbres teóri
as. La banda verti
al indi
ael intervalo en el que las abundan
ias medidas están de a
uerdo 
on la predi

ión teóri
a y la líneaverti
al mas os
ura, la última determina
ión de la abundan
ia de D (datos de 1998, véase la se

ión deúltimos resultados). A la dere
ha, problemas 
on
ernientes a la 
antidad de materia os
ura: la mayorparte de la materia es no barióni
a y la mayor parte de la materia barióni
a es os
ura.barióni
a tiene una rápida 
aída (∝ ρ−1,7
b ) lo que permitió ex
luir tempranamente modelos de universos
errados solo por bariones. La idea es que no existe ningún pro
eso astrofísi
o realista 
apaz de produ
irgrandes 
antidades de D -debido a la baja energía de ligadura, éste es rápidamente diso
iado-. Luego, laabundan
ia a
tual de D es un límite inferior a la produ

ión primordial. También se utilizó el 3He, quea diferen
ia del D, si puede ser produ
ido en las estrellas, por ejemplo en estrellas de baja masa durantesu etapa de se
uen
ia prin
ipal. La suma de las abundan
ias D + 3He debería enton
es ser 
onstanteo aumentar en los últimos Gyr's por lo que medidas a
tuales de esta suma limitan la produ

iónprimordial, lo que a su vez a
ota inferiormente la densidad barióni
a.1 Las abundan
ias de D, 3He y

4He 
ondu
en a prede
ir que la abundan
ia de 7Li debería estar 
er
a de su mínimo, 7Li/H ≃ 10−10.Finalmente, se llegó a la 
on
lusión que las abundan
ias de los elementos produ
idos en el Big Bang son
onsistentes 
on las predi

iones siempre que la fra

ión de densidad 
ríti
a provista por los barionesesté en el intervalo, 0,007 < Ωbh
2 < 0,024 y el número de espe
ies de neutrinos sea inferior a 3.7 [30℄.Estos resultados 
orresponden a la situa
ión de 1998, véase más abajo la se

ión de a
tualiza
ión.2 Elresultado anterior es la eviden
ia más fuerte a favor de la existen
ia de materia os
ura no barióni
a.Anali
emos esto 
on más detalle.Consideremos por ejemplo que la abundan
ia de D es igual a D/H=(3,2±0,6)×10−5. Esto 
ondu
e,a través de la Fig.3.1, a Ωb = (0,02 ± 0,004)h−2. Pero medidas dinámi
as de la densidad de materia1Esto es un po
o más 
omplejo ya que también hay estrellas que destruyen 3He. Sin embargo, éstas resultan ser masivasy también produ
en metales. Luego, la metali
idad de la galaxia provee una 
ota superior al monto de de
re
imiento de

D +3He y el razonamiento anterior es apli
able [29℄.2Re
ordemos que la 
onstante de Hubble H0 = 100h km s−1 Mp
−1 entra en el problema debido a la de�ni
ión de ladensidad 
ríti
a ρc = 3H2
0/8πG = 1,88h2

× 10−29g cm−3. Medidas re
ientes pare
en 
onverger ha
ia h = 0,65± 0,1 [31℄.



en 
lusters -basado en determina
iones de masa galaxia-
lusters, velo
idades pe
uliares y fre
uen
iadel fenómeno de gravitational lensing- indi
an que ΩM es al menos 0.3 (véase la Ref.[32℄). El primerproblema apare
e enton
es: en el 
aso en que ΩM . 1 la mayor parte de la materia es no barióni
a.Pero asimismo, ya que toda la materia luminosa 
ontribuye en menos del 1% a la densidad 
ríti
a(Ωlum ≃ 0,003h−1), la mayor parte de la materia barióni
a es os
ura. Estos problemas está grá�
amenterepresentados en el panel dere
ho de la Fig.3.1.Para terminar, señalemos que la físi
a de partí
ulas también se ha visto bene�
iada 
on 
otasprovenientes de estudios de nu
leosíntesis primordial. Steigman et al. (Ref.[33℄) notaron ha
e ya dosdé
adas que un límite observa
ional superior sobre la abundan
ia de 4He podría usarse para derivar unlímite superior a las familias de neutrinos.En 
on
lusión, la nu
leosíntesis primordial es probablemente la herramienta más poderosa para tes-tear una teoría a nivel 
osmológi
o, ya que provee informa
ión pre
isa y experimentalmente 
on�rmadade la situa
ión del universo a po
os segundos luego del Bang. Toda teoría alternativa de estadísti
a ode gravita
ión debe ser enton
es �ltrada por sus predi

iones de forma
ión de nu
leidos.3.3. Ultimos resultados: la era inesperada de la pre
isiónUn 
ambio dramáti
o o
urrió en 1998 
uando la abundan
ia de D fue medida en nubes hidrógenode grandes 
orrimientos al rojo iluminadas por quasars aún más distantes. Basándose en medidasobtenidas de 9 de tales nubes (véase la Ref.[34℄) se determinó que (D/H)p = (3,3± 0,5)× 10−5 (a 95%CL). A partir de esto la abundan
ia de bariones es
Ωbh

2 = 0,0190 ± 0,0018 95%CL, (3.3.1)mientras que para la densidad obtenemos
ρ = 1,88(Ωbh

2) × 10−29g 
m−3. (3.3.2)Medidas de la radia
ión de fondo de mi
roondas, en parti
ular de sus anisotropías a gran es
ala,también son útiles para determinar la densidad barióni
a 
on una pre
isión del 1%.El primer paso en la medida de Ωbh
2 utilizando la radia
ión 
ósmi
a de fondo fue realizado por losexperimentos BOOMERanG y MAXIMA quienes reportaron (Ref.[35℄)

Ωbh
2 = 0,032+0,009

−0,008 95% CL, (3.3.3)lo 
ual 
laramente no es 
ompatible 
on el valor obtenido utilizando el modelo standard de la nu
leo-síntesis primordial.La nu
leosíntesis primordial es in
ompatible 
on el valor de Ωbh
2 dado por (3.3.3) por tres razones(Ref.[36℄)para tal valor de Ωbh

2(≃ 0,03) la abundan
ia de deuterio, D/H, sería (1,6 ± 0,12) × 10−5,la abundan
ia de 7Li: (8,5 ± 0,7) × 10−10,la abundan
ia de 4He: 0,251 ± 0,001,y las tres están en signi�
ativo 
on�i
to 
on las observa
iones. Por ejemplo para el 4He los diferentesestudios arrojan 0,244 ± 0,004 y 0,234 ± 0,004 (Ref.[34℄) que, siendo sólo marginalmente 
onsistentesentre sí, son in
ompatibles 
on el valor 0.251.



El rango de valores de Ωbh
2 obtenido a partir de la nu
leosíntesis primordial pare
e bien justi�
adoy un tratamiento ex
esivo de los errores puede empujar Ωbh

2 ha
ia arriba a no más de 0.025. In
lusiveen este límite el desa
uerdo entre teoría y observa
ión para diferentes elementos livianos empieza anotarse.Hay enton
es 
laramente un 
on�i
to inesperado: si experimentos 
on el fondo 
ósmi
o de mi
ro-ondas 
on�rman un valor tan alto de Ωbh
2 se señalaría la existen
ia de físi
a más allá del modelostandard.3.4. Forma
ión primordial de 4HeSon mu
has y variadas las presenta
iones que pueden en
ontrarse sobre la nu
leosíntesis primordial.A los efe
tos de este 
apítulo, haremos una breve revisión del tema. Valiosas introdu

iones puedenverse en el libro de Kolb y Turner [17℄ y en el de Coles y Lu

hin [28℄.3Bási
amente, la forma
ión de 4He primordial o
urre a través de la siguiente serie de eventos. Atiempos tempranos, 
uando la temperatura del universo era del orden de las 
entenas de MeV, laenergía y la densidad numéri
a de partí
ulas estaba dominada por partí
ulas relativistas: leptones �ele
trones, positrones y neutrinos� y fotones. Todas las partí
ulas estaban en equilibrio térmi
o, debidoa 
olisiones gobernadas por la intera

ión débil que rige las rea

iones:

n+ νe ⇐⇒ p+ e−, (3.4.1)
n+ e+ ⇐⇒ p+ ν̄e, (3.4.2)
n⇐⇒ p+ e− + ν̄e. (3.4.3)Es una suposi
ión del modelo que los neutrinos y antineutrinos se en
ontraban en igual 
antidadmientras que los ele
trones y protones mantenían �y aún lo ha
en� la neutralidad de 
arga. Bajo estassuposi
iones, la densidad numéri
a de neutrones a protones estaba dado por el fa
tor de Boltzmann:

nn(T )

np(T )
= exp

[

−∆m

kT

]

, (3.4.4)donde ∆m = mn −mp ≃ 1,29MeV. A una temperatura ini
ial de 100MeV, la razón de neutrones aprotones era muy 
er
ana a la unidad. Es posible de�nir enton
es la razón de la densidad neutróni
aa la densidad total de bariones 
omo,
Xn(T ) =

nn(T )

nn(T ) + np(T )
, (3.4.5)y es
ribir para esta variable una e
ua
ión 
inéti
a,

dXn

dt
= −λnpXn + λpn(1 −Xn), (3.4.6)donde λnp y λpn son las tasas totales de transi
ión de los pro
esos que transforman neutrones enprotones y vi
eversa. Estas tasas son 
al
uladas dentro de la teoría de Fermi de intera

iones débiles[27℄. Notemos que la 
ondi
ión ini
ial de (3.4.6) está �ja: para kT ≫ ∆m, (i.e. t→ 0), Xn(T ) → 1/2.Esto es independiente del modelo 
osmológi
o parti
ular elegido para des
ribir el universo temprano,siempre y 
uando exista en él un estado ini
ial denso de alta temperatura. De he
ho, ahora podemos3Esta se

ión está adaptada de la Tesis Do
toral de D.F. Torres, UNLP, 1998.



plantear en términos 
ualitativos 
uál es el problema a resolver, se debe llevar a 
abo una integra
iónnuméri
a de las e
ua
iones de 
inéti
a nu
lear
dYi
dt

= ±
∑

λjYj ±
∑

βjkYjYk, (3.4.7)donde Yj = ni/(nn + np) es la fra

ión del i-ésimo nu
leido, y la suma in
luye todos los pro
esos quellevan a la forma
ión de 
ada nú
leo (signo +) y a la destru

ión de los mismos (signo −) siendo λjy βjk las respe
tivas tasas de rea

ión. Las primeras de tales integra
iones fueron llevadas a 
abo porPeebles y por Wagoner et al. Consideremos las e
ua
iones de Einstein. En la épo
a que nos o
upa, eltérmino de 
urvatura es despre
iable por razones anteriormente expuestas. En una métri
a plana deFriedmann-Robertson-Walker se obtiene, para la e
ua
ión tipo tiempo,
(

Ṙ

R

)2

=
8πG

3
ρ, (3.4.8)donde 
omo es usual, R es el fa
tor de es
ala, G es la 
onstante de gravita
ión y ρ la densidad deenergía. Esta densidad de energía está dominada por partí
ulas sin masa,

ρ = g⋆
π2

30
T 4, (3.4.9)
on g⋆, el número efe
tivo de grados de libertad. A un tiempo tf , o equivalentemente una temperatura

Tf , la tasa de expansión H = Ṙ/R ex
ede la tasa Γ a la 
ual o
urren las rea

iones (3.4.1), (3.4.2)y (3.4.3) que mantienen el equilibrio quími
o entre leptones y bariones. En este tiempo, la razónneutrón-protón se 
ongela,
X(T ≃ 0) = Xeq(Tf ), (3.4.10)y es modi�
ada sólo por el de
aimiento del neutrón, dado por (3.4.3). La tasa de rea

ión Γ es bási
a-mente igual a,

Γ(T ) = nν(T ) < σv >T , (3.4.11)donde nν(T ) es la densidad numéri
a de neutrinos ele
tróni
os y < σv >T es un promedio de la se

ióne�
az de rea

ión multipli
ada por la velo
idad relativa de los intera
tuantes. Ya que nν(T ) ∝ T 3 y
σ ∝ G2

FT
2, 
on GF la 
onstante de Fermi y v ≃ c = 1, obtenemos:

Γ ≃ G2
FT

5. (3.4.12)El tiempo de 
ongelamiento estará dado por la igualdad,
Γ ≃

(

Ṙ

R

)

t=tf

, (3.4.13)que, utilizando (3.4.8), 
ondu
e a
T 3
f ≃ g

1

2
⋆ G

1

2

G2
F

. (3.4.14)Teniendo en 
uenta que GF ≃ 1× 10−5GeV−2, se obtiene Tf ≃ g
1

6
⋆ × 1MeV. A temperaturas del ordende Tf se en
uentra la esen
ia del pro
eso de nu
leosíntesis. Esta es la 
ompeten
ia 
ualitativa entrela tasa de expansión del universo y la tasa a la 
ual o
urren las intera

iones débiles. A T = Tf , el

D,T,3He y 4He son mantenidos en equilibrio por rea

iones 
omo:
n+ p⇐⇒ D + γ, (3.4.15)



D + D ⇐⇒ p+ T, (3.4.16)
T + D ⇐⇒4He + n. (3.4.17)Cuando la temperatura es lo su�
ientemente baja 
omparada 
on la energía de ligadura del deuterio(ǫD = 2,23MeV) estas rea

iones o
urren prin
ipalmente ha
ia la dere
ha (es de
ir, los fotones ya nopueden diso
iar al D). Luego, debido a la alta energía de ligadura del 4He (ǫ4He=28.3MeV), a la noexisten
ia de nú
leos estables 
on número atómi
o 5 y 8 y al aumento de las barreras 
oulombianas,
asi todos los neutrones originales presentes en la temperatura de 
ongelamiento son 
onvertidos en

4He. La razón entre nú
leos de 4He y el número total de bariones es enton
es:
X4 ≃ 1

2
Xn(T ≃ 0), (3.4.18)o, equivalentemente, la fra

ión de masa del 4He puede ser estimada 
omo

Yp =
m4He

mtotal
= 4

n4He

ntotal
≃ 4

1

2
Xn(T ≃ 0). (3.4.19)En 
on
lusión, el valor de Xn en el tiempo de 
ongelamiento �ja la 
antidad de 4He produ
ido. Notemos,sin embargo, que la fórmula anterior es una aproxima
ión y que sólo una integra
ión numéri
a delproblema podrá dar mayor 
ertidumbre. El he
ho que las rea

iones (3.4.15), (3.4.16) y (3.4.17) seande dos 
uerpos puede entenderse en la baja probabilidad de que se produz
an rea

iones de más
uerpos, debido a la baja densidad barióni
a. El primer paso, e
ua
ión (3.4.15), se 
ono
e 
omo 
uellode botella del D: 
omo la energía de ligadura del D es baja, mu
hos fotones serán 
apa
es de diso
iarloy los pasos siguientes sólo podrán 
ontinuar a medida que el universo se enfríe. El número de fotones
apa
es de diso
iar al D varía 
omo:

(

nD
γ

nN

)

=
1

η
exp

[

− ǫD
kT

]

, (3.4.20)donde η es la razón a
tual de bariones a fotones. La temperatura a la 
ual el D es su�
ientementeabundante 
omo para que los pasos (3.4.16), (3.4.17) y sus intermedios:
T + p⇐⇒4He + γ (3.4.21)

3He + n⇐⇒4He + γ (3.4.22)
3He +3He ⇐⇒4He + 2p (3.4.23)

3He + n⇐⇒ T + p (3.4.24)prosigan, dependerá del valor de η. A través de η, la densidad de materia entra en juego. Debido a que latemperatura de la radia
ión 
ósmi
a de fondo se 
ono
e en forma muy pre
isa (T = 2,7277K±0,002K),
η y la densidad barióni
a están dire
tamente rela
ionados,

ρb = 6,84 × 10−22η g cm−3, (3.4.25)o, equivalentemente,
Ωbh

2 = 3,64 × 107η. (3.4.26)



3.5. Razón neutrón-protón en el Universo en expansiónEn esta se

ión des
ribiremos un modelo para tratar la abundan
ia de neutrones en el Universo enexpansión en el mar
o de la teoría estadísti
a no extensiva. Para esto, seguiremos las ideas prin
ipalesde Bernstein et al. (Ref.[25℄). Denotaremos por λpn(T (t)) la tasa 
on la que tienen lugar los pro
esosdébiles que 
onvierten protones en neutrones y por λnp(T (t)) la tasa para los pro
esos inversos. X(T (t))será, 
omo es habitual, la razón entre la densidad numéri
a de neutrones y la densidad numéri
a debariones. Habiendo de�nido estas 
antidades, podemos es
ribir la e
ua
ión 
inéti
a que da 
uenta dela varia
ión temporal de X,
dX(t)

dt
= λpn(T )(1 −X(t)) − λnp(T )X(t). (3.5.1)La solu
ión de esta e
ua
ión viene dada por:

X(T ) =

∫ t

t0

dt′I(t, t′)λpn(t
′) +X(t0)I(t, t0), (3.5.2)donde denotamos por I(t, t′) el fa
tor integrante

I(t, t′) = exp

(

−
∫ t

t′
dt̂Λ(t̂)

)

, (3.5.3)
on
Λ(t) = λpn(t) + λnp(t). (3.5.4)Notemos que la forma de la solu
ión no depende de la estadísti
a utilizada. Sin embargo el he
ho de
ambiar la estadísti
a, produ
irá 
ambios en las tasas de rea

ión, y esto hará que la solu
ión di�era dela standard. La expresión (3.5.2) se simpli�
a tomando el valor de t0 = 0. Es de esperar que λnp y λpnsean muy grandes para tiempos tempranos y altas temperaturas. De este modo, el fa
tor integrante

I(t, t′) será muy pequeño para tiempos del orden de t ≃ 1/Λ(t0) y enton
es el término X(t0)I(t, t0)puede ser omitido. Esperamos además que, debido a los grandes valores para las tasas, la integral enel primer término de (3.5.2) sea insensible al 
ambio de t0 por 0. Con estas aproxima
iones, tenemosahora:
X(t) =

∫ t

0
dt′I(t, t′)λpn(t

′). (3.5.5)Finalmente, podemos notar que:
I(t, t′) =

1

Λ(t′)

d

dt′
I(t, t′), (3.5.6)o, integrando por partes:

X(t) =
λpn(t)

Λ(t)
−
∫ t

0
dt′I(t, t′)

d

dt′

(

λpn(t
′)

Λ(t′)

)

. (3.5.7)3.6. Tasas de rea

iónPara 
al
ular en forma explí
ita (3.5.7), ne
esitamos 
ono
er la forma fun
ional de las tasas derea

ión. Consideremos la tasa de rea

ión λnp(t). Esta es la suma de las tasas de rea

ión de trespro
esos individuales,
λnp = λν+n→p+e− + λe+n→p+ν̄ + λn→p+e−+ν̄ (3.6.1)



los 
uales estan dados por (véase la se

ión 7 del 
apítulo 15 del libro de Weinberg Ref.[27℄):
λν+n→p+e− = A

∫

∞

0
dpνp

2
νpeEe(1 − f e)f ν, (3.6.2)

λe++n→p+ν̄ = A

∫

∞

0
dpep

2
epνEν(1 − f ν)f e, (3.6.3)

λn→p+e−+ν̄ = A

∫ p0

0
dpep

2
epνEν(1 − f ν)(1 − f e), (3.6.4)donde A es una 
onstante global de a
oplamiento �jada por el valor experimental de λn→p+e−+ν̄ , pν,eson las magnitudes de los momentos de los neutrinos y de los ele
trones y Eν,e son las 
orrespondientes.En el dominio de energías relativamente bajas que nos 
on
ierne, los retro
esos que sufren los nu
leonesen 
ada 
olisión, pueden ser despre
iados. Esto nos permite es
ribir la e
ua
ión de la 
onserva
ión de laenergía 
omo Eν+mn = Ee+mp para (3.6.2) y 
omo Eν+mp = Ee+mn para (3.6.3). Estas e
ua
ionesdeben ser usadas en forma explí
ita para resolver las integrales. En (3.6.4), Eν = ∆m − Ee > 0, 
on

∆m = mn −mp = 1,29MeV y de esta 
ondi
ión proviene el valor del límite superior en el rango deintegra
ión. Finalmente, f ν,e son las fun
iones de distribu
ión y (1 − f ν,e) son los fa
tores de bloqueode Pauli (que representan la probabilidad de que los estados �nales se en
uentren deso
upados).En la se

ión siguiente llevaremos a 
abo 
ál
ulos que involu
ran a las tasas de los pro
esos inversosvin
ulados 
on (3.6.2) y (3.6.3). Por 
ompletitud damos aquí sus expresiones (véase la Ref.[27℄),
λe−+p→n+ν = A

∫

∞

p0e

dpep
2
epνEν(1 − f ν)f e, (3.6.5)

λν̄+p→n+e+ = A

∫

∞

∆m
dpνp

2
νpeEe(1 − f e)f ν , (3.6.6)donde debe 
umplirse que Eν +mn = Ee +mp para (3.6.5) y que Eν +mp = Ee +mn para (3.6.6). Ellímite inferior de la integral (3.6.5) viene dado por el momento mínimo que deben tener los ele
trones,

p0
e = (∆m2 −m2

e)
1/2, para que resulte Eν > 0. Por otro lado el límite inferior en la integral (3.6.6) sedebe a que Eν = Ee + ∆m > ∆m, pues suponemos que los estados �nales son no ligados.En el esquema standard f ν,e son las fun
iones de distribu
ión usuales dadas por la estadísti
a deFermi-Dira
, mientras que aquí 
onsideraremos las fun
iones de distribu
ión f ν,eq 
on las que hemosestado trabajando hasta el momento. Esta ele

ión parti
ular para las fun
iones de distribu
ión nosllevará a resultados generalizados de todas las 
antidades de�nidas desde el 
omienzo de esta se

ión.Como siempre a estos los distinguiremos 
on el índi
e q.En la se

ión 2.5 men
ionamos que, en general, la temperatura de los ele
trones y de los neutrinos,

Te y Tν , pueden diferir debido a que sobre el �nal del período de �freeze out�, los ele
trones y positronesse aniquilan, intera
tuando solamente 
on los fotones. Por el momento, siguiendo a Bernstein et al.,tomaremos todas estas temperaturas iguales, T = Te = Tν = Tγ . Cuando se trabaja 
on las fun
ionesde distribu
ión de Boltzmann (tomadas 
omo límite de las de Fermi-Dira
) el solo he
ho de asumiruna úni
a temperatura de equilibrio, asegura que las tasas de las rea

iones inversas, tales 
omo
e− + p→ n+ ν, obedez
an el Prin
ipio del Balan
e Detallado (PBD). La se

ión que sigue trata sobrela validez de este punto en un mar
o no-extensivo.3.7. Prin
ipio de balan
e detalladoEl prin
ipio de balan
e detallado estable
e que si 
ono
emos una tasa de ra

ión (digamos λnp)enton
es ésta se en
uentra rela
ionada 
on la tasa de la rea

ión inversa (λpn) mediante un fa
torexponen
ial; esto es

λpn = e−∆m/Tλnp. (3.7.1)



Anali
emos ahora si esto se 
umple en el 
aso no extensivo. Para esto 
onsideramos por separado
ada una de las rea

iones que apare
en en (3.6.1).3.7.1. Rea

ión ν + n ↔ p + e−Pretendemos ver enton
es que rela
ión existe entre: λq
e−+p→n+ν

y λq
ν+n→p+e−

, 
on
λq
e−+p→n+ν

= A

∫

∞

p0e

dpep
2
epνEν(1 − f νq )f eq (3.7.2)y

λq
ν+n→p+e+

= A

∫

∞

0
dpνp

2
νpeEe(1 − f eq )f

ν
q . (3.7.3)Partiendo de la expresión para λq

e−+p→n+ν
, teniendo en 
uenta que pedpe = EedEe, Eν = Ee−∆my que Eν = pν , es posible obtener mediante 
ambios de variable,

λq
e−+p→n+ν

= A

∫

∞

0
dpνp

2
νpeEe(1 − f νq )f eq . (3.7.4)Como ya hemos visto en la se

ión 2.2, en el régimen x = E/T ≫ 1, la fun
ión de distribu
ión f iqpuede aproximarse por

f iq = e−xi +
q − 1

2
x2
i e

−xi 
on xi = Ei/T. (3.7.5)Dado que durante el período de �freeze out� la temperatura T es baja en 
ompara
ión 
on lasenergías típi
as E que apare
en en las integrales para las tasas de rea

ión, resulta una buena aproxi-ma
ión despre
iar los fa
tores de bloqueo de Pauli. Es de
ir, podemos 
onsiderar que 1 − f iq ≃ 1. Deesta manera para analizar la rela
ión que existe entre
λq
e−+p→n+ν

= A

∫

∞

0
dpνp

2
νpeEef

e
q (3.7.6)y

λq
ν+n→p+e−

= A

∫

∞

0
dpνp

2
νpeEef

ν
q , (3.7.7)basta ver 
omo se rela
ionan f eq y f νq .A partir de (3.7.5) y teniendo en 
uenta que para la rea

io« ν + n ↔ p + e− debe 
umplirse que

Eν = Ee − ∆m, podemos rees
ribir f eq en términos de f νq . Esto otorga
f eq = e−∆m/T f νq + e−∆m/T q − 1

2
(2Eν∆m+ ∆m2)

e−Eν/T

T 2
. (3.7.8)Vemos enton
es que en el mar
o estadísti
o no-extensivo el PBD ya no es válido. En este 
aso lastasas de rea

ión están rela
ionadas mediante

λq
e−+p→n+ν

= e−∆m/Tλq
ν+n→p+e−

+
q − 1

2
e−∆m/T A

T 2

∫

∞

0
dpνp

2
νpeEe(2Eν∆m+ ∆m2)e−Eν/T (3.7.9)
on Eν = Ee − ∆m. Diremos enton
es estamos trabajando en un Prin
ipio de Balan
e Detallado 
onCorre

iones No-Extensivas o para abreviar; Balan
e No-Extensivo (BNE).



Sin embargo, es oportuno señalar aquí que es posible obtener una rela
ión aproximada entre lastasas análoga a la que se da en la situa
ión standard. En efe
to, utilizando que Eν/T ≫ 1 en la e
ua
ión(3.7.8), la rela
ión entre f eq y f νq se simpli�
a para dar
f eq = e−∆m/T f νq , (3.7.10)lo 
ual lleva en forma inmediata a que la rela
ión válida entre las tasas sea

λq
e−+p→n+ν

= e−∆m/Tλq
ν+n→p+e−

. (3.7.11)De esta manera vemos que aún en el mar
o no extensivo es posible re
uperar el PBD. Cuando in-voquemos esta aproxima
ión adi
ional diremos que estamos trabajando 
on el Prin
ipio de Balan
eDetallado Standard, o en forma abreviada, 
on el Balan
e Standard (BST).En lo que sigue mostraremos resultados usando tanto el BNE 
omo el BST y dis
utiremos el rangode validez y utilidad de la aproxima
ión (3.7.10).3.7.2. Rea

ión e+
+ n ↔ p + ν̄Llevando a 
abo un análisis 
ompletamente análogo al que a
abamos de realizar en el BNE pero
onsiderando las tasas de rea

ión λq

e++n→p+ν̄
y λq

ν̄+p→n+e+
, obtenemos un resultado similar al anterior,

λq
e++n→p+ν̄

= e−∆m/Tλq
ν̄+p→n+e+

+
q − 1

2
e−∆m/T A

T 2

∫

∞

0
dpep

2
epνEν(2Eν∆m+∆m2)e−Ee/T , (3.7.12)donde Eν = Ee+∆m y se ha despre
iado la masa del ele
trón frente a las energías en juego. De he
ho,analizando 
on 
uidado 
ada una de las integrales que apare
en en (3.7.9) y (3.7.12) vemos que ambasson, en realidad, idénti
as.Por otro lado, 
uando 
onsideramos el BST la rela
ión entre las tasas se simpli�
a nuevamente paradar

λq
e++n→p+ν̄

= e−∆m/Tλq
ν̄+p→n+e+

. (3.7.13)3.7.3. Rea

ión n → p + e− + ν̄En lo que 
on
ierne al de
aimiento libre de neutrones, el he
ho de 
onsiderar una estadísti
a no-extensiva no representa 
ambio alguno en el mar
o de las aproxima
iones en que estamos trabajando.Esto se debe a que al tomar los fa
tores de bloqueo de Pauli 1 − f iq 
omo 1 en (3.6.4), no quedanrastros de las fun
iones de distribu
ión. Aquí no podemos despre
iar la masa del ele
trón y el resultadostandard sigue siendo válido:
1

τ
= λn→p+e−+ν̄ = 0,0157A∆m5. (3.7.14)Esto nos permite eliminar A en favor de una 
antidad medible τ , es de
ir, la vida media del neutrón
A =

a

τ

1

4
∆m5, a = 255. (3.7.15)A lo largo de esta se

ión, despre
iaremos el de
aimiento libre del neutrón 
uando 
al
ulemos la tasatotal λnp.El he
ho de despre
iar el de
aimiento libre de neutrones, lleva a que (3.6.1) tome la forma: λqnp =

λq
ν+n→p+e−

+λq
e+n→p+ν̄

. Ahora bien, despre
iando los fa
tores de bloqueo en (3.6.2) y (3.6.3) es evidenteque estos dos términos son idénti
os. Lo mismo su
ede 
on (3.6.5) y (3.6.6), pero en este 
aso debemos



despre
iar además la masa del ele
trón para que p0 
oin
ida 
on ∆m. Debido a esto, λqnp = 2λq
ν+n→p+e−y λqpn = 2λq

e−+p→n+ν
.Finalizamos esta se

ión dando la rela
ión válida entre λqnp y λqpn tanto en el BNE 
omo en el BST.A partir de (3.7.9) y de lo men
ionado en el párrafo anterior, podemos es
ribir en el BNE:

λqpn = e−∆m/Tλqnp + (q − 1)e−∆m/T I, (3.7.16)donde hemos de�nido
I =

A

T 2

∫

∞

0
dpνp

2
νpeEe(2Eν∆m+ ∆m2)e−Eν/T (3.7.17)
on Ee = Eν + ∆m. Mientras que en el BST esta rela
ión deviene,

λqpn = e−∆m/Tλqnp. (3.7.18)3.8. Cál
ulo de las tasas de rea

iónEn esta se

ión 
al
ularemos en forma explí
ita las tasas de rea

ión λqnp y λqpn. Con lo men
ionadosobre el �nal de la se

ión anterior, es 
laro que para al
anzar nuestros �nes basta 
on 
al
ular sólouna tasa de rea

ión; por ejemplo: λq
ν+n→p+e−

y la integral I de�nida en (3.7.17).Podemos hallar la tasa de rea

ión λq
ν+n→p+e−

a partir de (3.7.7). La fun
ión de distribu
ión quedebemos 
onsiderar está dada por (3.7.5). En este 
aso Ee = Eν + ∆m. Si además despre
iamos lamasa del ele
trón, Ee = pe; y dado que pν = Eν , la integral que debemos 
al
ular se redu
e a,
λq
ν+n→p+e−

= A

∫

∞

0
dEνE

2
ν(Eν + ∆m)2f νq . (3.8.1)Las integrales que se obtienen a partir de esta mediante el 
ambio de variable x = Eν/T , son fá
ilmente
al
ulables utilizando la forma integral de la fun
ión Γ(n) de�nida en (2.2.12). Teniendo en 
uenta que

Γ(n + 1) = n! para n ∈ Z, de�niendo y = ∆m/T y eliminando A en término de la vida media delneutrón (3.7.14), obtenemos
λq
ν+n→p+e−

=
1

2

a

τy5

[

12 + 6y + y2
]

+
a

τy5
(q − 1)

[

180 + 60y + 6y2
]

. (3.8.2)Las 
onsidera
iones que hemos he
ho para 
al
ular λq
ν+n→p+e−

, son también útiles para hallar I.Su 
ál
ulo pro
ede en forma 
ompletamente análoga al anterior. En términos de la variable y y de lavida media del neutrón τ , se obtiene
I(y) =

1

2

a

τy5

[

120y + 60y2 + 12y3 + y4
]

. (3.8.3)3.8.1. Tasa de rea

ión λqnpEstamos ahora en 
ondi
iones de es
ribir λqnp pues, 
omo ya hemos men
ionado, λqnp = 2λq
ν+n→p+e−

,es de
ir
λqnp(y) =

a

τy5

[

12 + 6y + y2
]

+
a

τy5
(q − 1)

[

180 + 60y + 6y2
]

. (3.8.4)Esta e
ua
ión es válida tanto en el BNE 
omo en el BST.
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yFigura 3.2: A la izquierda, tasas de rea

ión standard λstpn(y) y λstnp(y). A la dere
ha, 
orre

iones a lastasas standard (normalizadas por el valor de (q − 1)) en el mar
o del BNE.3.8.2. Tasa de rea

ión λqpnA partir de (3.7.16) y de (3.8.3) podemos es
ribir la tasa de rea

ión λqpn(y) en el BNE. En términosde la variable y,
λqpn(y) = e−yλqnp(y) +

q − 1

2

a

τy5
e−y

[

120y + 60y2 + 12y3 + y4
]

. (3.8.5)Por último, es inmediato es
ribir la tasa de rea

ión λqpn(y) en el BST, esto es
λqpn(y) = e−yλqnp(y). (3.8.6)Esta última e
ua
ión fue utilizada en el 
ál
ulo realizado por Torres y Vu
eti
h (Ref.[20℄), en dondea pesar de trabajar en un 
ontexto no extensivo, se supone la validez del PBD.Es importante notar que debido a que las tasas de rea

ión λstpn(y) y λstnp(y) tienen un 
ompor-tamiento asintóti
o análogo al de las tasas standard (ver Fig.(3.2)) tambíen esperamos en este 
asoque en el límite de bajas temperaturas (i.e. y → ∞) la abundan
ia de neutrones tienda a un valor
onstante. Esto es, para temperaturas su�
ientemente bajas las tasas de rea

ión son prár
ti
amentenulas y 
on esto los pro
esos que inter
ambian neutrones en protones y vi
eversa son despre
iables. Deeste modo la 
antidad Xq(y → ∞) tiende a un valor �jo.3.9. Evolu
ión de la abundan
ia de neutronesLa solu
ión formal para la evolu
ión de la abundan
ia de neutrones, está dada por (3.5.7). Enesta se

ión daremos la expresión para Xq que luego utilizaremos en distintos 
ontextos para hallar laabundan
ia de neutrones en el mar
o no extensivo. Es 
onveniente poner 
omo variable independienteen (3.5.7) a y = ∆m/T . De esta manera obtenemos,

Xq(y) =
λqpn(y)

Λq(y)
−
∫ y

0
dy′Iq(y, y′)

d

dy′

(

λqpn(y′)

Λq(y′)

)

. (3.9.1)



El fa
tor integrante es ahora,
Iq(y, y′) = exp

(

−
∫ y

y′
dŷ

(

dt̂

dŷ

)

Λq(ŷ)

)

. (3.9.2)Para evaluar el ja
obiano dt̂/dŷ, debemos re
ordar que el fa
tor de es
ala del Universo, R, en unamétri
a de Friedmann-Robertson-Walker, va 
omo R ≃ 1/T , independientemente de la estadísti
abajo 
onsidera
ión [37℄. De modo que Ṫ /T = −Ṙ/R, y el lado dere
ho está dado por las e
ua
iones deEinstein:
Ṙ

R
=

(

8πG

3
ρq

)1/2

. (3.9.3)Aquí ρq es la densidad de energía provista por las espe
ies relativistas en el mar
o no-extensivo, y estádada por (2.2.25). A temperaturas su�
ientemente altas, la energía del Universo está esen
ialmentedominada por la 
ontribu
ión de e−, e+, ν y γ′s. Las intera

iones entre estas partí
ulas, las mantienenaproximadamente a la misma temperatura. De a
uerdo a esto gb = 2, gf = 2 + 2 + 2 × 3 = 10 y
g =

∑

b g
b + 7

8

∑

f g
f = 43/4. Con estos valores obtenemos,

ρq =
π2

30
[g + 35,85(q − 1)]T 4. (3.9.4)Podemos ahora 
al
ular dt/dy,

dt

dy
=

dt

dT

dT

dy
= − 1

Ṫ

∆m

y2
(3.9.5)Dado que Ṫ /T = −Ṙ/R,

Ṫ = −T
(

8πG

3
ρq

)1/2

, (3.9.6)y a primer orden en (q − 1) obtenemos
1

Ṫ
= − 1

T 3

(

45

4π3Gg

)1/2 [

1 − 15

gπ2
35,85(q − 1)

]

. (3.9.7)De esta manera vemos que
dt

dy
=
τ

a
by [1 − c(q − 1)] , (3.9.8)donde hemos de�nido las 
onstantes b y c mediante

b =

(

45

4π3Gg

)1/2 a

τ∆m2
, c =

15

gπ2
35,85. (3.9.9)Los valores numéri
os de estas 
onstantes pueden hallarse teniendo en 
uenta que: a = 255, g = 43/4,

∆m = 1,29MeV, τ = 887±2s (véase la se

ión 9.5 del libro de Pea
o
k [21℄) y G = m−2
pl . Estos resultanser b = 0,25 y c = 5,07.Con todo la anterior, el fa
tor integrante (3.5.3) deviene,

Iq(y, y′) = exp (Kq(y) −Kq(y′)), (3.9.10)
on Kq(y) dado por
Kq(y) = −

∫

dŷ

(

dt̂

dŷ

)

Λq(ŷ), (3.9.11)



o bien, utilizando (3.9.8),
Kq(y) = −τb

a
(1 − c(q − 1))

∫

dŷŷΛq(ŷ). (3.9.12)De esta manera vemos que los pasos ne
esarios para 
ono
er la evolu
ión de Xq 
on y son: hallarpor integra
ión la fun
ión Kq(y) dada por (3.9.12), sustituir este resultado en la expresión (3.9.10)para Iq(y, y′), y �nalmente resolver la integral involu
rada en (3.9.1). La 
omplejidad de las fun
ionesen juego requiere que esta integral sea 
al
ulada en forma numéri
a para 
ada valor de y. Sin embargo,nuestro interés no estará 
entrado primariamente en di
ha evolu
ión, sino que pretendemos estudiar
omo se ve afe
tado el valor asintóti
o de Xq(y → ∞) (es de
ir, Xq(T → 0)), 
omo fun
ión delparámetro (q− 1). La razón para esto, se en
uentra fundada en la e
ua
ión (3.4.18) donde queda 
laroque Xq(∞) es la 
antidad relevante para hallar la abundan
ia de 4He hoy, que es a la vez lo que puede
ontrastarse 
on las observa
iones.En la próxima se

ión dis
utiremos 
omo hallar el valor asintóti
o de Xq(∞) 
omo fun
ión de
(q − 1) en el 
aso en el que se supone válido el BST. Una vez que tengamos una idea de 
ómo di�erenlos resultados obtenidos en el 
ontexto no-extensivo en el mar
o de esta aproxima
ión 
on respe
to a lastandard, abordaremos el 
aso más 
omplejo en el que la rela
ión válida entre las tasas esté dada por(3.8.5), es de
ir en el BNE. Finalmente, un análisis 
onjunto de los resultados obtenidos nos permitirátestear que tan bueno resulta 
onsiderar el BST en el 
ontexto no-extensivo.3.10. Balan
e standardLa simpli�
a
ión más inmediata proveniente de 
onsiderar el BST es que el 
o
iente λq(y)/Λq(y)
oin
ide 
on su análogo standard λst(y)/Λst(y). En efe
to, por de�ni
ión Λq(y) = λqpn(y) + λqnp(y), ydado que el BST estable
e que λqpn(y) = e−yλqnp(y), obtenemos λq(y)/Λq(y) = (1+ey)−1 = λst(y)/Λst.Podemos hallar Kq(y) teniendo en 
uenta que, utilizando (3.8.4) y (3.8.5), se tiene

Λq(y) =
a

τy5
(1 + ey)

[

12 + 6y + y2
]

+ (q − 1)
[

180 + 60y + 6y2
]

. (3.10.1)Cal
ulando la integral en (3.9.12) obtenemos
Kq(y) = b(1 − c(q − 1))[K1(y) +

q − 1

2
K2(y)]. (3.10.2)
on

K1(y) =

[(

4

y3
+

3

y2
+

1

y

)

+

(

4

y3
+

1

y2

)

e−y
] (3.10.3)y

K2(y) =

[(

30

y3
+

15

y2
+

3

y

)

+

(

30

y3
+

3

y

)

e−y − 3Ei(1, y)

] (3.10.4)donde las fun
iones Ei(1, y) son las fun
iones integro-exponen
iales de�nidas por:
Ei(1, y) =

∫

∞

1

e−yt

t
dt. (3.10.5)Re
ono
emos en la expresión (3.10.2) el término Kst(y) = bK1(y). La presen
ia del fa
tor b(1−c(q−1))en el ja
obiano dt/dy ha
e que enK2(y) aparez
a un término 
uadráti
o en (q−1). Es importante notarque debido a que esta fun
ión diverge 
omo y−3 en el origen, no es en prin
ipio obvio que podamosretener solamente el término lineal en (q − 1) 
omo sí lo hemos he
ho en 
asos en donde las fun
ionesque multipli
aban a (q − 1) estaban a
otadas o tenían un valor bien determinado; sobre este puntovolveremos más tarde.



Por el motivo re
ién men
ionado y en vistas del alto grado de no-linealidad involu
rado en lae
ua
ión (3.9.1), debido a la presen
ia de I(y, y′), nos alejaremos aquí del pro
edimiento de desarrollarresultados intermedios e intentaremos hallar la solu
ión 
ompleta sin linealizar ninguna de las fun
ionesque involu
ran el parámetro q a orden (q − 1).Habiendo mostrado que λq(y)/Λq(y) = (1 + ey)−1 podemos es
ribir a partir de (3.9.1) el valorasintóti
o que nos interesa, Xq(∞) ≡ ĺımy→∞Xq(y), 
omo
Xq(∞) = ĺım

y→∞

eK
q(y)

∫ y

0
e−K

q(y′) ey
′

(1 + ey′)2
dy′. (3.10.6)La expresión anterior permite un análisis analíti
o notable. En base a la 
ondu
ta divergente de lafun
ión Kq en el origen y gra
ias al buen 
omportamiento de la fun
ión

d

dy′

(

λqpn(y′)

Λq(y′)

)

=
ey

′

(1 + ey′)2
, (3.10.7)en un entorno del 0, es posible des
artar a priori el rango de valores de (q − 1) tales que la teoríaestadísti
a no-extensiva 
onsiderando el BST pierda sentido (i.e. los valores asintóti
os predi
hos para

Xq estén fuera del rango [0,1/2℄). En efe
to, para que el integrando en (3.10.6) no tenga problemasen el origen, Kq(y) debe ser positivo 
uando y → 0. A partir de las e
ua
iones (3.10.2), (3.10.3) y(3.10.4), esta 
ondi
ión se tradu
e en forma inmediata sobre el valor de (q − 1) pues
ĺım
y→0

Kq(y) ≃ ĺım
y→0

b(1 − c(q − 1))

[

4

y3
+

4

y3
e−y +

q − 1

2

(

30

y3
+

30

y
e−y
)]

, (3.10.8)es de
ir
ĺım
y→0

Kq(y) ≃ b(1 − c(q − 1))

[

8

y3
+ (q − 1)

30

y3

]

. (3.10.9)Es inmediato ver que para que resulteKq(y) > 0, (q−1) debe hallarse en el rango−8/30 . (q−1) . 1/c.Re
ordando que c = 5,07 vemos que los valores de (q − 1) que no 
umplan la 
ondi
ión
−0,27 . (q − 1) . 0,2 (3.10.10)deben ser automáti
amente des
artados sin ne
esidad de 
ompara
ión alguna 
on el experimento.Men
ionemos además que sin importar el signo de Kq, el fa
tor eK(y) que multipli
a a la integral en(3.10.6) tiende a 1 
uando y → ∞.En la Fig.(3.3) se muestra el 
omportamiento del integrando de la e
ua
ión (3.10.6) para distintosvalores de (q−1). Es de notar el 
ambio abrupto que presentan las grá�
as para valores de (q−1) 
er
ade los extremos del rango dado por (3.10.10). La dedu

ión analíti
a que hemos he
ho a
er
a del rangode validez del parámetro (q− 1) se ve reforzada por los grá�
os de la Fig.(3.3) y queda 
ompletamente
on�rmado 
uando se realizan los 
ál
ulos numéri
amente. Estos muestran que la integral (3.10.6) 
re
esin límite para valores de (q − 1) fuera del rango dado por (3.10.10).Con este análisis hemos visto que existe un rango de valores de (q− 1) tales que el valor asintóti
o

Xq(∞) tiene sentido físi
o. Cabe preguntarse enton
es si existe un 
onjunto de valores de (q − 1) ∈
[−0,27, 0,2] tales que Xq(∞) obtenido a partir de un desarrollo a primer orden en (q−1) sea 
onsistente
on el 
ál
ulo 
ompleto. Esto será así si podemos 
omprobar que en un entorno de (q−1) = 0 los valoresobtenidos a partir de los desarrollos a primer orden no di�eren demasiado del resultado verdadero
Xq(∞) 
omo fun
ión de (q − 1) que ya hemos hallado.
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3.10.1. Cál
ulo a primer ordenPara 
al
ular Xq(∞) a primer orden en (q − 1), ne
esitamos es
ribir una versión de la e
ua
ión(3.10.6) en donde sólo se retengan los términos dominantes en (q − 1). A tal �n, debemos ha
erbási
amente dos 
osas: despre
iar los términos 
uadráti
os en (q− 1) en la expresión para Kq(y) dadapor (3.10.2) y desarrollar las exponen
iales en (3.10.6). El primer paso es sen
illo y obtenemos
Kq(y) = Kst(y) + (q − 1)Kc(y), (3.10.11)
on

Kst(y) = b

[(

4

y3
+

3

y2
+

1

y

)

+

(

4

y3
+

1

y2

)

e−y
]

, (3.10.12)y
Kc(y) =

b

2

[(

30

y3
+

15

y2
+

3

y

)

+

(

30

y3
+

3

y

)

e−y − 3Ei(1, y)

]

− cKst. (3.10.13)Para el segundo paso, basta es
ribir eKq a primer orden en (q − 1),
eK

q

= eK
st

e(q−1)Kc ≃ eK
st

[1 + (q − 1)Kc]. (3.10.14)Sustituyendo este desarrollo en (3.10.6) y reteniendo solo el término lineal en (q − 1), obtenemos
Xq(∞) = Xst(∞) + (q − 1)Xc(∞), (3.10.15)
on

Xst(∞) = ĺım
y→∞

eK
st(y)

∫ y

0
e−K

st(y′) ey
′

(1 + ey′)2
dy′ (3.10.16)y

Xc(∞) = ĺım
y→∞

eK
st(y)

∫ y

0
e−Kst(y′)[Kc(y) −Kc(y′)]

ey
′

(1 + ey′)2
dy′ (3.10.17)Estas integrales pueden 
al
ularse en forma numéri
a y el resultado es,

Xq(∞) = 0,15 + (q − 1)0,18 (3.10.18)donde el valor Xst(∞) = 0,15 es el que se obtiene en la teoría standard. En la Fig.(3.4) se muestra ladependen
ia lineal de Xq(∞) 
on (q−1) provista por la e
ua
ión (3.10.18) superpuesta 
on la solu
iónnuméri
a 
ompleta de la e
ua
ión (3.10.6). Vemos de esta manera, que en efe
to, ambas solu
iones
oin
iden para valores de (q − 1) 
er
anos a 0, esto es, para pequeñas desvia
iones de la situa
iónstandard. Una e
ua
ión análoga a (3.10.18) fue presentada por Torres y Vu
eti
h en [20℄, en el mar
ode la aproxima
ión asintóti
a. Lo que hemos mostrado aquí es lo que sustenta aquella aproxima
ón ydado el rango de su validez.3.11. Balan
e 
on 
orre

iones no-extensivasEn esta se

ión resolveremos la e
ua
ión (3.9.1) sin ningún tipo de aproxima
ión, esto es tomaremospara λqpn y λqnp las expresiones dadas por (3.8.4) y (3.8.5) respe
tivamente. Nuestro objetivo será
uanti�
ar la desvia
ión que se produ
e entre los resultados obtenidos 
on el BST y aquellos quesurgen del análisis 
ompleto, es de
ir 
onsiderando el BNE.Por de�ni
ión, Λq(y) = λqpn(y) + λqnp(y), sumando las e
ua
iones (3.8.4) y (3.8.5) vemos que Λq(y)queda separado naturalmente en un término standard y un término 
orre
tivo,
Λst(y) =

a

τy5
(12 + 6y + y2)

[

1 + e−y
]

, (3.11.1)
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omo fun
ión de (q − 1) en los 
asos en que se 
onsidera laaproxima
ión a primer orden y la solu
ión numéri
a 
ompleta. Ambos obtenidos en el mar
o del BST.
Λc(y) =

1

2

a

τy5

[

90
[

1 + e−y
]

+ 30y
[

1 + 5e−y
]

+ y2
[

1 + 21e−y
]

+ 12y3 + y4
]

. (3.11.2)Debido a la linealidad del operador integral, lo mismo su
ede para Kq(y) en (3.9.12). Utilizando lasexpresiones halladas para Λst(y) y Λc(y) y llevando a 
abo las integrales 
orrespondientes obtenemos,
Kq(y) = b(1 − c(q − 1))[K̂1(y) +

q − 1

2
K̂2(y)]. (3.11.3)
on

K̂1(y) =

[(

4

y3
+

3

y2
+

1

y

)

+

(

4

y3
+

1

y2

)

e−y
] (3.11.4)y

K̂2(y) =

[(

30

y3
+

15

y2
+

3

y

)

+

(

30

y3
+

60

y2
+

3

y

)

e−y − y − 12 ln y − 3Ei(1, y)

] (3.11.5)donde las fun
iones Ei(1, y) son nuevamente las fun
iones integro-exponen
iales de�nidas en (3.10.5).Como antes, re
ono
emos en la expresión (3.11.3) el término standard, Kst(y) = bK̂1(y).Al igual que 
uando se 
onsidera el BST, en el mar
o del BNE también su
ede que
ĺım
y→∞

λqpn(y)

Λq(y)
= 0. (3.11.6)En efe
to, dado que en el BNE en el límite y → ∞ es λqpn(y) ∝ y−3 y λqnp(y) ∝ y−1e−y, se tiene

ĺım
y→∞

λqpn(y)

Λq(y)
= ĺım

y→∞

1

1 + λqpn(y)/Λq(y)
= ĺım

y→∞

1

1 + ey
= 0. (3.11.7)De esta manera el análogo de la e
ua
ión (3.10.6) es

Xq(∞) = − ĺım
y→∞

eK
q(y)

∫ y

0
e−K

q(y′) d

dy′

(

λqnp(y)

λqpn(y)

)

dy′. (3.11.8)



Es importante notar que debido a que esta fun
ión diverge 
omo (y−3) en el origen y 
omo (−y) enel in�nito un análisis similar al que hi
imos 
uando tratamos el 
aso del BST nos muestra que, adiferen
ia de lo que su
edía en aquel, 
uando 
onsideramos el BNE los desarrollos a primer orden notendrán éxito. Esto es así debido a que 
uando uno de estos dos términos dominantes tenga el signoade
uado para que la integral en (3.11.8) 
onverja en el origen, el otro será el responsable de que laintegral diverja el el in�nito y vi
eversa.Desafortunadamente, la 
ompleja dependen
ia del integrando de (3.9.1) en (q − 1) ha
e mu
homás difí
il un análisis analíti
o a priori 
omo el que hi
imos en el 
aso del BST para determinar elrango de valores del parámetro (q − 1) para los 
uales la teoría estadísti
a resulta siquiera viable. Detodas maneras es aún posible un estudio detallado del 
omportamiento de la derivada de la fun
ión
λqpn(y)/Λq(y) y del integrando de (3.9.1) para distintos valores de (q − 1). Esto es lo que hemos he
hoen las �guras Fig.(3.5) y Fig.(3.6)Del análisis de estas �guras vemos que el he
ho de 
onsiderar el BST en vez de el BNE se tradu
e enuna diferen
ia fundamental en la dependen
ia fun
ional de los integrandos en juego en Xq(∞). Cuandoel BNE es 
onsiderado, y debido al 
omportamiento de la derivada de la fun
ión λqpn(y)/Λq(y) paravalores negativos de (q − 1), ya no está garantizado que el integrando de (3.9.1) sea siempre negativo.Para valores de (q − 1) < −0,1 la integral de (3.9.1) es positiva (i.e. Xq(∞) < 0). Con esto quedandes
artados los valores de (q − 1) < −0,1. Por otro lado, analizando los grá�
os de la Fig.(3.5) paravalores positivos de (q − 1) vemos que la derivada de λqpn(y)/Λq(y) no 
ambia demasiado respe
to del
omportamiento standard. Debido a que los problemas de 
onvergen
ia se en
uentran en el origen ydado que Kq(y) tiene esen
ialmente el mismo 
omportamiento (i.e. Kq(y) ≃ y−3) que en el BST, es deesperar que los argumentos que dimos en la se

ión anterior para imponer el límite superior al rangode valores de (q − 1) a
eptables; sean aún válidos. Efe
tivamente esto su
ede, 
omo se 
omprueba delanálisis de los grá�
os de la Fig.(3.6) para valores de (q − 1) > 0. Allí vemos que no sólo existe una
ota superior para (q − 1) sino que además esta se en
uentra entre 0.19 y 0.2 al igual que en el BST.De esta manera, 
uando 
onsideramos el BNE, los valores de (q − 1) para los 
uales la teoríaestadísti
a tiene sentido físi
o quedan a
otados en el rango

−0,1 . (q − 1) . 0,2. (3.11.9)Vemos así que el he
ho de 
onsiderar el BNE impone un rango más estri
to que el BST. Para valoresde (q − 1) fuera del intervalo dado por (3.11.9) el sentido físi
o de la des
rip
ión se pierde.3.12. Dis
usión y 
on
lusionesComparemos enton
es los resultados obtenidos en las se

iones 3.10 y 3.11. Para esto observemosla �gura Fig.(3.7), donde se muestra Xq(∞) para distintos valores de (q − 1) tanto en el BST 
omoen el BNE. Como 
laramente se nota a partir del grá�
o, las diferen
ias son notables, y 
re
en 
uando
|q − 1| tiende a sus valores límites. La tabla (3.1) da los valores explí
itos de Xq(∞) obtenidos segúnla integra
ión numéri
a para el BST, el BNE y la analíti
a a primer orden en (q − 1) en el mar
o delBST. Como puede verse, para valore de (q− 1) 
er
anos a 0 el 
ál
ulo para el BST está perfe
tamentedes
rito por la aproxima
ión lineal.La desvia
ión del 
aso standard es, para el BNE, mayor que la que provee el BST, para un mismovalor de (q− 1). Esto puede verse dire
tamente de la �gura Fig.(3.7) o analíti
amente de la tabla (3.2)donde hemos es
rito los 
oe�
ientes del ajuste lineal de Xq(∞) 
er
a de 0 tanto en el BST 
omo en elBNE. Por 
ompletitud también se muestra el resultado obtenido en el BST a primer orden en (q − 1),el 
ual 
omo ya hemos men
ionado 
oin
ide 
on el ajuste lineal de la 
urva obtenida para Xq(∞) paravalores de (q − 1) pequeños.
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ión λqpn(y)/Λq(y) para distintos valores de (q−1).
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rado en el 
ál
ulo de Xq(∞) para distintos valoresde (q − 1) (BNE).
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(q - 1)Figura 3.7: Xq(∞) 
omo fun
ión de (q − 1) en los 
asos BST y BNE.
(q − 1) Xq (BST) Xq (BST) Xq (BNE)(O (q − 1))-0.150 0.1472 0.1230 -0.6571-0.120 0.1441 0.1284 -0.1061-0.100 0.1431 0.1320 0.0261-0.050 0.1440 0.1410 0.1299-0.010 0.1484 0.1482 0.1476-0.001 0.1499 0.1498 0.14980.0 0.1500 0.1500 0.15000.001 0.1502 0.1502 0.15030.010 0.1520 0.1518 0.15230.050 0.1625 0.1590 0.16350.100 0.1851 0.1680 0.19150.120 0.1991 0.1716 0.21090.150 0.2303 0.1770 0.2561Cuadro 3.1: Compara
ión de los valores de Xq(∞) 
omo fun
ión de (q − 1) 
uando se 
onsideran losdistintos balan
es (BST y BNE). Caso Xst XcBST 0.15 0.18BST O(q − 1) 0.15 0.18BNE 0.15 0.23Cuadro 3.2: Coe�
ientes del ajuste lineal de Xq(∞) 
er
a de 0 para el BNE y BST y 
ompara
ión 
onel 
ál
ulo a primer orden (BST O(q − 1)).



Hasta ahora hemos dis
utido la viabilidad físi
a de la des
rip
ión estadísti
a. Hemos estable
ido(tanto en el BST 
omo en el BNE) el rango de valores de (q− 1) físi
amente inviables, esto es aquellospara los 
uales Xq(∞) es < 0 o bien > 0,5, aún antes de 
onstrastar los resultados obtenidos 
onel experimento. Re
ordemos que X(∞) es la razón neutrón-barión por lo que 
laramente un valornegativo de X(∞) 
are
e de sentido. Asimismo un valor de X(∞) mayor que 0.5 está en 
on�i
to 
onla dependen
ia de las tasas de rea

ión 
on la temperatura, siendo que X = 0,5 es la 
ondi
ión ini
ialpara la e
ua
ión 
inéti
a (3.5.1), 
uando T → ∞ (es de
ir, y → 0).Dentro del rango de viabilidad físi
a nos resta aún a
otar, mediante la 
ompara
ión 
on las obser-va
iones, el valor de (q − 1).Para obtener una 
ota dire
ta sobre (q − 1) a partir de la abundan
ia de 4He es ne
esario ha
erun estudio en detalle del pro
eso de de
aimiento de neutrones entre el momento en el que o
urre el
ongelamiento (t ≃ 1 segundo) y el momento en que tiene lugar la nu
leosíntesis (t ≃ 3 minutos).Al in
luir los efe
tos del de
aimiento del neutrón en la e
ua
ión para Xq(t) se tiene
Xq(t) = exp(−t/τ)X̄q(t), (3.12.1)donde X̄q es la razón neutrón-barión ya obtenida y τ es la vida media del neutrón.En el momento de 
aptura t = tc, 
uando la temperatura 
ae por debajo de la energía de ligaduradel D (2.23 MeV), los neutrones son 
apturados en deuterones. Luego, éstos 
olisionan y prá
ti
amentetodos los neutrones presentes en t = tc son 
onvertidos en 4He.Sustituyendo el valor para tc en la e
ua
ión (3.12.1) y utilizando el valor asintóti
o X̄q(∞) halladoen la se

ión anterior, obtendremos la mitad de la fra

ión de masa de helio produ
ido en el Universoprimitivo. Para hallar un valor pre
iso de tc, debemos analizar las rea

iones dadas por las e
ua
iones(3.4.15), (3.4.16) y (3.4.17). Esto sin embargo, supera los objetivos del presente trabajo4, y por elmomento nos 
ontentaremos 
on el valor de tc obtenido para el 
aso standard (para un 
ál
ulo detalladode tc, véase la Ref.[25℄) exp(tc/τ) ≃ 0,8. Utilizando este valor obtenemos,

Y q
p ≡ 2Xq

4 ≃ e−tc/τ2Xq(∞) (3.12.2)
= 0,8 × 2[0,15 + (q − 1)0,23] (3.12.3)
= 0,24 + (q − 1)0,37. (3.12.4)Es notable el a
uerdo entre el 
ál
ulo analíti
o standard y el valor medio de las observa
iones.Como dijimos, no hay aún un 
onsenso absoluto sobre la abundan
ia observa
ional de 4He las dos
ompila
iones más grandes sobre estas abundan
ias arrojan [36℄,

Yp = 0,244 ± 0,004 y Yp = 0,234 ± 0,004, (3.12.5)que son sólo marginalmente 
onsistentes.A los efe
tos de 
onsiderar un 
aso típi
o, promediamos los valores medios y dupli
amos el valordel error,
Y obs
p = 0,239 ± 0,008. (3.12.6)Si al mismo tiempo despre
iamos la diferen
ia entre el valor observa
ional y el valor teóri
o en el
aso standard 5(que es 0.001) podemos obtener una 
ota para (q − 1) a partir de la e
ua
ión (3.12.4)exigiendo que |q − 1|0,37 < 0,008, esto otorga,
|q − 1| < 0,021. (3.12.7)4Nótese sin embargo que las herramientas para obtener tc en el mar
o estadísti
o no extensivo fueron dedu
idas enel Capítulo 25Esto es a los efe
tos de obtener una primera 
ota, ya que un estudio más detallado podría señalar un valor de (q−1)que, teniendo en 
uenta su error, no in
luya al 
ero. Sin embargo, para esto es ne
esario un análisis numéri
o.



Vemos enton
es que, basándonos en las predi

ión de la abundan
ia de 4He primordial, son permi-tidos apartamientos de (q− 1) respe
to de 0 de orden 10−2 sin que la teoría entren en 
on�i
to 
on lasobserva
iones dentro de los errores experimentales a
tuales.Finalmente, men
ionamos de paso que aún sin 
al
ular en detalle las rea

iones que involu
ran alD, es posible mejorar este 
ál
ulo si 
onsideramos que es la temperatura de 
aptura, Tc, (en lugar deltiempo tc) la que es igual que en el 
aso standard.



EpílogoEn esta Tesis de Li
en
iatura se ha estudiado 
ómo la des
rip
ión estadísti
a que se supone válidaafe
ta diferentes eventos 
osmológi
os a lo largo de la evolu
ión térmi
a del Universo. En parti
ular,hemos visto que se modi�
an la densidad de energía y la de partí
ulas, los números 
onservados yhasta las propias rela
iones entre tiempo y temperatura. Esto 
onlleva varia
iones en los pro
esos dedesa
oplamiento y de re
ombina
ión, así 
omo también en la rela
ión entre la temperatura de losfotones y la de los neutrinos. Mu
hos de estos pro
esos tienen impli
an
ias observables, y enton
espueden imponerse 
otas o rangos de validez sobre las des
rip
iones estadísti
as.Una de las etapas más importantes de la evolu
ión del Universo es el periodo de nu
leosíntesis. Lanu
leosíntesis primordial otorga el test más temprano al 
ual puede ser sometida 
ualquier teoría físi
a.Este es también el 
aso para la des
rip
ión estadísti
a, i.e. 
orre

iones a las fun
iones de distribu
iónstandard. En este trabajo se ha estudiado también, la forma
ión primordial de 4He en forma analíti
a enun 
ontexto levemente no extensivo. Hemos analizado varios tipos del Prin
ipio de Balan
e DetalladoNu
lear y se han impuesto 
otas estudiando el rango de validez físi
o (es de
ir, 
otas que surgen a priorisin ninguna ne
esidad de 
ontrastar los resultados obtenidos 
on las observa
iones) y 
omparado laspredi

iones 
on las medidas más re
ientes.Esperamos que esta Tesis de Li
en
iatura sirva 
omo base para estudios posteriores del tema, enparti
ular 
ómo se ve afe
tado el pro
eso de 
aptura ele
tróni
a, el desa
oplamiento radia
ión materiay una exten
ión analíti
a del pro
eso de nu
leosíntesis que in
luya la forma
ión de deuterio.
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Apéndi
e IRe
ordamos aquí los fa
tores de 
onversión, y los valores de algunas de las 
onstantes fundamentales.Fa
tores de 
onversión1 eV = 1.6022×10−19 J1 GeV = 1,1605 × 1013 K1 GeV−1 = 1,9733 × 10−14 
m = 6,5822 × 10−25 s1 J = 1 kg m2 s−21 erg = 10−7JConstantes Fundamentales y masas de partí
ulas fundamentales
G = 6,67 × 10−8 cm3g−1−2

mpl = 1,22 × 1019 GeV
c = 2,998 × 1010 cm s−1

~ = 1,05 × 10−32J s
me = 0.511 MeV
mp = 983.3 MeV
mn = 939.6 MeVMagnitudes astrofísi
as y 
osmológi
as
H−1

0 = 3000h−1Mpc = 9,78h−1 × 109yr
ρc = 1,88h2 × 10−29g cm−3 = 1,05h2 × 104eVcm−3
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