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Prefacio

En cosmologia standard se hacen, entre otras, dos suposiciones fuertes. Una de ellas es que el
Universo es homogéneo e isotropico y la otra es que la teoria estadistica valida es la standard (o
genéricamente, estadistica de Boltzmann-Gibbs). La primera de estas dos suposiciones esta soportada
por las observaciones, estas muestran que el Universo es, a gran escala, homogéneo e isotrépico. En
cuanto a la validez de la teoria estaditica, esto no es algo que pueda ser corroborado en laboratorio en
todo el rango de temperaturas y densidades que interesan para estudiar la evolucién del Universo. La
herramienta més poderosa que existe para someter a prueba una teoria a este nivel es la nucleosintesis
primordial a través de las predicciones de abundancias de elementos livianos que se producen en el
Universo temprano.

Miés precisamente en cosmologia standard la aproximacién que se utiliza consiste en considerar que
las funciones de distribucién que describen el comportamiento de las particulas son las correspondientes
a gases ideales. Esto se asume vélido en un rango de temperaturas de mas de 10 ordenes de magnitud
y un rango similar de densidades.

Una forma de ver que tan buena resulta esta aproximaciéon es considerar un marco estadistico mas
amplio con un parametro libre que se reduzca al standard en un cierto limite. Este marco ampliado lo
brindan naturalmente las estadisticas no-extensivas.

En esta Tesis de Licenciatura hemos hecho un estudio de la influencia de la teoria estadistica en la
evolucion del Universo temprano, cuando se considera el marco no-extensivo.

IX






Capitulo 1

Introduccidon: estadistica no-extensiva

1.1. Generalizaciones de la termoestadistica

Existe un consenso entre astrénomos y fisicos que sostiene la idea de que la mecanica estadistica y
la termodindmica de Boltzmann-Gibbs (BG) son “universales”. Sin embargo, en completa analogia con
la mecanica Newtoniana no podemos, de ninguna manera, considerarlas universales. De hecho, sabemos
que cuando las velocidades involucradas (en un determinado marco de referencia) se aproximan a la
de la luz, la mecanica de Newton se vuelve sélo una aproximacién y la realidad se encuentra mejor
descrita por la relatividad especial. Anélogamente, cuando las masas involucradas son tan pequenas
como la masa del electréon, una vez més la mecanica de Newton deviene s6lo una aproximacion y la
mecanica cuantica se vuelve necesaria para describir la naturaleza. También, si las masas involucradas
son muy grandes, la mecénica Newtoniana debe ser extendida en la teoria general de la relatividad.
Es en estos sentidos en los que no podemos considerar a la mecéanica de Newton como universal. En
la dltima década, un gran nimero de autores respaldan la idea de que el mismo tipo de consideracién
que acabamos de hacer para la mecanica es aplicable a la estadistica y a la termodinamica.

Ciertamente, después de méas de un siglo de aplicaciones altamente satisfactorias de la conexion
hecha por Boltzmann entre la entropia macroscipica de Clausius y la teoria de las probabilidades
aplicada al mundo microscdpico, la termoestadistica de BG puede y debe ser considerada como uno
de los pilares de la ciencia moderna. De todos modos, es inevitable pensar que, como cualquier otro
producto de la mente humana, este formalismo deba estar sujeto a restricciones fisicas, i.e. dominios
de aplicabilidad fuera de los cuales sea cuando mucho una aproximacion.

Parece ser cierto que la estadistica de BG describe satisfactoriamente la naturaleza si las interac-
ciones microscopicas efectivas son de corto alcance (i.e., conexiones espaciales cercanas) y la memoria
microscopica efectiva es de corto alcance (i.e., conexiones temporales cercanas) y las condiciones de
contorno son no-(multi)fractales. Crudamente hablando, los formalismos standard son aplicables (y
probablemente s6lo cuando) el espacio-tiempo relevante es no-(multi)fractal. Si este no es el caso, al-
gun tipo de extensiéon parece ser necesaria. De hecho, dia a dia crece la larga lista de anomalias fisicas
que no satisfacen (o incluso violan) las prescripciones de la estadistica de BG (véase por ejemplo los
trabajos de revision presentados en las Refs.|1, 2, 3]). Una teoria estadistica no-extensiva que recobra la
estadistica eztensiva de BG como caso particular y que describe algunas de las anomalias conocidas fue
propuesta en 1988 (véase la Ref.|4]). A pesar de que hoy en dia se ha acumulado lo que legitimamente
parece ser una gran cantidad de aplicaciones exitosas, es necesario una comprensiéon mas profunda con-
trastada con verificaciones mas amplias. Ademaés, el trabajo computacional debe ser enfatizado dado
que en varios contextos los tratamientos analiticos son impracticables.

Finalmente, para ser mas especificos, mencionamos algunos ejemplos para los cuales la estadistica y
la termodindmica de Boltzmann-Gibbs presenta serias dificultades o anomalias. Pensamos en sistemas



que involucran interacciones de largo alcance (e.g. gravitacion), sistemas con memoria microscopica
de largo alcance, (e.g. procesos estocésticos no-markovianos) y en general sistemas conservativos (e.g.
Hamiltonianos) o disipativos que de una forma u otra involucran un espacio-tiempo relevante (i.e. un
espacio de fases) con estructura (multi)fractal. Por ejemplo, turbulencia en plasmas de electrones en 2
dimensiones, difusién anémala de Lévy, sistemas granulares, termalizacién andémala fotén -electrén en
solidos bombardeados por iones, neutrinos solares, velocidades peculiares de galaxias, bremsstrahlung
inverso en plasmas y agujeros negros, para citar algunos; claramente son (en algunos) y podrian ser

(en otros) casos concretos.

1.2. Entropia

Hace algo mas de una década surgit¢ una teoria estadistica alternativa como un intento de sobrellevar
las dificultades (al menos algunas de ellas) con las que la estadistica de BG no tiene éxito. Esta teoria
estd basada en la siguiente forma generalizada para la entropia,

11— p
Sq:kM, congeR (1.2.1)
q—1
donde k es una constante positiva, W es el numero total de estados microscopicos accesibles al sistema
y el conjunto de probabilidades p; satisface

> pi=1 (1.2.2)

Para el caso ¢ < 0, debe tomarse la precaucién de excluir aquellas probabilidades que no sean es-
trictamente positivas, de otro modo S; puede diverger; tal precaucién no es necesaria para valores de
g > 0 (debido a esta propiedad se dice que la entropia es expandible para ¢ > 0). La expresion (1.2.1)
recupera la forma usual de la entropia de BG en el limite ¢ — 1, es decir

w
;lgylSq = —kZpilnpi. (1.2.3)

=1
El indice entrépico ¢ (intimamente relacionado con, y determinado por, la dindmica microscopica)
caracteriza el grado de no-estensividad reflejado en la regla de pseudo-aditividad para la entropia Sy,

Sa(A+ B)/k = Sy(A)/k + Sy(B)/k + (1 — )[S,(A)/K][S,(B) /], (1.2.4)

donde A y B son dos sistemas independientes en el sentido que las probabilidades correspondientes
al sistema A + B se factorizan en las de A y B (i.e. pjj(A + B) = pi(A)p;(B)). Inmediatamente
vemos que, dado que en todos los casos S; > 0 (propiedad de no-negatividad), ¢ < 1,¢=1y ¢ >1
corresponden respectivamente a los casos superaditivo (supereztensivo), aditivo (extensivo) y subaditivo
(subeztensivo).

Una propiedad importante que elocuentemente exhibe los efectos de la no-extensividad es la si-
guiente. Supongamos que el conjunto de posibilidades W se separa arbitrariamente en dos subconjun-
tos que tienen respectivamente Wy, y Wy posibilidades (Wp, + Wy = W). Definimos py, = le:/’i Di ¥
Py = Z;@f pi, de este modo pr, + par = 1. Un poco de algebra a partir de (1.2.1) muestra que

Sq(pi) = Sq(pL.par) + 5 Se({pi/pL}) + 03 Sq({pi/paa}), (1.2.5)

donde los conjuntos {p;/pr} vy {pi/pm} son las probabilidades condicionales. Esta seria la famosa
propiedad de Shannon si no fuera porque en frente de las entropias asociadas con las probabilidades



condicionales, aparecen p% y p?VI en vez de pr y py. De hecho, dado que las probabilidades {p;} son
nimeros genéricos entre 0 y 1, p! > p; para ¢ < 1y p! < p; para ¢ > 1, de este modo, ¢ <1y ¢ >1
privilegiaran los eventos raros y los frecuentes respectivamente. Esta simple propiedad se encuentra en
el nucleo de la teoria propuesta.

Recientemente se ha demostrado (véase la Ref.[5]) que si se asume

1. continuidad de la entropia (en los {p;}),
2. la entropia es mondtonamente creciente como funcién de W en el caso de equiprobabilidad,
3. propiedad (1.2.4) y

4. propiedad (1.2.5),

entonces existe una unica forma para la entropia y estd dada por la ecuacion (1.2.1).

Otra propiedad importante que sin duda debe ser mencionada en la presente introduccién es que
Sy es consistente con el principio de maxima ignorancia de Laplace, i.e., S; es extrema cuando existe
equiprobabilidad, p; = 1/W Vi (ensamble microcanénico). Este extremo esta dado por

wl-1 -1

=k
Sy -

(W >1) (1.2.6)

el cual en el limite ¢ — 1, reproduce la famosa formula de Boltzmann S = kln W. En el limite W — oo,
Sq diverge si ¢ <1, y satura a k/(q — 1) si ¢ > 1.

Finalmente senalamos que Sy tiene, con respecto a {p;}, concavidad definida para todos los valores
de ¢ (Sy es siempre concava para ¢ > 0 y siempre convexa para ¢ < 0), en contraste con la entropia
propuesta por Renyi: S} = (In SW.pD/(1 = ¢)=In[1 + (1 — q)S,/k]/(1 — q), que no goza de esta
propiedad.

1.2.1. Breve interludio matematico

Antes de definir otras cantidades relevantes es conveniente introducir las siguientes funciones:
eg=[1+(1-qaV"7 V(g (1.2.7)

con la definicion suplementaria, para ¢ < 1 es eg = 0si 1+ (1 —¢q)x <0, para g > 1, e, diverge en
v=1/(g—1)y

Inge = ——, V(z,q). (1.2.8)
Es inmediato mostrar que lim, 1 e; = e” y que lim, 1 Ing z = Inx, asf como también las propiedades

Ing x

eq ' =Ingey =z, Y(x,q). (1.2.9)

Con estas definiciones la ecuacion (1.2.6) puede reescribirse en una forma que se asemeja a la de
Boltzmann, esto es,

S, = klng W. (1.2.10)



1.2.2. Valores de expectacion

Introduzcamos ahora el siguiente valor de expectacién g-generalizado, no-normalizado :

w
(A)g =D plA; (1.2.11)
=1

de modo que (A); corresponde al valor medio standard para la cantidad fisica A. Si el sistema bajo
consideracion es cuéntico, su descripcion probabilistica estd dada en términos del operador densidad
p, cuyos autovalores son los {p;}. Entonces, la entropia generalizada esta dada por

1—Trp?

=k
Sq 1

(Trp=1), (1.2.12)
y el valor de expectacion g-generalizado, no-normalizado, de un observable A que no necesariamente
conmuta con p es

(A)g =TrplA. (1.2.13)

La ecuacion (1.2.12) puede reescribirse como
Sq = —k(lng p)q. (1.2.14)

Si el sistema bajo estudio es un sistema clasico genérico, las variables relevantes son tipicamente
continuas, y la descripcion probabilistica queda determinada por la distribucion de probabilidades p(7),
donde 7" es una variable adimensional, digamos, en un espacio de fases de muchos cuerpos. Entonces la

entropia generalizada estd dada por

5, =y a1 (/ dip() = 1> , (1.2.15)

qg—1

y el valor de expectacion g-generalizado, no-normalizado, de un observable A es

(A), = / drp(F]TA (7). (1.2.16)

En lo que sigue ilustraremos el presente formalismo en el caso en que se tienen W probabilidades
microscopicas discretas, las discusion genérica acerca de sistemas cuanticos y clasicos sigue un linea-
miento similar. En repetidas ocasiones hemos senalado la caracteristica “no-normalizada”, volveremos
sobre esto mas adelante.

1.3. Ensamble candnico

La primera situacién fisica no trivial es aquella en la que un dado sistema se encuentra en contacto
con un termostato a temperatura 7. Para estudiar esta situacién, seguiremos el camino tomado por
Gibbs y nos concentraremos en el ensamble canénico. Més precisamente, para obtener la distribucién
de equilibrio térmico asociada a un sistema fisico conservativo en contacto con el termostato extremi-
zaremos S, con las restricciones impuestas por los vinculos adecuados. El primero de estos vinculos
entrana la definiciéon misma de probabilidad, este es

w
> pi=1. (1.3.1)
=1



1.3.1. Posibles vinculos dados por la energia interna

Es importante notar que existe cierta libertad acerca de como imponer el segundo vinculo, es
decir el que da cuenta de como se relacionan los valores de las energias asociadas a los diferentes
estados microcopicos con el valor de la energia interna del sistema como un todo. A decir verdad varias
elecciones han probado ser ttiles en distintos aspectos. En lo que sigue de esta seccién mencionaremos
brevemente dos de las tres elecciones mas usuales en tanto que trataremos con un poco mas de detalle
la tercera opcién. Daremos argumentos que hacen pensar que es esta tltima opcién la que permite una
mejor conexion entre la estadistica y la termodinédmica.

Primera eleccion

La primera eleccion fue introducida y desarrollada en la Ref.[4]. Consiste en utilizar ademés de la
restriccion (1.3.1), la siguiente:

szez =W, (1.3.2)

donde el supraindice (1) se refiere a la prz'mem eleccion y los {€;} son los autovalores del Hamiltoniano
del sistema (con las condiciones de contorno elegidas). En otras palabras, se mantiene la definicion de
energia interna standard dentro del marco generalizado. Utilizando las técnicas usuales, puede verse
que los valores de {p;} que hacen extrema a S, con las restricciones impuestas por (1.3.1) y (1.3.2)

son,

pm = (g— 1) i/
DT B O Ve T
donde debemos resaltar que, a pesar de las apariencias, 8* no es el multiplicador de Lagrange asociado

a la restriccion sobre la energia interna (es por este motivo que se ha utilizado £* y no la notacion
usual ). Esta expresion,

(1.3.3)

1. recobra la estadistica usual de Boltzmann-Gibbs (p; x e‘ﬁei) en el limite ¢ — 1y

2. depende de las energias microscépicas con una ley de potencias en vez de la dependencia expo-
nencial familiar.

Estas dos caracteristicas importantes se encontraran presentes en las tres elecciones que discutiremos.
Réapidamente se hizo evidente que esta eleccién para la energia interna era inadecuada para tratar las
dificultades matemaéticas serias (divergencias no deseadas) que se encuentran presentes en una variedad
de sistemas andémalos.

Segunda eleccion

La segunda eleccién, también introducida en la Ref.[4] y desde entonces intensamente estudiada
permite un camino natural para evitar algunas dificultades que la primera eleccién no puede resolver.
Esta postula como restriccién para la energia interna,

w
> ple=U", (1.3.4)
=1

donde el supraindice (2) se refiere a la seqgunda eleccion. Los valores de p; que hacen extrema a S, son

ahora
@  [1—(1—q)Be)/0-9
pi = @)
Zq

; (1.3.5)



donde hemos definido la funcién de particién generalizada

W
Zéz) _ Z[l —(1- q)ﬂej]l/(l_q). (1.3.6)

J=1

Este resultado coincide con el resultado producido por la primera eleccién excepto por el hecho de que
(1 — q) desempena ahora el rol que antes jugaba (¢ — 1). En este caso en contraste con el anterior (3
es, como es usual, el multiplicador de Lagrange asociado a la restricciéon sobre la energia interna. Esta
distribucion presenta un cut-off (i.e. probabilidades nulas para niveles de la energia lo suficientemente
altos como para producir valores negativos en el argumento de la funcién e,) para todos los valores
de ¢ < 1, mientras que este fenémeno ocurria en la primera elecciéon para ¢ > 1. La distribucion de
equilibrio (1.3.5) puede ser reescrita en forma conveniente como

5 e—ﬁei w
p(- ) q Z(§2) = Zegﬁfi 7 (1.3.7)
j=1

v ZéQ)

esta expresion se asemeja formalmente al resultado de Boltzmann-Gibbs (de hecho este tipo de analogias
se presenta a lo largo de todo el formalismo). Introduciendo T' = 1/kf puede mostrarse la siguiente
serie de igualdades (véase la Ref.[6])

L _ 95 (1.3.8)
T eyl
F® = Uq(2)_TSq:_%lan¢§2)’ (1.3.9)
)
. _%(mq%z)), (1.3.10)
9S8, Uy P*Fy
@ = pP1_ T __pZ 1l 1.3.11
“ or = or or? (840

donde Fj, U, y C, representan las correspondientes generalizaciones de la energia libre de Helmholtz,
la energia interna y el calor especifico.

Como vemos, la estructura usual de las transformaciones de Legendre de la termodinamica stan-
dard permanece vélida para todos los valores de g. Dentro de esta segunda eleccién una larga lista
de teoremas standard han demostrado ser g¢-invariantes, esto es preservan la estructura standard en
el formalismo no-extensivo. S6lo por mencionar algunos, cumplen con esta propiedad: el teorema H
(irreversibilidad temporal macroscopica), el teorema de Ehrenfest (principio de correspondencia), el
teorema de reciprocidad de Onsager (irreversibilidad temporal microscopica), las relaciones de Kramer
y Wannier (causalidad), la desigualdad de Bogolyubov y la estabilidad termodinémica (signo definido
para los calores especificos). Las bondades de estas propiedades sumadas a los éxitos obtenidos en las
descripciones de una variedad de anomalias en sistemas fisicos especificos, constituyen probablemente
la base de la popularidad de este formalismo en la literatura. De todas maneras, esta segunda eleccién
implica tres consecuencias que, a pesar se ser posibles en principio, son sin lugar a dudas, extranas en
términos de los fundamentos fisicos a los que estamos acostumbrados, estas son,

1. La distribucion dada por las ecuaciones (1.3.5) y (1.3.6) no es invariante ante una traslacion
uniforme del espectro de energias {¢;} (i.e. los resultados termodinamicos dependen de la eleccion
del origen de energias).

2. La manera en la cual es definido el valor generalizado de la energia interna Uéz), sugiere que todos
los observables de la teoria deben aparecer en la misma forma, esto es, a través de los llamados



valores de ezpectacidon, no-extensivos, definidos mediante 052) = (0i)q = ZZ 1 P1O; donde {0;}
son los autovalores asociados con el observable asociado O (a lo largo de esta discusion supon-
dremos por simplicidad que el observable conmuta con el operador densidad). A pesar de que es
claro que de ninguna manera la definicién de estas cantidades viola la teoria de probabilidades,
el hecho matematico que (1)4 no es en general 1, es dificil de interpretar.

3. Flnalmente si dos sistemas A y B son tales que satisfacen las propiedades pA+B = p{‘p]B y

A+B
2]

U()(A+B)//€=U(2( )/k+UP(B) [k + (1= q)[UP (A)Sy(B)/K][US) (B)Sg(A) /K], (1.3.12)

+ 6] , entonces

lo cual difiere radicalmente de U ( )/ k + U )(B)/k‘. En otras palabras el primer principio
de la termodinamica (es decir, la conservacion de la energia) no preserva macroscopicamen-
te la misma forma que tiene microscépicamente. Podria objetarse sin embargo que si estamos
considerando plausible la no-aditividad de la entropia, no resultara tan extrano aceptar que lo
mismo sucede para la energia. El punto es que la entropia es una cantidad informacional mientras
que la energia es una cantidad mecdnica. Dado que el presente formalismo no altera de ninguna
manera los procesos a nivel dindmico, la composicién no-aditiva para las energias internas recién
mencionada, estd en contra de lo que se esperaria.

Tercera eleccion

Estamos ahora en condiciones de introducir la tercera eleccién para el vinculo que impone la energia
interna. Esta eleccion ha sido propuesta por Plastino, Mendes y Tsallis en la Ref.|7]. De hecho, una
manera de evitar (en forma simultanea) las tres consecuencias poco familiares que acabamos de discutir
es postular la restriccién que impone la energia interna como

W _q_.
% =U®, (1.3.13)
q
i=1P;
i.e. pesar los autovalores del Hamiltoniano con el conjunto de probabilidades pq/ ZZ 1pZ (a veces

llamadas probabilidades “escolta”; del inglés escort); aqui el supraindice (3) se refiere a la tercera
eleccion. Los valores de p; que hacen extrema a S, son esta vez

3)
© _ [1-0-086-0 >/zl L ()00 (13.14)
q
3 3
e [8a -~ UM)/ S 0f)) a1
Zy
donde hemos definido la funcién de particién generalizada
w w 1/(1—q)
74 = 3 [1- o - 0P Y6l (116
j=1 i=1

w w
= Z expy [ - Uég))/Z(pE?’))q] : (1.3.17)
j=1 i=1

Puede demostrarse (véase la Ref.[8]) que si se define (T" = 1/k[3) se cumplen las siguientes igualda-
des,

1 95 (1.3.18)

T




F® = u®-18,= —% In, Z{

(1.3.19)
y entonces
Sy = klng Z{3). (1.3.20)

Ademss el uso de la ecuacion (1.3.19), junto con la igualdad ﬁ@Uég)/ﬁﬁ = 0(In, Zgg))/ﬁﬁ conducen a
un resultado interesante, a saber

0
Ul = %(ﬂFq(?’)) Vq. (1.3.21)

)

Notemos que Zég) se refiere a los niveles de energia {¢;} con respecto a Ué?’ . Podemos utilizar 0 como

: : . 3 p sz
la energia de referencia definiendo Zé ) a través de la relacion

Ing Z{¥ =ng Z{% — pUP. (1.3.22)

De esta manera podemos reescribir las ecuaciones (1.3.19) y (1.3.21) como,

F{® = —% In, Z$9), (1.3.23)
' 0
U® = —%(mq z®). (1.3.24)
Finalmente puede verificarse que
0s, ous 02F®
(3 = Y9 _YYa _ q
C) = Top =i =T (1.3.25)

Vemos entonces que esta tercera eleccion, al igual que la segunda, satisface la estructura de las
transformaciones de Legendre, presenta el cut-off (1til) para ¢ < 1y segiin comentaremos rapidamante,
satisface varios de los teoremas ¢-generalizados que ya hemos mencionado. De todas maneras, lo que
hace tan particular a esta eleccién es el hecho de se encuentra libre de las tres consecuencias poco
familiares que fueron senaladas cuando tratamos la segunda elecciéon. Esto es,

1. Si sumamos una constante €y al espectro {¢;} tenemos que (como probaremos en forma auto-

consistente) Uég) deviene Ué?’) + €g lo cual deja invariantes a las diferencias ¢; — Uég) que a la vez
deja invariante (en forma auto-consistente) el conjunto de probabilidades p; y entonces a todas
las cantidades termoestadisticas.

2. La definicién de Uq( ) sugiere la siguiente definicién para los valores de expectacion no-extensivos:

O = ((04))4 = L0 (1.3.26)

1%74 Y
i P
donde O es cualquier observable. Resulta ahora trivial, mostrar que ((1)), = 1 Vq).

3. Es también inmediato mostrar que para los sistemas A y B que ya hemos introducido, se cumple
UP(A+B)=U0A)+UP(B), (1.3.27)

recuperando de este modo la misma forma vélida en la estadistica standard (¢ = 1).



Finalmente mencionamos (para més detalles véase la Ref.[7]) que las probabilidades de equilibrio
asociadas con la tercera eleccion coinciden con las de la segunda eleccion pero con una temperatura
renormalizada. Esta es la razén por la cual todos los teoremas que no utilizan la dependencia especifica
con la temperatura de las cantidades termodinamicas involucradas (sino que més bien utilizan el hecho
de que el sistema se encuentre a una temperatura finita fija pero arbitraria) permanecen vdlidos. Ademés
la descripcién de todos los sistemas para los cuales el formalismo provisto por la segunda eleccién
ha sido apropiada (sistemas auto-gravitantes, turbulencia, difusién anémala, velocidades peculiares de
galaxias, neutrinos solares, bremsstrahlung), resulta tambien exitosa en el marco provisto por la tercera
eleccion en tanto estos no involucren dependencias térmicas especificas.

1.4. Funciones de distribucion

En esta seccion describiremos el formalismo del ensamble gran candnico en el contexto no-extensivo.
Daremos también las expresiones generalizadas de las funciones de distribuciéon que luego se utilizaran
para establecer el formalismo termodinamico en el Universo. Introduciremos aqui la aproximacién de
factorizacién basada en la segunda de las opciones anteriormente descritas. Esta aproximacion sera
suficiente para nuestros fines ya que provee resultados compatibles con los que se obtienen utilizando
la expresion exacta de las funciones de distribucién, mucho més compleja. Véase por ejemplo el trabajo
de Tirnakli y Torres (Ref.[9]).

A pesar de que la tercera opcion parece ser conceptualmente mas simple que la segunda, los calculos
de dependencias térmicas concretas son mucho mas dificiles. Esto se debe a que en la segunda elecciéon
las ecuaciones para los {p;} son explicitas (ver (1.3.5)) mientras que resultan implicitas en la tercera
eleccion (ver (1.3.14)).

El objetivo de este trabajo es estudiar la evolucién del Universo cuando las funciones de distribuciéon
difieren levemente de las standard. Destacamos que la principal virtud de trabajar en el marco provisto
por la segunda opcién es que esta provee (segin veremos enseguida) expresiones sencillas para las
funciones de distribucién generalizadas. Este hecho hara posible que podamos proseguir los célculos en
forma analitica mas alla de los puntos alcanzables en tratamientos similares utilizando expresiones més
complejas. El tratamiento analitico permitird seguir con mayor claridad la propagaciéon de los efectos
que produce el hecho de cambiar las funciones de distribucién a medida que avancemos en los célculos.

1.4.1. Ensamble gran canénico

Consideremos un gas compuesto por N particulas cudnticas no-interactuantes. Si el sistema se
encuentra en contacto con un reservorio térmico y uno de particulas, la energia E y el ntmero de
particulas N fluctiian, es decir, la energia y el nimero de particulas se conservan en promedio. Los
estados estacionarios del sistema estdn dados por la solucién de la ecuaciéon de Schrédinger:

Hyr = Eryr, (1.4.1)

donde H es el Hamiltoniano y ¥pg es la funcién de onda del sistema. Los estados accesibles al sis-
tema estan representados por R, que describe los posibles estados cuanticos del gas. En el formalis-
mo de la segunda cuantizacién, R queda determinado por el conjunto de los ntimeros de ocupaciéon
{n1,n9,...,nk,...}, donde ny denota el naumero de particulas en el estado k.

En el marco mecanocuantico las particulas son consideradas indistinguibles y esto lleva en forma
natural a que los estados fisicos de un sistema cuéntico s6lo puedan estar descritos por funciones de
onda que sean simétricas o antisimétricas frente al intercambio de particulas (véase por ejemplo el
libro de Cohen-Tannoudji, Ref.[10]). Las funciones de onda simétricas describen particulas de spin



entero llamadas bosones y un niimero arbitrario de particulas puede estar en un dado estado. Es decir,
ng = 0,1,2,..., para bosones. Por otro lado, las funciones de onda antisimétricas describen particulas
de spin semientero llamadas fermiones. En este caso es valido el principio de exclusion de Pauli. Con
esto, ny = 0,1 para fermiones.

Los estados del sistema conforman un ensamble con probabilidades Pgr. Por otro lado, dado que
el sistema se encuentra en contacto con el reservorio de calor y de particulas, puede establecerse un
ensamble de tipo gran canénico.

En el estado de equilibrio podemos determinar las probabilidades de distribucién en los estados
caracterizados por R de sistemas similares del ensamble gran canénico. De acuerdo al teorema H de
Boltzmann, la entropia debe ser un maximo. Recordemos que en el marco no-extensivo en que estamos
trabajando, la entropia estd dada por

_ 1= aPh

S,
q q—l

, (1.4.2)

donde hemos utilizado unidades tales que la constante k que aparece en la ecuacion (1.2.1) toma el
valor k = 1.

El problema se reduce a extremizar la entropia con los vinculos impuestos por: la normalizacion
de las probabilidades, la conservaciéon de la energia y la conservacién del ntmero de particulas en
promedio, estos son:

1 = ) Pp, (1.4.3)
R

s
1

> PLER, (1.4.4)
R

N = ) PiNg. (1.4.5)
R

Para hallar la solucién de este problema variacional, siguiendo el método de los multiplicadores
indeterminados de Lagrange, debemos maximizar la expresion:

QZ%G-ZR&)—aZPR—ﬁZP;;ER—WZPgNR, (1.4.6)
q R R R R

donde «, 8y 7 son los multiplicadores indeterminados de Lagrange. Haciendo 0Q/0Pr = 0, obtenemos

pit _ _
> (qqfl +a+ B8P ER + Py 1NR> = 0. (1.4.7)
R

Dado que la expresion entre paréntesis es valida para todo R, cada uno de los términos de la suma
debe anularse, es decir,

gPL + (g — Da+qlg — 1)BPE ' Eg +yq(g — )PL ' Ng = 0. (1.4.8)

Podemos hallar la expresion para Pg a partir de la ecuacion anterior identificando a los multiplicadores
8y v mediante:

y=-Bu,  B=1/T, (1.4.9)

donde p es el potencial quimico y T es la temperatura del estado de equilibrio termodinédmico. De esta
manera la probabilidad de que el ensamble se encuentre en el estado R es

Pr=[1+48(q—1)Eg — B(q— Dp]/ "V /2, (1.4.10)



donde hemos definido la generalizacién de la gran funcién de particion mediante

Zy =Y [L+B(g—1)Eg — Blqg — u]"/@ V). (1.4.11)
R

El estado cuantico del gas queda caracterizado univocamente cuando los ntimeros de ocupacion de
los estados de una particula son especificados. Los niimeros de ocupacién también determinan en forma
automatica la energia total y el namero total de particulas, esto es,

Er = nieg+noea+ ... +ngep+..., (1.4.12)
Ng ni+ne+...+np+..., (1.4.13)

donde ¢; denota la energia de una particula en el estado k.

Sustituyendo las ecuaciones (1.4.12) y (1.4.13) en las expresiones (1.4.11) y (1.4.10) obtenemos,

Po = [1+5(g = 1)(er — )i + ... +Zﬂ(q — 1) (er — g + .. ] @D 7 (1.4.14)
q

donde

Ze= > [1+Bg— (e —mwni+...+B8(q—1)(ex — pwng +...J@Y. (1.4.15)

N1y Ngyeee

1.4.2. Aproximacién de factorizacién

Para un gas diluido, donde las correlaciones entre particulas puede ser ignorada, los estados de las
diferentes particulas pueden ser considerados como independientes, de modo que la funcién de particién
dada por (1.4.11) puede factorizarse en términos de los factores correspondientes al estado k-ésimo de
una particula, es decir,

o
Zy =11 D1+ 8(a = Dex — pyms]/ 070, (1.4.16)
k=1mn,=0
Sobre la validez de esta factorizacién, volveremos en un momento.

A partir de esta expresion, puede demostrarse (véase la Ref.[11] para los detalles) que los nameros
medios de ocupacion generalizados (i.e. las funciones de distribucion) estan dados por

1
[1+ (¢ — 1)B(er — )M a1 + ¢

con £ = 0,41 6 —1 segun se trate de un gas de Maxwell-Boltzmann (MB), Bose-Einstein (BE) o
Fermi-Dirac (FD) respectivamente. Como debe ser, tomando el limite para (¢ — 1) — 0 se recuperan
las funciones de distribucién standard de MB, BE y FD respectivamente. Vale la pena destacar que
estas expresiones para las funciones de distribucién cuénticas no es exacta debido a la aproximacién
involucrada al pasar de la ecuacion (1.4.15) a la (1.4.16). La factorizacion es solo una aproximacion ya
que en general

(nr)g =

(1.4.17)

1+ (¢g— 1A+ BV £ 14 (¢ — 1AV D1 + (¢ —1)B]Y/ @D, (1.4.18)

Dado que la igualdad es vélida cuando ¢ = 1 es de esperar que para valores de |¢ — 1| < 1 ambos
miembros no difieran demasiado entre si. Ademés se ha demostrado, al menos en el caso de los fotones
(véase Ref.|12]), que si llamamos “exacto” al miembro izquierdo de (1.4.18) y “aproximacion” al miembro
derecho entonces exacto>aproximacion para q > 1y exacto<aprozrimacion para ¢ < 1. Con esto, los
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Figura 1.1: Comportamiento de las funciones de distribuciéon generalizadas (FD, MB y BE respectiva-
mente) para ¢ = 1,1 y ¢ = 0,9. También se muestran las distribuciones standard correspondientes.

resultados obtenidos a partir de la factorizaciéon constituyen, en este caso, cotas superiores e inferiores
del resultado exacto con respecto al indice q.

En el orden de aproximacion que nos interesa es licito retener solo el orden dominante en (¢ — 1)
en la expresion (1.4.17). El desarrollo a primer orden otorga,

1 1 -~ — 11))2ePler—h)
oy — L a1 (e )i
efler—n) 4 ¢ 2 (eBler—) 4 €)2

(1.4.19)

En la Fig.(1.1) se muestra el cambio producido en las funciones de distribucion debido a la no-
extensividad al considerar dos valores de (¢ — 1) cercanos a 0. También se muestran las funciones
de distribucion standard.

La ecuacion (1.4.19) provee la forma para la funcion de distribucién que utilizaremos en el proximo
capitulo. Alli analizaremos como son afectados algunos de los eventos cosmoldgicos mas importantes
que tienen lugar en el transcurso de la historia térmica del Universo.



Capitulo 2

Historia térmica de un Universo
levemente no-extensivo

2.1. Introduccion

En este capitulo estableceremos las bases formales de una cosmologia no-extensiva. Para esto,
tomaremos las funciones de distribuciéon provistas por la teoria estadistica introducida en el capitulo
anterior y construiremos con ellas la historia térmica del Universo. Nuestro interés estara centrado en
estudiar que aspectos se modifican, y cémo lo hacen, respecto de lo que predice la cosmologia standard;
es decir, la cosmologia construida utilizando las funciones de distribuciéon de Maxwell-Boltzmann,
Fermi-Dirac o Bose-Einstein.

Como hemos dicho, las desviaciones con respecto a la estadistica standard podrian representar la
aparicion de efectos no-extensivos relacionados con interacciones de largo alcance, efectos de memoria,
o evolucion en un espacio fractal o multifractal. En el Universo temprano usualmente se asume que las
funciones de distribucién son las usuales, de este modo, el considerar la evoluciéon del Universo en un
marco tedérico mas amplio nos permitira evaluar este hecho y hallar limites para el rango de su validez.

En las secciones 2.2 y 2.3 hallaremos las expresiones generalizadas de las ecuaciones fundamentales
que gobiernan el comportamiento termodindmico de las distintas especies de particulas que existen en el
Universo. Luego, en las secciones 2.4 y 2.5, estudiaremos cé6mo se modifican diferentes eventos, como el
desacoplamiento de particulas y otros. Finalmente, en las secciones 2.6 y 2.7, generalizaremos resultados
que pueden ser utilizados en otros contextos, entre ellos la ley de Saha y la ecuacién de Boltzmann. Estos
resultados constituirdn la base de nuestro ulterior estudio de los procesos de nucleosintesis primordial,
asi como otras aplicaciones.

Este capiitulo se encuentra reportado en la Ref. [13].

2.2. Termodinamica en el equilibrio

2.2.1. Densidad de particulas, densidad de energia y presiéon

La densidad numeérica n, la densidad de energia, p y la presién, P, para un gas de particulas quedan
definidas en términos de su correspondiente funcion de distribucion en el espacio de las fases f(x,p).
Si suponemos que el espacio es homogéneo e isotropico, se sigue que f(x,p) = f(p). Si consideramos
ademés que las particulas se encuentran en equilibrio térmico y que interactiian débilmente, entonces

13



n, py P en términos de f(p) vienen dadas por las expresiones (véase, por ejemplo, el libro de Huang

[14]):

n=5 [ 1) (2.2.1)

o= [ 1®E)ED, (222)
2

P= / f(p)%d%, (2.2.3)

donde el factor g contempla posibles grados de libertad internos de las particulas (spin, helicidad, etc).

A los efectos de evaluar estas integrales, debe darse ademas de la funcion de distribucion f(p),
la relacion energia-impulso £ = E(p). Tomaremos en general la relacion energia-impulso dada por
la Teoria de la Relatividad Especial, esto es: E?(|p|) = %|p|? + m2c* y utilizaremos sus formas
aproximadas, ya sea en el limite clésico o en el relativista, cuando sea apropiado.

Resulta conveniente trabajar en el Sistema de Unidades Naturales (SUN). En este sistema, las
constantes fundamentales son tales que h = ¢ = kg = 1, con kg la constante de Boltzmann. Cuando
sea necesario realizar calculos en forma explicita para dar resultados por ejemplo en el sistema CGS,
utilizaremos los factores de conversion que se detallan en el Apéndice 1.

Si f(p) depende del impulso so6lo a través de su modulo (como es el caso cuando en la funcion de
distribucion aparece solamente la energia), debido a la isotropia en el espacio de impulsos, podemos
escribir para las cantidades antes definidas,

n=5%s [ fowa (224

p= % /f(p)E(p)pzdp, (2.2.5)
2

P=s% 1) s (2.2.6)

Consideremos ahora la aproximacion de factorizacion en el marco de la teoria estadistica no-extensiva
introducida anteriormente, en este caso la funcién de distribucién esta dada por

1 q—1(x—¢)%e”

et~V F1 T (=¥ F1)2°

fa(P(E(2)) = (2.2.7)
El signo — debe usarse para los bosones y el + para los fermiones y hemos definido x = SFE y ¢ = Bu
con 3 =1/kpT =1/T siendo T la temperatura y p el potencial quimico.

En la aproximacién en que estamos trabajando, el cambio en la estadistica se traduce en un término
adicional en la funcién de distribucion. Esto es, podemos escribir a f,(p) como suma de dos términos.
Al primero lo llamaremos término standard (lo denotaremos con fg(p), en general, con un indice st)
y representard a las funciones de distribucién usuales, ya sean las de Bose-Einstein, Fermi-Dirac o
Maxwell-Boltzmann. Al segundo lo denominaremos término correctivo, o simplemente correccion (lo
escribiremos como f.(p), en general, con un indice ¢), éste contemplara como se modifica la funcion de
distribuciéon debido a la no-extensividad de la teoria estadistica.

En lo que sigue calcularemos en forma explicita cada una de las cantidades definidas en (2.2.4),
(2.2.5) y (2.2.6). Debido a lo senalado en el parrafo anterior y dado que el operador integral es lineal,
es de esperar que todos los resultados que obtengamos por sustitucion directa de f;(p) en cada una
de esas expresiones estén constituidos por dos términos: uno proveniente de la parte standard y otro
de la correcciéon. Por otro lado, en calculos mas complejos y cuando sea oportuno, escribiremos los



resultados generalizados como los resultados que provienen de la teoria standard méas una correccién a
primer orden en (¢ — 1). Todas las ecuaciones a las que arribemos deberan reducirse a las ecuaciones
derivadas en la teoria standard en el limite (¢ — 1) — 0. Los resultados que se detallan en este capitulo
provenientes de considerar la parte standard de las funciones de distribucién, pueden ser verificados en
el libro de Kolb & Turner [17].

Caso Relativista (no degenerado)

Calculemos ahora cada una de estas cantidades en el régimen relativista £ > m, es decir cuando
E? ~ p?. El caso no degenerado queda definido por la condicion kgT = T > u. Bajo estas condiciones,
podemos aproximar la funcion de distribucion fy(p) por:

1 g—1 z2%*

. 2.2.8
e:c:F1+ 2 (ex:F1)2 ( )

fq(p(E(x))) =

= Densidad numérica de particulas

Teniendo en cuenta la relacion energia-impulso, y usando a la energia como variable de integra-
cién, obtenemos:

g o0
ng = WT?)/O fo(x)2?dz, (2.2.9)

donde hemos definido la variable adimensional z = E/T.

Podemos llevar a cabo en forma explicita el calculo de n, utilizando la expresion para f, propuesta
en (2.2.8) y las expresiones integrales para las funciones de Bose (g, (z)) y de Fermi (f,(z)) dadas
por:

1 o xn—l
gn(2) = () /0 poms pra 1d:17, (2.2.10)

1 00 xn—l
falz) = F(n)/o g e K (2.2.11)

I'(n) son las funciones Gamma, definidas en forma integral por
oo
F'n+1)= / e “x"dx paran > —1, (2.2.12)
0
y que satisfacen la relacién de recurrencia
I'(n+1) =nl(n). (2.2.13)
Ademés, la funcion I'(n) es tal que

I'(n+1)=nl, para todo n € Z. (2.2.14)

Utilizando lo anterior, obtenemos,

ng = 2%1“(3){ ?zgg }T3+ig4r(4){ ?18 }T3 { ?ezfs;ejes } (2.2.15)

Teniendo en cuenta que g,(1) = ((n), con {(n) la funcién Zeta de Riemann, definida por

Cn)=>_ lln (2.2.16)
=1



y que en particular ((3) = 7#/90 ~ 1,202 y ((4) ~ 1,082, estamos en condiciones de evaluar

(2.2.15). Esto otorga,
b b

g g
np = ﬁzg(:a)T“f + 5 512.98(¢ - 1713, (2.2.17)
I3 f
F= I 2313+ L11,36(g — 1)T° 2.2.18
g = 5 25037 + 5 511,36(¢ — DT™. (2.2.18)

Donde se ha utilizado la relacion existente entre f,,(1) y g,(1) = ¢(n) dada por
1
£ = (1= 55 ) oul0) (2.2.19)

Efectivamente, como habiamos anticipado, vemos que debido al cambio en la estadistica la densi-
dad numerica de particulas consta de dos términos, es decir hemos podido escribir ng = ng + n.
tanto para los bosones (b) como para los fermiones (f), donde ng son los primeros términos en
(2.2.17) y (2.2.18)

Densidad de energia

Efectuando en (2.2.5) el mismo cambio de variable que hicimos para calcular ng, llegamos a una
expresion integral para p, dada por:

- %T‘*/O fo(z)2da. (2.2.20)

Esto nos conduce a,
e[ 10 Yo st (30 e () e

Teniendo en cuenta las relaciones antes mencionadas entre f,(1) y g,(1), encontramos que la
densidad de energia de los bosones es

2 b =
b_ T a9 O 4
= T + 5)(q—1)T 2.2.22
Pq 309 2729 (5)(q )17, ( )

mientras que la de los fermiones es

ol = w_zzng4 ii‘ﬁ
7308 272 2 16

Definiendo g = >, ¢° + %Zf g/, podemos escribir la densidad de energia total: qu = pg +

pr{;;

¢(5)(g — )T, (2.2.23)

72 |
4 15- 4
T — grty — = +— - T 2.2.24
Py = 359 575 bg E d )(@—1) ( )

Reconocemos el primero de estos términos como la den81dad de energia que se obtiene en el caso
standard. Recordando que ((5) ~ 1,037, podemos reescribir este resultado como:

2

T 15
qu:% g+958(q—1) Zg + 6ng T (2.2.25)
f

Es notable que, para particulas relativistas, la dependencia con la temperatura de n, y de p, que
se desprende del formalismo no-extensivo sea la misma que en el caso standard. Senalamos que
se debe a que esta dependencia en I proviene de haber efectuado un cambio de variable en las
integrales que definen a ny y a p,; del mismo modo para las dos contribuciones (tanto para la
standard como para la correccion).
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Es facil ver que empleando en (2.2.6) el mismo cambio de variable que usamos para calcular n,
Y Pg, llegamos a una expresion integral para P dada por:

327T2T4/ f(z)x3de. (2.2.26)

Es decir que en el régimen relativista se cumple la relacion P = p/3, independientemente de la
estadistica bajo consideracion. Podemos escribir entonces P, = pq/3.

Es interesante calcular ahora, en base a los valores obtenidos para ng y pg, la energia promedio por
particula definida por (E,) = p,/ng. Para los bosones, obtenemos a partir de (2.2.17) y (2.2.22)

309bT4 :2 2¢6) (g —1)T*

<Eb> — = , (2227)
T LB + () (g - TP
mientras que a partir de las (2.2.18) y (2.2.23) queda para los fermiones:
7 fT4 + g/ 5115 — 174
(Ef) = ;}02 37 7 166000 ~ 1) (2.2.28)

23¢3)T3 + Lo LT¢(4) (g — 1)T3

Desarrollando cada una de estas expresiones y reteniendo los términos a primer orden en (¢—1) tenemos
que

(ES) = (2,701 + 11,292(¢q — 1)]T, (2.2.29)

(EI) = (3,151 +44,835(¢q — 1)]T. (2.2.30)

Es de notar que para un mismo valor de ¢ los fermiones se ven mas afectados que los bosones por el
cambio en la funcién de distribucioén.

Caso no relativista

El régimen no relativista queda definido por la condicién m > T'. Es decir, la energia en reposo
de las particulas es grande comparada con el valor de kT, el cual da una idea de la energia cinética
media de las particulas. Podemos desarrollar en serie de v/c la expresion que da la energia relativista
en términos de la velocidad (véase, por ejemplo, el libro de Jackson [15] o el de Landau [16]),

m02

Bv) = ——2¢ (2.2.31)

V1 —0v2/c?

Retener solo el primer orden en v/e¢, otorga

1
E(w) =md + §mv2, (2.2.32)

o teniendo en cuenta que en el limite clasico es p = mv?/2, en el SUN obtenemos
E =p*/2m+m. (2.2.33)

Con esto vemos que los factores F1 en los denominadores de la expresion (2.2.7) son despreciables
frente a las exponenciales que alli aparecen. La funcién de distribucién tanto para bosones como para
fermiones esta dada entonces por:

fo(p(E)) = e /T 2 T2 (B — )/ T)2e BT (2.2.34)



En términos del impulso

fq(p) = €Xp

ks

_ 2 m— 2
1+q21<2f;T+( T“)>]. (2.2.35)

Estamos ahora en condiciones de calcular las mismas cantidades que en la seccién previa.

= Numero de particulas

A partir de la expresion (2.2.4) y utilizando para f,(p) la forma anterior, es inmediato calcular
ng. Para ello es conveniente hacer el cambio de variable u = p?/2mT y tener en cuenta las
expresiones integrales y las relaciones de recurrencia que dimos en (2.2.12) y (2.2.13) para la
funciones I'(n).

El resultado que se obtiene es

3/2
nq — g <mT> e_(m_u)/T

o

(B gm e (M 2 (2.2.36)
> |4 T T ' &

En este caso, el primer miembro dentro del paréntesis da cuenta del resultado standard mientras
que los otros tres constituyen la correccion a orden (¢ — 1).

En cuanto a la densidad de energia y la presiéon sabemos que en el limite no relativista sus valores
vienen dados por:

P, =n,T (2.2.38)

Cabe senalar que en este caso, a diferencia de lo que sucedia para particulas relativistas, si se ve
alterada la dependencia de los observables con la temperatura .

2.2.2. Exceso de particulas sobre antiparticulas

Nos concentramos ahora en el calculo del exceso de particulas sobre antiparticulas. Consideremos
la reaccion v + 7~ <> 4+, donde 7T y r~ representan una particula genérica y su correspondiente
antipaticula. Si esta reaccién se encuentra en equilibrio, los potenciales quimicos de ™ y r~ estén
relacionados con el potencial quimico de los fotones por la ecuacién pu™ + p~ = ¥ + p?. Ahora bien,
dado que el potencial quimico de los fotones es nulo; la ecuacién anterior se reduce a u™ = —u~.
Pasemos entonces a analizar los dos regimenes que nos interesan.

Caso relativista

En el caso de los fermiones, la expresion

nd —ng = L% /Oo z <x2 - (T)2>1/2 (£ (x) — f; (z)] dx, (2.2.39)

L T

representa la diferencia entre la densidad numérica de particulas y de antiparticulas, donde debemos
considerar ademas que cada una de las funciones de distribucion debe ser tomada de la expresion (2.2.7)
con ¥ = Bu y ¢~ = —fBu respectivamente. La variable de integracion es, como antes, x = E/T y



resulta conveniente definir 1) = 1™ = —¢~. En el régimen relativista se cuample la condicién m/T < 1
y las integrales standard pueden resolverse facilmente teniendo en cuenta que (véase la Ref.[18])

%) 2 2 2
/ ° P ik A O (2.2.40)
o cosh (x)cosh () 3 | sinh(2)
Recordando que en el sistema de unidades que elegimos = 1/T, un calculo sencillo nos lleva a,
- 9 3| 2HM A%
Para calcular la correccion a orden (¢ — 1) necesitamos resolver la integral
—1 [ 200 _ ah)2,,2— 2 2 x+ip
9 _p3d / v@oyye et y)et) (2.2.42)
22 2 Jo (em=¥ +1)2 (emt¥ +1)2

Deseamos, en principio, obtener una solucién analitica. Esto nos lleva a pensar en implementar un
procedimiento similar a los introducidos por Tirnakli y Torres en la Ref.|]9]. Conociendo el resultado
de la integral:

m [e%) u2 [e’e] u2 _ 1 9 _2 3
I _/0 m—/o m—g(wzﬁm +¢°), (2.2.43)
donde m es considerado un pardmetro libre, podemos obtener la integral que necesitamos de la siguiente
manera. Consideremos I™ y derivémosla dos veces respecto del pardmetro m. Un calculo explicito nos
lleva a ver que [—dQIm/dmz]m es la integral que queremos calcular mas dos términos adicionales
dados por:

=1

- . (2.2.44)

9 / o [P )P P (u ) e ety)
0 (e T 1P (emetd) 413

En lo que sigue, daremos argumentos para despreciar la contribucién de estos dos términos frente
a la que proviene de los dos que aparecen en la expresion (2.2.42).

Para evaluar analiticamente la magnitud relativa de estos términos extra con respecto a las integra-
les que estamos buscando, resulta una buena aproximacén tomar v ~ 0. En efecto, cuando el Universo
se enfria hasta llegar a la temperatura T" < me, los electrones y los positrones se aniquilardn y so6lo
sobrevivira un pequeno exceso dado por n:t — ng. Ahora bien, las tnicas particulas cargadas ademas
de los electrones y los positrones son los protones. Dado que el Universo, como un todo, es neutro, el
exceso de electrones n;; — n,; debe ser igual a la densidad numeérica de protones n%,, y teniendo en
cuenta que n?,/n, ~ 1078, debe ser (nJ; — ng;)/nl, ~ 1078, A partir de (2.2.41) y recordando que en
el marco de la teoria standard, la densidad numérica de fotones viene dada por:

¢(3)
nl =591 (2.2.45)
podemos escribir
M na_ ge 1 [Wzﬁ n (ﬁ)?’] ~ 107 (2.2.46)
i g7 6¢3) L T \T ’
0, teniendo en cuenta los valores numéricos de las constantes en juego
J’_ o —
Dot Mot — 1338 ~ 1078, (2.2.47)
Ny T

Claramente se satisface la relacion u/T < 1, de modo que podemos tomar ¢ ~ 0 en cada uno de los
términos que aparecen en [—dQIm/dm2]m:1. De esta manera obtenemos dos tipos de términos, los
primeros tienen la forma

00 u4eu
A= 4 2.2.48
/0 Ca (2.2.48)



Terminos correctivos [exceso particula-antiparticula]

0 5 10 15 20 25
E/T

Figura 2.1: Integrandos en juego en el andlisis del término correctivo para el exceso particula-
antiparticula (caso no relativista,).

mientras que los que queremos pesar respecto a estos, vienen dados por
00 u4eu
B = 2/ ———=du. (2.2.49)
o (e*+1)

Si Namamos fa(u) y fp(u) a los integrandos de las expresiones anteriores es inmediato ver que
ambos estan relacionados segin )
fe(u) = T 1fA(u). (2.2.50)
Con esto vemos que si bien en un entorno de 0 es fp(u) ~ fa(u); el integrando de B decae muy
rapidamente en forma exponencial comparado con el integrando de A. Finalmente, una integracion
numeérica de estas funciones (ver Fig(2.1)) nos conduce a los valores: A =22,72 y B = 1,091. Es decir
que existe una diferencia de més de un orden de magnitud en la contribucién de cada uno de estos
términos. Con estos argumentos como justificacion y a los efectos de continuar con nuestros célculos
en forma analitica, aproximamos la correccion del exceso de particulas como

—1 [—d?rm
nt—ns =234~ [ ] , (2.2.51)
¢ 272 2 dm? |, _,

donde [—d2lm/dm2]m:1 debe obtenerse por derivacion a partir de (2.2.43). Una evaluacion explicita
de esta derivada nos lleva a:

+ - 9 3|2 % 3
ng -y = T [w (1+3(1—q) &+ <T> ] (2.2.52)
Caso no relativista

Calcularemos ahora el exceso en la densidad numérica de particulas de una dada especie no relati-
vista sobre sus correspondientes antiparticulas.



Esta vez debemos considerar para n;r y ng , la expresion dada en (2.2.36), con T =py puT = —p
respectivamente. De este modo obtenemos:

3/2 r 2\ T
+ — mT —(m=p)/T |1 ¢—1(15 gm— K m—_r 2.2.53
ng =g < o > e + 5 1 + T + T , (2.2.53)

3/2 r 2\ T

mT —-1/(15 m+ m+
S=g( ) etmtw/ryp I (22 g R A 2.2.54
ng =g < o ) e + ( TR T T . (2.2.54)
Restando ambas expresiones, obtenemos para el término standard
T\ 3/2

nd —ng =2 <7Z—7T> e~™'T sinh (%) (2.2.55)

mientras que el término correctivo viene dado por:

nt —n. =2g (21_7?)3/2 e—m/T [sinh (%) [1745 + 3% + <#>} _
~ cosh (%) {3% + 2%“ (2.2.56)

2.2.3. Numero efectivo de grados de libertad

La densidad total de energia de todas las especies de particulas en equilibrio térmico puede ser
obtenida sumando las contribuciones de cada especie, es decir

pg = Zp];, (2.2.57)
k

donde el indice k corre sobre todas las especies de particulas presentes. Ahora bien, comparando la
dependencia con la temperatura de la densidad de energia de una especie no relativista (dada por
(2.2.25)), con la de una relativista (ecuaciones (2.2.36) y (2.2.37)), vemos que esta ultima es menor
que la primera por un factor exponencial. Debido a esto es una muy buena aproximacién incluir en qu
solo a las especies relativistas. De esta manera la energia total viene dada por:

pf = Zpg, (2.2.58)
T

donde el indice r corre sobre todas las especies de particulas relativistas presentes a una dada tempe-
ratura.

A partir de (2.2.20), podemos escribir para la densidad de energia de la especie relativista no
degenerada,

R 3
o= 2 /0 fr(@)atd,, (2.259)

donde la variable de integracion es x, = E,/T,. Debido a que la expresion que debemos considerar en
este caso viene dada por (2.2.8), la integral que aparece en pq s independiente de r, y su valor sélo
depende del spin de las particulas. Si utilizamos el indice ¢ para las distintas especies de bosones y el
j para las de fermiones, podemos escribir

pR=3"pb > o, (2.2.60)
i j



donde pgi viene dada por (2.2.22), y p[];j por (2.2.23), con las correspondientes Tp,, g% y Tfj,gfj. Aqui

hemos tenido en cuenta la posibilidad de que las distintas especies tengan una distribucién térmica con
una temperatura diferente a la de los fotones y diferente entre ellas. Podemos expresar, sin embargo,
la densidad de energia de todas las especies relativistas en términos de la temperatura de los fotones
T como:

e = pht + ok, (2.2.61)
con
R 7T2 Z b, Tb- 4 + 7 Z fi Tfj * T4 (2 ) 62)
E— i —_t — J — L.
y

1 g—1 T\t 15 (T !
R _ ! bi [ Zhi e i (Z) | T 2.2.63
pé =55 5 BK0) > g <T> +16§j 9"\ 7 ( )

i
Definimos la contribuciéon por parte de los términos standard a los grados de libertad efectivos
como: A A
T, 7 T,
st __ b; bi fi fj
=0 () 11200 () 2261
) J

y la contribuciéon proveniente de los términos correctivos como:

15¢—1 o (T \* 15 T\
¢ = — ! v — -— —
$ =y S (5) Z g < T > * 16 Zg ’ T ’ (2:2.65)

i J

De esta forma, los grados de libertad efectivos que contribuyen a la densidad de energia total estan
dados por

9i =g + gt (2.2.66)
y la densidad de energia es
2
R_T 4

Debido a que la dependencia con la temperatura de pf;” es idéntica a la de pﬁ, podemos estudiar
el Universo primitivo en el marco de una teoria no-extensiva utilizando las ecuaciones de evolucién
validas en el caso standard. Todos los efectos vinculados a la no-extensividad estaran contenidos en gf.

Como un ejemplo de esto consideremos la ecuaciéon de Friedmann

. 2
R k rG
it T 2.2.
(R) + 7 3 P (2.2.68)

donde R(t) es el factor de escala en una meétrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) y k es la
curvatura del espacio-tiempo. En el Universo temprano, debido a la gran densidad de energia presente,
es una muy buena aproximacion tomar k = 0. Durante la época dominada por radiacion P = p/3,
R(t) =t2y R/R = H(t) = 1/t (véase la seccion 3.1 del libro de Kolb & Turner). Teniendo en cuenta
que en el SUN, G = m;f, con my,; la masa de Planck, y usando las expresiones para la densidad de
energia dada por (2.2.67), obtenemos:

H = 1.66 q1/2T_2 2.2
=106 (2260



Esto implica una relacién tiempo-temperatura dada por
—-1/2 MPI
t =0,301(g2) " - (2.2.70)

Entonces, a pesar de que la forma funcional es la misma que en el caso standard, la relacién tiempo-
temperatura se modifica por el cambio en las funciones de distribucién cuanticas. Definiendo g¢ =
(¢ — 1)g¢ podemos escribir (2.2.70) a primer orden en (¢ — 1), como t = tg + (¢ — 1)t con

s —1/2 Mpy
to = 0,301 (g3) /W’ (2.2.71)
Y 1
_ q— st\1/2 ¢ TVPI
to = 0,301 (gsty1/2ge L 2.2.72
0,301 7= (92") 9573 ( )

2.3. Cantidades conservadas

A partir de las ecuaciones de Einstein puede mostrarse que la cantidad (p + P)/T se conserva en
un volumen comovil independientemente de la estadistica bajo consideraciéon. En efcto, del conjunto
completo de las ecuaciones de campo de Einstein, o del hecho que T"", = 0, puede mostrarse que
(véase la seccion (3,1) del libro de Kolb & Turner [17]):

d(p,R®) = —P,d(R?), (2.3.1)

lo cual puede ser escrito como:

dP,

d
— [(pg + Py R*] = (R3)ﬁ.

drl’
A partir de esta ecuacion, obtenemos finalmente:

% K%Pﬂ R?’] —0. (2.3.3)

(2.3.2)

Como puede verificarse en forma directa por diferenciacion.

Debemos notar entonces que sin importar el grado de no-extensividad (es decir el valor de q) la
cantidad sq = (pg + P,)/T es una cantidad conservada en un volumen comovil.

Si la contribucion de particulas relativistas es dominante, P = pg/37 y podemos escribir para sg:

4 pgz qu
= - — — 2.34
5q 3 Z Tbi * r Tf] ( )

7

Considerando nuevamente las ecuaciones (2.2.22) y (2.2.23), para pgi y p[];j respectivamente y proce-
diendo en forma similar a como lo hicimos al definir los grados de libertad efectivos, podemos escribir:

272 3
Sq = EggST s (235)
donde hemos definido g como:
9l = g + 9 (2.3.6)

con

s ; Tbi ’ 7 i Tf ’
gt = Zgbz <7> + < ngg (?] (2.3.7)
i J



60 45 ((5) o (T,\> 15— 4 (Th)’
¢ o= 20 g (b = i) 2.3.
G =553 =D D " (F) +5D 9" (= (2.3.8)

i J
Notemos que, en contraste con lo que sucede en el caso standard, |g| > |g| en el caso en que
todas las temperaturas coinciden.

A partir de la cantidad s4, conservada en un volumen comovil, podemos definir el nimero S, =
qu3 = cte., y obtener la relacién temperatura-factor de escala:

T o (99,) 3R (2.3.9)

Entonces, como en el caso standard, se cumple la relacion T oc R™! s6lo en los periodos para los cuales
gls es constante. Si el nimero de grados de libertad cambia, por ejemplo debido al desacoplamiento de
alguna especie, la disminucion de g¥; hara que la temperatura decrezca mas lentamente que R

2.3.1. Forma explicita para los niimeros conservados

Para cualquier especie de particulas que no es creada ni destruida, debe ser: ng o R73. De esta
manera vemos que existe un ntimero conservado N, o an3. Dado que R? sq_l podemos definir este
namero en forma conveniente como Ny = ng/s,.

Caso relativista (7' > m)

Analicemos el caso de bosones y fermiones por separado. Definimos para ello la cantidad g$, tal
que g = (¢ = 1)gus-
= Bosones

Pretendemos dar una expresion para el namero Ng = ng/sq que conste del resultado standard
N? mas una correcciéon proveniente del cambio en la estadistica. Partiendo de

45 _
Ng = 9" [20(3) +12¢(4) (g = 1] (94,)" (2:3.10)
y reteniendo solo los términos a primer orden en (¢ — 1), obtenemos:
45 ¢
Ny = Nt gt - 1) o6(0) - s (23.11)
S
con 45
~1
Ny = 5¢@3)g" (92) - (2.3.12)
= Fermiones
A partir de la expresion:
45 3 21 _
Nf = et [ 360+ Gt - 1) (o) (23.13)

y procediendo en el cédlculo en forma completamente andloga a como hicimos para los bosones;
obtenemos para los fermiones

NS = NIy 253 Tq—1) 21g(4)—% (3) (2.3.14)
q st 7T4 49 q gSt 9 O,
*S
con 45 3
—1
b= @’ (62) 7 (2.3.15)



Caso no relativista (T < m)

En este caso el nimero conservado Ny = ny/s, viene dado por:

qg—1 (15 m— [ m— [ 2 g \—1
— | — . 2.3.1
1+ 3 <4+3 T —i—( T > (91)) (2.3.16)

45 7 m \3/2
_ 45 rom —(m—p)/T
1= 529 <27rT> €

El uso de la funcion g¢, lleva a

. 45g my 3/2 —(m—p)/T gis
Nq o 4\/57‘(‘5 (T) € 1 (q 1)g*sst

q—1 (15 m— [ m— U 2 g \—1
1+ 7 <4+3 T +< T > (¢2)" . (2.3.17)

Nuevamente, reteniendo so6lo los términos a primer orden en (¢ — 1), obtenemos:

3/2 _ _ 2 5C
Ny = Nu+ 2 ()2 etmmar (g ) [1 (E 3t (1) ) - 9—] . (23.18)

X

A2 \T 2\ 4 T T 9%

donde hemos tenido en cuenta que Ny esta definido por:

o 459 m 3/2 —(m—p)/T

2.4. Desacoplamiento de especies

En cualquier instante de tiempo, el Universo contiene una distribucion de fotones cuyo espectro de
energias corresponde con un alto grado de aproximacién al de un cuerpo negro, con alguna temperatura
T, (t). Si una determinada especie de particulas A se encuentra acoplada a los fotones directa o indi-
rectamente, y si la tasa de estas interacciones (digamos A — ) es lo suficientemente grande, entonces
estas particulas tendran la misma temperatura que los fotones: T4 = T',. A menudo nos referimos a la
temperatura de los fotones como la “temperatura del Universo”. Por supuesto, cualquier conjunto de
especies A, B,C'... que interacttien entre ellas con una tasa suficientemente alta, también tendran la
misma temperatura Th =T =T¢ .. ..

Mientras el Universo evoluciona, la temperatura T'(¢) cambia debido a la expansioén en una escala
de tiempo del 6rden de H='(t) = (R/R)~!: la tasa con la cual cambia la temperatura también estara
dada por H(t). La tasa de interaccion (por particula) puede ser expresada como I' = n < ov >, donde
n es la densidad numérica de particulas blanco, v es la velocidad relativa y o es la seccion eficaz de
interaccion. Dado que usualmente o es una funciéon de la energia, < ov > denota un valor promedio.

La historia térmica del Universo, véase por ejemplo la discucién en la secciéon 3,5 del libro de Kolb
& Turner [17], es basicamente la comparacion entre I' y H como funciones del tiempo. Ignorando la
variacion con la temperatura de gf para esta discusion, T oc R™! y la tasa de cambio de la temperatura
T/T esta dada simplemente por la tasa de expansion T/T = —H. En tanto las interacciones necesarias
sean lo suficientemente rapidas como para que las funciones de distribucién puedan ajustarse al cambio
de temperatura producido por la expansion, el Universo evolucionaré, con un buen grado de aproxima-
cion, a través de una sucesion de estados cercanos al equilibrio térmico, con la temperatura decreciendo
como R~ Es decir, siempre que I' > H, las interacciones podran mantener el equilibrio y en ese caso,
la funcién de distribucion evolucionara adiabaticamente, manteniendo la forma de las funciones que
hemos considerado hasta ahora con una temperatura correspondiente a su valor instantaneo.



En la discusiéon anterior, el hecho de haber supuesto homogeneidad espacial ha jugado un rol
crucial. Esto puede ser visto como sigue: en la escala de tiempo caracteristica H (), sobre la cual los
parametros del Universo cambian, las particulas pueden viajar como maximo una distancia cH 1 (t).
De este modo, si dos regiones en el Universo tienen temperaturas diferentes en algin tiempo t;, las
interacciones entre particulas no serdn capaces de llevarlas a la misma temperatura en un tiempo
posterior ¢t > t;. Imponiendo una estricta homogeneidad en el Universo entero en todos los tiempos,
hemos sorteado este problema.

Puede pasar que, en algin instante de tiempo, la tasa de interaccion total, T'4(t), de una dada
especie A (que tiene en cuenta tanto a las interacciones entre particulas de la misma especie como entre
distintas especies) caiga por debajo de la tasa de expansion H(t): T'a(t) < H(t). Bajo tal circunstancia,
las funciones de distribucion de todas las especies con excepcion de A todavia estaran dadas por sus
valores en el equilibrio con una temperatura comtn 7. Sin embargo la especie A se encuentra ahora
totalmente desacoplada; y su funcién de distribucién no estard dada en general por su expresiéon en el
equilibrio. De todas maneras, su forma puede ser deducida a partir de los argumentos que siguen.

Una vez que una dada especie r se ha desacoplado completamente, cada una de las particulas
viajard a lo largo de una geodésica en el espacio-tiempo. Segin se demuestra en la seccion 2,3 del libro
de Padmanabhan [19], la funcion de distribucion f(p) se conserva durante tal propagacion libre. Esto
permite obtener la funcién fd(p) después que la especie se haya desacoplado, a partir de la funcién
f¢4(p) antes del desacoplamiento. Asumimos por simplicidad que el desacoplamiento ocurre en forma
instantanea en algin tiempo t = t4 cuando la temperatura del Universo era T = Ty y el factor de
expansion tenia el valor R(ty). Para t < t4, la funcion de distribucion que describe a la especie r es la
correspondiente al equilibrio y esta dada por (2.2.7).

Sea ahora la funciéon de distribucion fd(p, t), valida para tiempos posteriores al desacoplamiento ¢ >
t4. Debido al corrimiento al rojo producido en el momento lineal p; todas las particulas que en el instante
t tienen momento p, deben haber tenido momento pR(t)/R(t4) en el instante de desacoplamiento
t = tg; es decir

[, t) = £5 (PR(t)/R(ta), ta) para t > tq, (2.4.1)

donde f7? es la funcion de distribucion de equilibrio que hemos escrito més arriba. Vemos entonces que
si la especie de particulas r estuvo en equilibrio en algiin momento, podemos determinar la funcién de
distribucién que la describe en cualquier instante posterior t.

Consideremos ahora las funciones de distribuciéon para especies que ya se han desacoplado, la
expresion (2.4.1) se simplifica considerablemente si el desacoplamiento ocurre o bien cuando la especie
es ultrarelativista (7 > m), o bien cuando es no relativista (Ty < m).

Desacoplamiento relativista, no degenerado

Escribamos en forma explicita el miembro derecho de (2.4.1) teniendo en cuenta que E ~ py
tomando p/T ~ 0,

flp,t) = [exp (% g((;

> 1} -, (p R(t)))2exp (;ﬁd ,fég)) | 2.42)

T [ (g

Vemos que la funcién de distribucion para tiempos posteriores a t4 tiene la misma forma funcional que
f4% pero con una “temperatura” dada por:

(2.4.3)



a pesar de que esta especie ya no se encuentra en equilibrio termodindmico. La “temperatura” en esta
funcion de distribucién cae estrictamente como R™'; debido a esto, la funcion Sy = 82R3 se conserva
separadamente. Es de notar que para las especies que se hallan todavia en equilibrio la temperatura
decae mas lentamente pues T o (g%(T))" /3R~

La densidad numeérica de estas particulas, ya sean bosones o fermiones, estard dada de acuerdo a
(2.2.15) por:

br 3

ny = 25 [20(3) + 12¢(4) (g — D) T3 @fﬁ) (2.4.4)
fr 3

nfr = éqﬂz gg(?,) + 22—1(q - 1)} T3 <};%%)> . (2.4.5)

Estas densidades numéricas serdn comparables a la densidad numérica de fotones en cualquier
tiempo dado. En particular, una especie que se desacopla en tales condiciones, seguira existiendo hoy
en nuestro Universo como una reliquia (del inglés relic background), con densidades similares a la de
los fotones. Veremos mas adelante el caso especifico de los neutrinos.

El siguiente punto debe notarse; supongamos que una especie con masa m se desacopla a la tempera-
tura Ty con T; > m. En el momento que sucede el desacoplamiento, la mayor parte de estas particulas
seran ultrarelativista y el promedio de sus momentos p(tg) y energias E(tq) = (p?(tq) +m?)Y/? ~ p(tq)
serd del orden de Ty. Una buena aproximacion de su funcién de distribucién en t = ¢4 esta dada por
fq? para particulas de masa nula. En un tiempo posterior (¢ > t4), el momento medio de las particulas
sufrird un corrimiento hacia el rojo hasta tomar el valor p(t) = p(tq)(R(tq)/R(T)) =~ Ty(R(tq)/R(t)).
Ahora bien, para t > t4, la mayoria de las particulas tendran momento p(t) el cual serd mucho menor
que m. De este modo las particulas individuales se habran vuelto no relativistas cuando el Universo
se haya expandido lo suficiente, lo cual sucederd cuando la temperatura del Universo descienda por
debajo de Ty, ~ m; esto es cuando R(t)/R(ty) = Tq/m. La energia de cada una de estas particulas
serd ahora E(t) = (p*(t) + m?)"/? ~ m. Pero la funcién de distribucion (y la densidad numérica)
de estas particulas todavia estard dada por la forma (“congelada”) que corresponde a las particulas
relativistas. Entonces, para t > t4, la densidad numérica de estas particulas sera similar a la de las
especies relativistas, pero la densidad de energia sera pg >~ ngm.

Desacoplamiento no relativista
Consideremos ahora el otro caso extremo, es decir el caso en que la especie se desacopla cuando

la mayor parte de las particulas que la constituyen son no relativistas. En esta situaciéon se cumple la
condiciéon T' < m. Ya hemos mostrado que:

[P, T) = 39 (pR(t)/R(tq), Ta) para t > g, (2.4.6)

Escribir en forma explicita el miembro derecho de esta ecuacion utilizando (2.2.35) nos lleva a:
2
-»* ([ R(t)
2mTy \ R(tq)
A partir de esta expresiéon podemos hallar por integracién sobre el impulso, la densidad numérica

de particulas. El célculo explicito conduce a
mTy\*? [ R(ta)\* —(m—pa) /Ty q—1 (15 _m—pg m—pa\’
= —_— —= 1+—(—+3 . 2.4.8
e =9 ( o > R@t) ) © t o\t Tl (2:4.8)

qg—1

1
+ 2

)

P RO\ (m—pa)]
2mTy (R(td)> * Ty

(2.4.7)




Ahora bien, para una especie de particulas que se ha desacoplado del resto, la densidad numérica
debe ser n, oc R73. Al igual que ocurre en el caso standard (véase la seccién 3.4 de la Ref.[17]),
podemos ver que este hecho se cumple efectivamente en el caso no-extensivo si identificamos en la
ecuacion anterior a la temperatura con el factor TyR?(ty)/R?(t) y exigimos que el potencial quimico
varie de acuerdo a pp=m — (m — pg)T/Ty.

De esta manera la funciéon de distribucion que gobierna el comportamiento de la especie desacoplada
tiene la misma forma que la distribucién de equilibrio para particulas no relativistas pero con una

“temperatura”’ dada por:
R(ta)
T(t) =T, 249
0 =1 (), (249)

que decrece con el cuadrado del factor de expansion. Como ya hemos senalado, en el limite m > T la
densidad de energfa estard dada por: p; ~ ngym.

Por ultimo, cabe senalar que el modo correcto de estudiar la evolucién de las funciones de distri-
bucién consiste en integrar la ecuacién de Boltzmann. Trataremos este punto en la seccién 2.7. Por el
momento utilizaremos el criterio I' > H (I' < H) para decir que una especie se encuentra acoplada
(desacoplada) del plasma térmico en el Universo.

2.5. Temperatura del fondo cé6smico de neutrinos

Puede verse que la tasa con la que interactiian los neutrinos se vuelve menor que la tasa de expansion
(fijada por el valor de H(t)) cuando la temperatura cae por debajo de T; ~ 1 MeV. A temperaturas
mas bajas, los neutrinos se encuentran completamente desacoplados del resto de la materia.

Dado que consideramos que los neutrinos tienen masa nula o muy pequena, claramente ellos son
relativistas en el momento en que se desacoplan. Esta conclusién serd valida siempre y cuando los
neutrinos tengan una masa m, con m, < Ty ~ 1 MeV. Su funcién de distribucién estara dada por

(2.4.2) con T, x R7L.

En el tiempo en el que ocurrié el desacoplamiento, fotones, neutrinos y el resto de la materia
tenfan la misma temperatura. Mientras la temperatura de los fotones continue decreciendo con R™1,
los neutrinos y los fotones seguirédn teniendo la misma temperatura a pesar de que los neutrinos se
hayan desacoplado. De todos modos, la temperatura de los fotones decrecerd mas lentamente si el
factor gf esta cambiando. En ese caso, T, tomar4 valores por encima de T, a medida que el Universo se
enfrie. Tal cambio en el valor de gf tiene lugar cuando la temperatura del Universo cae por debajo de
T ~ m., donde m, es la masa en reposo del electron (m, ~ 0,5 MeV) y corresponde a una temperatura
de 5 x 10°K. Cuando la temperatura del Universo es mas baja que este valor, la energia media de los
fotones es menor que la energia necesaria para crear pares ete™, y el equilibrio provisto por la reaccion
et + e~ < v+ se pierde, ya que solo la aniquilacion es posible.

2 T 2 me los
neutrinos ya se han desacoplado y su entropia se conserva en forma separada; pero los fotones (g7 = 2)
se encuentran en equilibrio con lo electrones (g¢
de S, = (272 /45) gl T3 R3, aplicada a las particulas que se encuentran en equilibrio con la radiacion
muestra que la cantidad ggsTf;’R?’ permanece constante durante la expansion. Ahora bien, dado que
gls decrece durante la aniquilacion eTe™, el valor de T3R3 después de la aniquilacién eTe™ sera mayor
que su valor antes de que esta ocurra. Veamos esto en forma explicita a través de las ecuaciones.

Este proceso claramente cambia el valor de gf. Para temperaturas tales que Ty >

= 2) y los positrones (¢ = 2). La conservacion

Si suponemos que el desacoplamiento tiene lugar en un determinado instante t4, la conservacion de
Sy asegura que:

(gq T3R3)t<td — (gq T3R3

*S Y *S Y )t>td’ (251)



o bien

3
(T’Y)g>td _ (g%s i<ty (2.5.2)

(Ty)py,  (Gs)ista

Podemos calcular el miembro derecho de esta ecuacion a partir de la definicion de g dada por las
(2.3.6), (2.3.7) y (2.3.8). Teniendo en cuenta que antes que ocurra la aniquilacion ete™, T, = T,+ = T,
tenemos para (g¥s)i<i,:

(92 )<ty =2+ g(2 +2) + %%@(q —1) [2 + 1—2(2 + 2)} (2.5.3)
(91 )<ty = 1—21 +41,319(¢ — 1), (2.5.4)
mientras que para (gis)¢>¢, tenemos
(gis)tsty =2+ %%@(q —1)2 (2.5.5)
(9is)i>ty = 2+ 14,372(q — 1). (2.5.6)

3

t<t,- A orden (g — 1) obtenemos:

Podemos evaluar ahora el cociente (Tw)f»d /(Ty)

T,)} 11
(V)% = +0:898(¢ 1), (2.5.7)
(T’\/)t<td

A este mismo orden, el cociente de temperaturas es

() 11\ /3
Doty <Z> 1+ 0,109(q — 1] (2.5.8)
( 'Y)t<td

Debido a que en el momento en que tiene lugar la aniquilacién ete™ los neutrinos estan desaco-
plados de la materia, ellos no participan en este proceso. Los neutrinos estan caracterizados por una
temperatura 7T),(t) que decae estrictamente como R~! y la cantidad SZR?’ se conserva separadamente.

Originalmente, la temperatura de los neutrinos antes de que comenzara la aniquilacion ete™; coin-
cidia con la de los fotones, es decir (T},)i<s, = (Ty)i<t,- Debido a esto:

1/3

(1) t>ty = (%) [1+40,109(q — 1)] (1)<t (2.5.9)
1/3

(Ty)t>ty = (%) [1+40,109(q — D] (T},)t<ty- (2.5.10)

Ademés T, = cte. durante el proceso de aniquilacién eTe™

11

1/3
(T'*/)t>td = (Z) [1 + 0,109(q — 1)] (Ty)t>td- (2511)

Una vez que la aniquilacién eTe™ ha concluido, el factor g no cambia. Tanto la temperatura de
los neutrinos T’y como la de los fotones 7T}, caen con R~y larazon T,,/TV mantiene su valor constante
hasta el presente.



A partir de (2.5.11), es inmediato obtener el cociente T, /T,. A orden (¢ — 1) obtenemos:

<%>h - <1i1>1/3 [1-0,109(g — 1)]. (25.12)

Teniendo en cuenta que en el presente T, ~ 2,728 K, finalmente obtenemos:
Ty hoy = 1,947[1 — 0,109(¢ — 1)] K. (2.5.13)

La diferencia entre T}, y T, puede acotarse utilizando la radiacién del fondo de microondas, de donde
es posible obtener una cota sobre (¢ — 1), véase el trabajo citado en la Ref.[20].

2.6. Recombinaciéon

Una de las épocas criticas en la evolucion del Universo tiene lugar cuando 7" ~ 1000 K. A esta
temperatura es favorable termodinamicamente que las particulas que conforman el plasma se combinen
para formar 4tomos neutros. Este proceso se conoce con el nombre de recombinacién, un nombre poco
apropiado debido a que el plasma habia estado ionizado hasta este momento.

Usualmente, se utiliza la temperatura para la cual el 90 % de los electrones se ha combinado para
definir el momento en que ocurre la recombinacién. La abundancia de equilibrio de los electrones libres
esta determinada por la ley de Saha.

Nos concentramos ahora en la generalizacion de la ley de Saha. Sean n'l n? y n¢ la densidad

numérica de d4tomos de hidrégeno, protones libres y electrones libres respectivamente. Por simplicidad
ignoraremos la presencia de los ntcleos de *He (1 por cada 10 protones) y supondremos que todos los
bariones en el Universo se encuentran en la forma de protones. La neutralidad del Universo implica
B = nH 4 nP.Ya hemos visto que
en el equilibrio térmico, a temperaturas tales que T' < m;, nf] esta dado por (2.2.36), es decir que para

nH, nP y n® tenemos

que n® = nP, y la conservacién del nimero de bariones implica que n

nH — oH myT i e~ (mu—pm)/T |1 4 ¢—1(15 + 3mH _ NH mH HH i (2.6.1)
« =9 Tor 2 \ 4 T ‘
3/2 r
——d mpT —(mp—pp)/T 1 g—1 § mp — Hp 2.6.2
Mg =9 ( o ) € T T + (262)
meT\ /> [ “1/{15 e —
e _ e e —(me—pe)/T | q — He e — Me 9
ng=49 <—27T > e + 5 ( 1 + 3 T + T . (2.6.3)

Como primer paso deseamos obtener una expresion para el cociente né{/ngnfl). En el equilibrio
quimico, el proceso p + e — H + p garantiza que ), + jte = pp. Si tomamos my ~ m, en el factor
(myT/2r)3/% un calculo algebraico nos conduce a

- <meT>—3/2eXp [mp+me—mH:| [ﬂ(( a((mu — pr)/T) (2.6.4)

ngny  gegp \ 27 T my — pip)/T)u((me — ue)/T)] ’

Donde hemos definido

2
a((m M)/T)_1+%<z5+3m;”+<m;”> ) (2.6.5)




Queremos introducir en la expresion (2.6.4), el ntimero de bariones nf. Debido a que las interac-
ciones que no conservan el nimero de particulas barionicas (si es que estas existen en la naturaleza)
ocurren muy lentamente; el nimero de bariones en un volumen comovil NqB = nf/sq se conserva. A
pesar de esto, 1, = nf/n:{, es decir la razén entre bariones y fotones, no permanece constante debido
a que g5 cambia con el tiempo. Usando que g, = ge =2y gu = 4, podemos escribir

Tak oL (5) oo [P  [a t Sm)- 269

Definiendo ahora X = n‘g/nf (con lo cual 1—-X¢ = nf/nf), podemos escribir la ecuacién anterior
como:

—-3/2 _
1-X7 _ nY 11+ ne n m. T\ ™ oB/T | MH_ (2.6.7)
(X;)2 st nl, ]\ 27 Uplle |’

donde B = my, + m. — mpy y hemos usado que ng puede escribirse como ng = n), + nl. Destacamos

que en el ultimo factor hemos simplificado la notacién pero mantenemos las definiciones que dimos en
(2.6.5).

El estudio detallado del proceso de recombinacion regido por (2.6.7) sera el objetivo de un trabajo
futuro.

2.7. Reliquias del Big Bang

Los neutrinos masivos son el ejemplo mas simple de una reliquia remanente del Big Bang. Son
particulas que alguna vez estuvieron en equilibrio térmico con las demés especies pero que se han des-
acoplado y entonces preservan una “imagen” de las propiedades del Universo en la era inmediatamente
anterior al desacoplamiento.

Hasta ahora hemos usado un argumento simple que establecia que el congelamiento (del inglés freeze
out) ocurre cuando la tasa de expansion, dada por H(t) y la tasa de las reacciones que mantienen en
equilibrio a una dada especie con las demas, dada por I', son aproximadamente iguales, esto es T'/H ~ 1
(ver seccion 2.4). Para dar un poco mas de detalles a cerca del congelamiento es necesario trabajar
con la ecuacion diferencial que gobierna la abundancia de las distintas especies en un Universo en
expansion, es decir, con la ecuaciéon de Boltzmann.

2.7.1. Ecuacién de Boltzmann

Para tratar en forma apropiada el desacoplamiento de una especie debemos conocer la evolucién
microscopica de la funcion de distribucion f(p*, z#) la cual, como ya hemos mencionado, se encuentra
gobernada por la ecuacion de Boltzmann. Esta puede ser escrita como (véase la seccion 5.1 de la

Ref.[17]),
Lif] =Clf], (2.7.1)

donde C es el operador de colisiones y L es el operador de Liouville. La expresion del operador de
Liouville no relativista para la densidad del espacio de fases f(¥,Z) de una especie de particulas con
masa m bajo la accién de una fuerza F' = dp/dt es,

d d¥ = dv

L=—+—" V3
+ +dt

Vi 2.7.2
TR Vi (2.7.2)



o bien,

. d _ - F -
La generalizacion relativista covariante del operador L es,
[ (2.7.4)
TP g TP P g e o

Es de notar que la fuerza gravitatoria se encuentra presente en esta ecuacién a través de la conexiéon
afin Fgﬁ/. Para el modelo de Universo de Friedmann-Robertson-Walker la densidad del espacio de fases
es epacialmente homogénea e isotropica: f = f(|p],t) (o, equivalentemente f = f(FE,t)). Dadas las
caracteristicas de la métrica de FRW (denotada por g,,,) es posible mostrar que las tinicas componentes
no nulas de la conexion afin I'g son (véase la seccion 2.1 de la Ref.[17]):

o= o <8h” 1 O 8hjk> : (2.7.5)

2 ozk O o'
F?j = Eh”, (2.7.6)
0j = E(slja (2.7.7)
con h4 = —g y los indices latinos corriendo de 1 a 3.

Con estas consideraciones y recordando que p* = (E,p) y a* = (t,Z) la expresion (2.7.4) para el
operador de Liouville deviene,

b, = B - B ot 278)

Si se sustituye esta expresion para i[f] en (2.7.1) y se tiene en cuenta la definicion de la densidad
numérica en términos de la funcion de distribucion (2.2.4), puede integrarse por partes el miembro
izquierdo de la igualdad, esto otorga

n+3Hn = —/C . (2.7.9)
Podemos reescribir el término de colisiones definiendo
. g CI[f]
=2 ] 2.7.10
=52k, (2710

con esto la ecuacién de Boltzmann toma la forma simple
7+ 3Hn = /fd3p. (2.7.11)

El término de colisiones se encuentra usualmente dominado por las aniquilaciones entre particulas
y antiparticulas (pp). Asumiremos por ahora que el namero de p es idéntico al ntumero de p de modo
que no hay una asimetria significante, de esta manera f. esta dado por (véase la seccion 9.2 de la
Ref.|21]):

fe= —/ <ov> ffdp, (2.7.12)

donde < ov > es el producto de la seccidon eficaz diferencial y la velocidad, promediado sobre las
velocidades. Podemos sacar < ov > fuera de la integral pues, aun cuando no sea constante, puede
ser evaluado en una energia promedio apropiada. Pretendemos escribir a la ecuacién de Boltzmann de



modo de dejar expuestos cuales son los factores que gobiernan los cambios en el niimero de particulas
(por volumen comovil) de una dada especie. Nos concentraremos ahora en una especie determinada,
digamos las particulas 1) y sus antiparticulas . Teniendo en cuenta (2.7.12) podemos llevar a cabo la
integral sobre momentos en el miembro derecho de (2.7.11), esto otorga,

ny +3HnY = — < ov > (n¥)>. (2.7.13)

Ahora bien, debemos tener en cuenta la produccion de particulas debida a procesos térmicos (es
decir, creacion efectiva de pares). Si llamamos T al término que da cuenta de esta contribucion, podemos
escribir la ecuacién de Boltzmann como sigue:

. 2

nff + 3anf —<ov> (ng’) + 7. (2.7.14)
Este término puede ser calculado con un argumento invocando la situaciéon de equilibrio termodinédmico.
Para un Universo que no se expande (R = H = 0), nqu serd constante y tomara el valor de equilibrio

para esa temperatura nfﬁeq; de este modo debe ser:

hff + 3anf =—<ov> ((nff)z - (n}ﬁeq)z) . (2.7.15)

En la seccion 2.3 habiamos definido el nimero conservado N, = n4/s4, con ng el valor de equilibrio
de la densidad numérica de particulas. Reescribimos esta definicion como: Y,y = nfﬁeq/sq. Resulta

ahora conveniente introducir la variable Y, = nzp/sq.

De esta manera, podemos escribir la ecuaciéon anterior como,

ny 4+ 3HnY = — <ov> sl (Y2 - Y7, (2.7.16)

Veamos ahora que podemos escribir hg} + 3Hng} en términos de Yj. Para esto tendremos en cuenta
que qu3 = cte.. En efecto, derivando respecto del tiempo tanto la expresion de la definicion de Y,
como la ecuaciéon qu3 = cte. y recordando que H = R/R, puede escribirse:

ny 4+ 3Hny = s,Y,. (2.7.17)

Combinando estas dos tltimas expresiones para hg} + 3anf, obtenemos:

av,

— =~ <ov>sg (Y2 -Y2,). (2.7.18)

q q,eq

Dado que el término de interacciéon usualmente depende explicitamente de la temperatura, es
conveniente introducir como variable independiente x = m/T, donde m es cualquier escala de masa
apropiada (a menudo es tomada como la masa de las particulas de interés). Pretendemos escribir
la ecuacién de Boltzmann en términos de la variable x. Para ello recordemos que durante la época
dominada por radiacion x y T, estaban relacionados por (2.2.70), de este modo vemos que

dt

_ qy—1/2Mpl
o =20301)(gf) (2.7.19)

Por la regla de la cadena, podemos escribir:

Y, dedy,

2 . 2.7.20
T qt dt dz ( )



Utilizando la inversa del jacobiano dt/dx, podemos escribir para Y;]

.. H(m)dY,
Y, = " d—;, (2.7.21)
donde hemos definido: )
H(m) = 1,66(g9)"/2 . (2.7.22)
My

Notemos que H(m) no es independiente de la relacion que vincula H con la temperatura (ver
(2.2.69)), sino que ambos estan relacionados mediante

H =z2H(m). (2.7.23)

Finalmente, a partir de (2.7.18) y (2.7.21) podemos escribir la ecuacion de Boltzmann como sigue:

dy, T <OV > 8 o 9
—A=———"21(Y -Y 2.7.24
dx H(m) ( q q,eq)’ ( )

donde < ov > estd dado por
1 )
<ov>=—— /fcd?’p. (2.7.25)
(ng)

Si consideramos otros canales de aniquilacion para 1), digamos 1) en algin estado final F (no
necesariamente un estado final de dos cuerpos) habra un término adicional en la ecuacion para hff

que serd similar al que se encuentra en el miembro derecho pero con < o570 > reemplazado por
< Oy pv >. La suma sobre todos los canales de aniquilacion lleva al resultado final en términos de

la seccidn eficaz de aniquilaciéon total < o4v >,

dyy _iL‘<UAU>Sq(
dr H(m)

Y2 -Y2,). (2.7.26)

q a,eq
Definiendo I'y = niﬁeq < oav >y recordando que H = x~2H(m) obtenemos la forma que deseé-

bamos para la ecuacién de Boltzmann,
Y 2
— | —1]. 2.7.27
(%) ] (2720

Es de notar que la derivaciéon que hemos hecho es independiente de la forma particular de la funcién
de distribucion. Esta ecuacion tiene la misma forma funcional que la ecuacion (5,26) derivada en la
seccion (5,2) del libro de Kolb & Turner [17], en donde son consideradas explicitamente distribuciones
de Maxwell-Boltzmann.

r dYy, T4

Yyeq dz  H(xz)

2.7.2. Congelamiento de abundancias

Mediante la forma final para la ecuacion de Boltzmann dada por (2.7.27), vemos que el cambio en
el namero de particulas 1) por volumen comovil esta controlado basicamente por dos factores. Uno de
ellos mide la efectividad de las aniquilaciones, es decir, el término usual I'/H. El segundo es un factor
que da una medida de la desviacion en los valores reales de las funciones de distribucién respecto de
sus valores en el equilibrio. Es claro que cuando I'/H es menor que la unidad, el cambio relativo en el
nimero de ¢'s en un volumen comovil se vuelve pequeno, —AY, /Y, ~ —(2dY/dz)/Ygeq ~T/H < 1,
las aniquilaciones se detienen, y el nimero de v¢’s en un volumen comovil se “congela’”.
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Figura 2.2: Abundancia de equilibrio standard y correccién no extensiva para particulas no relativistas.

Analicemos esto con un poco mas de detalle. La tasa de aniquilaciones I' 4 varia como ng ¢, veces la
seccion eficaz de aniquilacién promediada térmicamente < o4v >. En el régimen relativista, ng eq o T3,
y como otras tasas I'4 variard con alguna potencia de T'. En el régimen no relativista, ng ¢4 e~m/T,
de modo que I'4 decrece exponencialmente. Por lo tanto en ambos regimenes I'4 decrece cuando la
temperatura decrece y eventualmente cae por debajo del valor necesario para mantener el equilibrio,
esto sucede aproximadamente cuando I'y ~ H, que por definicién ocurre cuando = = x ¢ (“freeze out”).
De esta manera esperamos que para & < xf, Yy(x) =~ Y, oq(2), mientras que para x > x¢ la abundancia

de particulas 1) por volumen comovil se “congela” (Yy(x > z¢) = Y eq(2y)).

En el régimen relativista (z < 3) y en el no relativista (z > 3), los valores de equilibrio para el
numero de particulas 1 por volumen comovil adoptan una forma bastante simple. Podemos calcular
el valor de Y, ., = nfﬁeq/sq en cada uno de los casos mencionados recordando la definicién de s, y
las ecuaciones (2.2.17) y (2.2.18) en el caso relativista (para bosones y fermiones respectivamente) y
(2.2.36) en el caso no relativista. Obtenemos los siguientes resultados:

4)
Y2, =0,278¢"(¢2,)"t |1 6L —1 2.7.28
veq = 0,278g° (g;) + 3) (¢—1) ( )
para bosones relativistas,
3 _ ¢(4)
Y/, =0,278"¢/(¢9)7 [1+82—=(g—1 2.7.29
deq = 0:278797 (g) + B (¢—1) ( )
para fermiones relativistas, y
nr —x — g—1/715
Y =0,145g2% 27" (g%,) 7" [1 + 5 (Z + 3z + x2>] (2.7.30)

con z > 3, para particulas no relativistas.



Considerando que podemos escribir a gis como g = g5t + (¢ — 1)g<,, obtenemos a primer orden
en (¢ — 1) para las cantidades arriba mencionadas,

- 4) g5
Y =0,278¢"(¢%t) ! |1 -1 @ g 2.7.31
veq = 0,2789°(g55) +(¢—1) 3 o) ( )
_ 4) g
v/ =o, 278 sty=1 11 —1 M) g 2.7.32
q,eq g (g*s) |: + (q ) < C(?’) gfé ) ( )
y
~1/15 c
Vit = 014500 g2 1+ S50 (4 30k o -2 ) 273
con r > 3.

En la Fig.(2.2) se muestra la abundancia de equilibrio para particulas no relativistas proveniente
de la teorfa standard y la correspondiente correccién no extensiva. Finalmente notemos que en este
caso el término correctivo disminuye exponencialmente a medida que la temperatura decrece.

2.8. Presente de un Universo no-extensivo

En esta seccion estudiaremos como se corrigen debido a lo no-extensividad los valores actuales de las
funciones termodinamicas que caracterizan el estado del Universo. En particular estamos interesados
en los valores de pf, sq v ng. Otra cantidad que resulta de gran interés es la razon entre la densidad
de energia y la densidad de energia critica definida por

3H}
Q, = Pq con  pp= —2

; = o0 (2.8.1)

donde G = m;lz con my = 1,2211 x 10Y GeV y h es tal que el valor de H(t) hoy es Hy = 2,1332h107%2

GeV (0,4 < h < 1). De esta manera, a partir del valor de pf;” hoy, podemos hallar la fracciéon con la
que contribuyen las especies relativistas a la densidad de energia critica en la actualidad, esto es

h2 (2.8.2)

Para hallar pf (2.2.67) y s4 (2.3.5) debemos conocer el valor que toman g{ y gis hoy.

2.8.1. g?y gl hoy

Recordemos que g estaba definido por las ecuaciones (2.2.64), (2.2.65) y (2.2.66), mientras que g,
estaba dado por (2.3.6), (2.3.7) y (2.3.8). Asumiendo que hoy existen solamente dos especies relativistas,
los fotones y los neutrinos (tres tipos: ve, v, y v-) y recordando que la temperatura de los neutrinos se
encuentra relacionada con la de los fotones por la ecuacion (2.5.12) el célculo a primer orden en (¢ —1)
otorga,

(9D hoy = 3,36 [1 +9,43(q — 1)] (2.8.3)

(92 hoy = 3,91 [1 +7,11(q — 1)] . (2.8.4)



2.8.2. Estado actual

A partir de los valores de gf v g hoy y teniendo en cuenta que la temperatura actual del Fondo
Coésmico de Radiacion medida por el satélite COBE es T = 2,728 + 0,004 K, podemos obtener los
valores actuales de: pf, Sq, ng y 14 r- Los resultados que se obtienen en el sistema de unidades CGS
(ver Apéndice I), son:

(P )hoy = 783 x 107 [1+9,43(¢ — 1)] g em™?, (2.8.5)
(S)hoy = 2899,41[1+4 7,11(q —1)] cm™, (2.8.6)
(ng)hoy = ALT7[1+54(q—1)] cm ™3, (2.8.7)
(Rhoy = 417 x107°[1+9,43(q — 1)] h ™2, (2.8.8)

donde cada uno de los primeros términos en las ecuaciones anteriores dan cuenta de los correspondientes
valores standard.

2.9. Fondo césmico de particulas débilmente interactuantes

En la discusion de la seccién 2.5 supusimos que los neutrinos tenian masa nula. Si estas particulas
poseen masa no nula, entonces las consecuencias fisicas seran bastante diferentes. Estas consecuencias
pueden ser predichas en forma bastante general para cualquier especie de particulas masivas que inte-
ractiien débilmente, ya sean neutrinos u otra especie. A estas particulas se las denomina wimp’s (del
inglés weakly interacting massive particles). Consideremos primero el caso de una especie wimp que se
desacopla siendo atn relativista.

2.9.1. Reliquias Relativistas

Consideremos el caso de una especie fermionica para la cual ¢ < 3. En este caso el congelamiento
ocurre cuando la especie todavia es relativista y Y; ., no esta cambiando con el tiempo (ver ecuaciones
(2.7.28) y (2.7.29)). Dado que Y .4 es constante, el valor final de Y, es muy poco sensible a los detalles
del congelamiento (i.e. al valor preciso de ), y el valor asintotico de Yy, (Yy(z — 00)) = ¥j o0, es
justamente el valor de equilibrio en el instante de congelamiento:

3 ¢(4 _
Y00 = qujeq(xf) = 0,278ng 1+ 8(—)(q —1)| (g%;(zy)) 1 con Ty S 3. (2.9.1)

¢(3) ~
Vemos entonces que para esta especie, el congelamiento tiene lugar con abundancia relativa de parti-
culas ¢ de orden unidad con respecto a s, (0 a la densidad ntimerica de fotones). La abundancia de
particulas 1)'s hoy es
n:ﬁhoy = SqﬁothLoo (292)

3 p—
Moy = 19f806704 [1+14,31(g — )] (g4,) " (2.9.3)

Una especie que se desacopla siendo aun relativista es llamada usualmente una reliquia relativista (del
inglés hot relic). Estas particulas se habran vuelto no relativistas a alguna temperatura T, ~ m en el
pasado siempre que m > Tp; i.e. m = 2,35 x 1074 eV (si este no fuera el caso, serian relativistas todavia
hoy y se comportarian de igual modo que los neutrinos sin masa discutidos en la seccion 2.5). La
densidad de masa con la que contribuye una reliquia relativista en la actualidad es simple de calcular,
pues viene dada por:

» _ ¥
’O%hoy - nq7hoym¢‘ (2.9.4)



Con esto podemos hallar la fraccién con la que contribuye la especie ¥ a la densidad de masa critica
hoy.

h2 8rGG h2 0

q,hoy 3H, Pg,hoy’ (2.9.5)

El calculo explicito nos conduce a:

h? = —gf7,65 x 1072 [1 4+ 14,31(q — 1)] (¢%,) " (@) (2.9.6)

q, hoy eV

Basandonos en la edad del Universo sabemos que Qgh? < 1; aplicando esta cota a la contribucion
de la especie 1 a Qyh? obtenemos una cota cosmologica a la masa de las particulas 1),

my S 13,083 [1—14,31(q — 1)] g% (¢") L. (2.9.7)

Los neutrinos livianos (con m, < MeV) se desacoplan cuando la temperatura 7' es del orden de
unos pocos MeV. A esta temperatura, las especies relativistas en equilibrio con los fotones son los
electrones e, los positrones e™ y tres pares de neutrinos v, Vpy Vr (con sus respectivas antiparticulas
asociadas Ve, 7, y ¥7). De modo que

(e =2+ g 24242x3)+ 26—24—2%)@— {2+ 1—2(2+2 «3)| . (2.9.8)
g () = 10,75 [1 + 7,60(q — 1) (2.9.9)

Para una especie de neutrinos de dos componentes, g/ = ¢* = 2 y a primer orden en (¢ — 1), resulta

m, < 93,72[1 —6,7(¢ — 1)] eV. (2.9.10)

Esta ultima ecuacién constituye una generalizacién no extensiva de la cota sobre la masa de neu-
trinos livianos estables impuesta por Cowsik y Mc Clelland (véase la seccion 5.2 del libro de Kolb &
Turner). Si bien resulta dificil pensar en medidas suficientemente precisas como para obtener cotas
sobre el valor del parametro (¢ — 1) a partir de la ecuacion (2.9.10), es importante notar que el hecho
de considerar un cambio en la estadistica puede tener influencia sobre el espectro de masas de las
particulas que podrian existir en el Universo.

2.9.2. Reliquias no-relativistas

Consideremos ahora el caso en el cual el desacoplamiento ocurre cuando la especie es no relativista
(xf 2 3). El valor de Y; = ny/s4 esta dado en este caso por (2.7.30)

nr 3/2 q— 1 15 _
Y eq(Ty) = 0,14593:/ e s [1 + — (Z + 3z +x%>] (g2,)7 % (2.9.11)

A diferencia de lo que ocurria en el caso relativista, ahora Y, ., depende fuertemente de m (pues
xy =m/T,;). Para obtener una estimacion numeérica, debemos determinar Ty. Tomaremos como criterio
para definir la temperatura a la que tiene lugar el desacoplamiento la condicién I' ~ H.

Las reacciones que son capaces de cambiar el ntimero de wimp’s de tipo A, son de la forma AA «
XX, donde X es alguna especie de particula genérica (la cual supondremos, por simplicidad, en
equilibrio térmico). El valor promedio de ov para tal proceso de aniquilacién puede ser expresado en

la forma
7\ *
< ov >= 0y <—> . (2.9.12)
m



El valor de k depende de los detalles del proceso de aniquilaciéon dominante, usualmente es de orden 1.
El valor de oy depende de m y tiene una forma simple en los dos casos extremos m < mz y m > my,
donde mz ~ 10? Gev es la masa del mediador de las interacciones débiles; el bosoén Z.

Analicemos el caso m <« myz. Para wimps con m < my, la seccion eficaz oy puede ser expresada
mediante (véase la seccion 3.4 del libro de Padmanabhan [19]),

C
oo ~ %G%mQ, (2.9.13)

donde G es la constante de Fermi y su valor esta dado por GI?2 = 292,8 GeV. El valor de la constante
¢ depende del “tipo de fermion”. Los fermiones de spin 1/2 son clasificados como de tipo “Dirac” o
“Mayorana”. Un fermién de tipo Dirac serd distinto de su antiparticula, mientras que uno de tipo
Mayorana serd su propia antiparticula. Consideraremos particulas del tipo Dirac para las cuales ¢ ~ 5.

La tasa con la que ocurren las reacciones viene dada por
I'=ny <ov>, (2.9.14)

o bien, teniendo en cuenta la expresion para n, dada por (2.2.36),

_ 0094y (MR gy =115 a2
O = oy (T) e 1+ 45— ( +3T+(T) . (2.9.15)

La tasa de expansion H como funcion de la temperatura quedé definido en (2.2.69) mediante

H—166(q1/2—T2 2.9.16
) g*) mPl‘ ( )

Con esto, la condicion I'/H ~ 1 nos lleva a

1/2—k
1=3,82x 1072g4(g?)~ /2 <ﬁ> e~m/Ta

Td oMMy (2.9.17)

g—1(15 _m [(m\?
14+ - (= = =
(2 ()

Resolviendo esta ecuacion para e~/ Ta, sustituyendo el resultado en la expresion (2.9.11) para Y, e,
y calculando og utilizando la (2.9.13), obtenemos

k+1 3
nr _ -9/ _q\—1/2 m m
Yyeq(wy) = 2,86 x 107" (g]) <_Td> (GeV) : (2.9.18)

Para hallar el valor de la densidad numérica ng poy = Y,/sq, recordamos que S¢,hoy = 2899,41
x [1 4+ 7,11(q — 1)] em~3. Reteniendo el primer orden en (g — 1) esto nos lleva a

_ —6(,q\—1/2 ( T m
ng = 8,3 x 107°(g¥) <Td> (GeV> X

115 m m 2
T+ 5 (Z + 3fz + (fz) )” . (2.9.19)

La densidad de energia de estas particulas hoy es, como senalamos antes, pg hoy = Mg, hoym. Podemos
calcular ahora la fraccién de energia con la que contribuye esta especie a la densidad de energia critica,
es decir £ poy. Para esto recordamos que

1+(g—1)

8rG

2
Qwayh = ﬁ

h? pg.hoy (2.9.20)



donde G = m;lz con my = 1,2211x 10Y GeV y h es tal que el valor de H(t) hoy es Hy = 2,1332h10742
GeV (0,4 < h < 1). Sustituyendo los valores numeéricos de las constantes obtenemos:

k
Qg = 079012 (22 (22) 7
ahey T Ty GeV

15 m\ >
et (B (2))

Para hacer estimaciones numéricas de estas cantidades debemos resolver la ecuacion I'/H = 1 para
Ty. Tomando logaritmo en (2.9.17), se llega a

mo_ _ 94 1_ m
Td_17,74+1n[(gg)1/2} + (2 k>1n[TJ+31n[G V]

3 (145 +3f¢ (%)j” . (2.9.22)

Esta condicién determina el valor de Ty en funcién de m. Dado que g{ es una funcién que varia
lentamente con la temperatura, podemos resolver esta ecuaciéon en forma iterativa.

1+(g—1)

] : (2.9.21)

In [14+(¢—1)

Consideremos el caso tipico de una particula wimp con masa m 2 1 GeV. A partir de (2.9.22)vemos
que a orden dominante m /Ty ~ 17,74, suponiendo por simplicidad k = 0, el término In(m/T},) corrige el
valor de m/T; a m/Tp ~ 19,18, dando Ty ~ 52 MeV (m/GeV). A esta temperatura, todas las especies
de particulas del Modelo Standard son relativistas y por lo tanto contribuyen en forma significativa a
la densidad de energia, llevando el valor de g7 al orden de 10%. Con esto el término In((gf)"/?/ga) ~
In5 ~ 1,61, y el valor de m/Ty se corrige a m/Ty ~ 17,57.

Analicemos ahora el término proveniente de considerar una estadistica no-extensiva, este viene dado

por:
2
I+ (¢g—1) [2 (145+3?d (%) )

Sustituyendo en esta expresion el valor de m/T,; a orden cero, m/Ty; ~ 17,74, obtenemos como
contribuye el cambio en la estadistica a la correccion a primer orden del valor de m/Ty. A primer
orden en (¢ — 1), podemos utilizar el desarrollo In(1 4 v) ~ v para obtener

In

] . (2.9.23)

T 1757+ 3In ( T ) 4 (g—1)185.8 (2.9.24)

7, av)

Para masas m 2 1 GeV tales que no suceda m > 1 GeV, dado que la funcién In es de crecimien-
to relativamente lento; podemos prescindir del término 31n(m/GeV). Hemos hallado finalmente una
estimacion de m/Ty,

m
¥ (q— , 2.9.2
T, 1757+3ln<G V) (g —1)185,8 (2.9.25)

Sustituyendo este valor en (2.9.18) y (2.9.21) para Y7, v g, hoyh? Tespectivamente y considerando
que gf ~ 10? obtenemos

-3
Y = 4,87 x 107° [1 + 10,5(¢ — 1)] (%) . (2.9.26)

q,eq

Qqhoyh? = 1,34[1 — 75,2(q — 1)] ( (2.9.27)

GeV) 2'



El fermién A y su antiparticula A, proveeran dos veces este valor de quhoth, es decir

_ m -2
Qéﬁoyhz =2,69[1 —75,2(q — 1)] (m) . (2.9.28)

La restriccion quhoyh2 < 1 da entonces una cota inferior para la masa de estas particulas

m > 1,64[1 —37,6(q — 1)] GeV. (2.9.29)

El analisis hecho en esta seccién, revela que los wimps, en dos rangos de masa diferentes, pueden
contribuir significativamente a la densidad del Universo dando Qh? < 1. Param <1072 eV, Ty ~1—3
MeV, los wimps se desacoplan siendo atin relativistas. Su densidad numérica hoy es comparable a la de
los fotones y para m ~ 10% eV, Qh? ~ 1. Si por otro lado consideramos m > 1 GeV, Ty ~ 52 MeV y los
wimps se desacoplan siendo no relativistas. La densidad numeérica de reliquias frias se ve fuertemente
suprimida por el factor e="/Td. Para m ~ 2 GeV, nuevamente tenemos Qh% ~ 1. Es interesante notar
que consideraciones puramente cosmoldgicas (viz. Qh? < 1.) acotan la posible existencia de fermiones
que interactiian débilmente en el rango de masas comprendido entre 100 eV < m < 2 GeV. Sabemos
que el Universo contiene una gran cantidad de masa en forma de materia oscura. Los wimps, si ellos
existen, pueden proveer mucha de esta masa. Sobre el resultado (2.9.29) es también vélido el comentario
senalado en el ultimo parrafo de la seccién sobre reliquias relativistas.

2.10. Igualdad radiacién-materia

Para una ecuacion de estado de la forma P = wp puede mostrarse que la densidad de energia es
p o< R=30+9) (vease la seccion 5.3 de la Ref.[17]). En particular tenemos para

= Radiacién: w = % — pp x R4
= Materia no relativista: w = 0 = pyp x R™3

De modo que

3

pPNR(t) = PNR(%)(Z((?))) = peng(to) (1 + 2)%, (2.10.1)
4

prlt) = pR<to>(}]§ff))) — pe ()14 2)* (2102

donde hemos definido el corrimiento al rojo z como 1+ z = R(to)/R(t).

Las observaciones sugieren que:

Qiotat (to) = Q2 ~ Qg 2 0,2 (2.10.3)

Vemos entonces que la materia domina sobre la radiacion en el presente. Pero dado que pyr o< R™3
v pr o< R™%, se sigue que la densidad de radiaciéon crece méas rapido que la densidad de materia a
medida que vamos hacia fases cada vez més tempranas del Universo (es decir hacia corrimientos al
rojo mayores). De esto, se desprende que en algtin tiempo t = t., en el pasado (el cual corresponde
a un valor del factor de escala R = R, y un corrimiento al rojo z = z,) la radiaciéon y la materia
tuvieron densidades idénticas. De las igualdades:

3

pilte) = ownlto) (i) = (o)1 + 52’ 210.4)
4

PR(teq) = PR(tO)<£((ttfq))> = QR (to) (1 + 2eq)*, (2.10.5)



se deduce Qnnlt ) N
NR\LO
1+ 2= o~ . 2.10.6
7 Qg(te) — Qr(to) ( )

De este modo,
14 zeg = (Qr(to)h?)~1QR2. (2.10.7)

Utilizando la ecuacién (2.8.8) para el valor de Qg (tg)h? en el marco no extensivo obtenemos para
1 4 z¢q a primer orden en (¢ — 1),

1+ 2eq = 2,4 x 10*[1 — 9,43(q — 1)] QR? (2.10.8)

Este valor corresponde a una temperatura dada por Tey = To(1 + z¢q), tomando Ty = 2,728 K,
obtenemos
T.y = 5,641 — 9,43(q — 1)] QA2 (2.10.9)

mientras que el tiempo universal correspondiente viene dado por (véase la seccion 2.4 de [19])
teg = 0,39H, 1Q7Y2(1 + 2.) 7%/, (2.10.10)
tomando Hy = 2,1332h10~%2 GeV, obtenemos a primer orden en (g — 1)

teqg = 1,022 x 10% [1 + 14,14(q — 1)] (Qh*)2afios. (2.10.11)

Senalamos que el valor del tiempo de equivalencia también puede ser acotado utilizando medidas
precisas del fondo cosmico de microondas, de donde pueden surgir cotas sobre (¢ — 1).



Capitulo 3

Nucleosintesis Primordial

3.1. Introduccién

Los procesos de formaciéon de elementos livianos en el universo primitivo, llamados nucleosintesis
primordial, proveen un escenario interesante para testear la viabilidad de teorias fisicas fundamentales
y, en particular, de la descripcion estadistica. Como ya hemos visto, los procesos térmicos son sensi-
bles a las modificaciones en la teoria estadistica y la nucleosintesis puede entonces predecir diferentes
abundancias de elementos livianos en cada teoria particular.

Los cambios producidos en las abundancias de elementos livianos en teorias no-extensivas han sido
tratados en el marco de la aproximacion asintotica (véase, por ejemplo, la Ref.|20]). Aqui, en cambio
se seguird trabajando con las funciones de distribucién provistas por la aproximaciéon de factorizacion.
Dado que las expresiones analiticas han probado ser en general més sencillas en el segundo marco que en
el primero, esperamos poder proseguir los cdlculos en forma analitica més allad del punto alcanzado en
tratamientos anteriores. Ademas presentaremos un anéalisis detallado del Principio de Balance Nuclear
que es valido en situaciones no-extensivas que serd ttil en ambas aproximaciones.

Este capiitulo se encuentra reportado en la Ref. [22] y representa una extension de los estudios
realizados en |20, 23, 24].

3.2. Nucleosintesis como test del universo: nociones basicas

El calculo bésico de nucleosintesis es la simulacién de una cadena de reacciones nucleares en una
caja en expansiéon. Las predicciones actuales del modelo standard se muestran en el panel izquierdo de
la Fig. 3.1. Esencialmente, las predicciones de nucleosintesis son robustas porque toda la informaciéon
microfisica esté bien entendida. Las energias relevantes (0.1 a 1MeV) pueden ser exploradas en el labo-
ratorio y las incertidumbres experimentales son en general despreciables. Sin embargo, los problemas
que surgen en la determinaciéon de las abundancias primordiales son varios y complicados, siendo el
més fundamental, que s6lo es posible medir abundancias actuales en sitios astrofisicos selectos y luego,
a partir de estos datos, inferir lo que sucedi6 en el universo primitivo (véanse las Refs.[17, 28]). No
es nuestro interés hacer aqui una revision de la forma en que estas observaciones son hechas, sino
solamente estudiar las consecuencias a que estas observaciones conducen.

El primer gran logro del modelo standard de nucleosintesis fue la predicciéon, luego apoyada por
evidencia experimental, de que deberfa haber en el universo grandes cantidades de ‘e (~ 25 %), atin
més que lo que pueden fabricar las estrellas. Luego, comenzé a utilizarse la abundancia de D como
una medida de la densidad bariénica del universo. La producciéon de D como funcién de la densidad
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Figura 3.1: Nucleosintesis primordial: ideas generales. A la izquierda, predicciones de abundancias
primordiales de los elementos livianos (*He est4 dado por su fraccién de masa, el resto por sus valores
relativos al hidrégeno). El ancho de las curvas indican incertidumbres teéricas. La banda vertical indica
el intervalo en el que las abundancias medidas estan de acuerdo con la prediccién teérica y la linea
vertical mas oscura, la tiltima determinacion de la abundancia de D (datos de 1998, véase la seccion de
iltimos resultados). A la derecha, problemas concernientes a la cantidad de materia oscura: la mayor
parte de la materia es no barionica y la mayor parte de la materia bariénica es oscura.

barionica tiene una rapida caida (o pb_1’7) lo que permitié excluir tempranamente modelos de universos
cerrados solo por bariones. La idea es que no existe ningiin proceso astrofisico realista capaz de producir
grandes cantidades de D -debido a la baja energia de ligadura, éste es rapidamente disociado-. Luego, la
abundancia actual de D es un limite inferior a la producciéon primordial. También se utilizo el He, que
a diferencia del D, si puede ser producido en las estrellas, por ejemplo en estrellas de baja masa durante
su etapa de secuencia principal. La suma de las abundancias D + ®He deberia entonces ser constante
o aumentar en los tltimos Gyr’s por lo que medidas actuales de esta suma limitan la producciéon
primordial, lo que a su vez acota inferiormente la densidad bariénica.! Las abundancias de D, *He y
“He conducen a predecir que la abundancia de "Li deberia estar cerca de su minimo, Li/H ~ 10710,
Finalmente, se lleg6 a la conclusiéon que las abundancias de los elementos producidos en el Big Bang son
consistentes con las predicciones siempre que la fraccién de densidad critica provista por los bariones
esté en el intervalo, 0,007 < Qyh? < 0,024 y el nmero de especies de neutrinos sea inferior a 3.7 [30].
Estos resultados corresponden a la situacion de 1998, véase mas abajo la seccion de actualizacion.? El
resultado anterior es la evidencia mas fuerte a favor de la existencia de materia oscura no baridnica.
Analicemos esto con mas detalle.

Consideremos por ejemplo que la abundancia de D es igual a D/H—(3,240,6) x 10~°. Esto conduce,
a través de la Fig.3.1, a , = (0,02 4+ 0,004)h~2. Pero medidas dindmicas de la densidad de materia

'Esto es un poco mas complejo ya que también hay estrellas que destruyen *He. Sin embargo, éstas resultan ser masivas
y también producen metales. Luego, la metalicidad de la galaxia provee una cota superior al monto de decrecimiento de
D +3He y el razonamiento anterior es aplicable [29].

2Recordemos que la constante de Hubble Ho = 100h km s~! Mpc™! entra en el problema debido a la definicién de la
densidad critica p. = 3HZ /87G = 1,88h? x 10™?°g cm ™. Medidas recientes parecen converger hacia h = 0,65 £ 0,1 [31].



en clusters -basado en determinaciones de masa galaxia-clusters, velocidades peculiares y frecuencia
del fenémeno de gravitational lensing- indican que ;7 es al menos 0.3 (véase la Ref.|32]). El primer
problema aparece entonces: en el caso en que Qp < 1 la mayor parte de la materia es no bariénica.
Pero asimismo, ya que toda la materia luminosa contribuye en menos del 1% a la densidad critica
(Qum =~ 0,003h~1), la mayor parte de la materia barionica es oscura. Estos problemas esta graficamente
representados en el panel derecho de la Fig.3.1.

Para terminar, senalemos que la fisica de particulas también se ha visto beneficiada con cotas
provenientes de estudios de nucleosintesis primordial. Steigman et al. (Ref.[33]) notaron hace ya dos
décadas que un limite observacional superior sobre la abundancia de *He podria usarse para derivar un
limite superior a las familias de neutrinos.

En conclusion, la nucleosintesis primordial es probablemente la herramienta mas poderosa para tes-
tear una teoria a nivel cosmoldgico, ya que provee informacion precisa y experimentalmente confirmada
de la situaciéon del universo a pocos segundos luego del Bang. Toda teoria alternativa de estadistica o
de gravitacion debe ser entonces filtrada por sus predicciones de formacion de nucleidos.

3.3. Ultimos resultados: la era inesperada de la precisién

Un cambio dramético ocurri6 en 1998 cuando la abundancia de D fue medida en nubes hidrégeno
de grandes corrimientos al rojo iluminadas por quasars atin més distantes. Basdndose en medidas
obtenidas de 9 de tales nubes (véase la Ref.[34]) se determiné que (D/H), = (3,340,5) x 107 (a 95 %
CL). A partir de esto la abundancia de bariones es

Qyh% = 0,0190 £ 0,0018 95 %CL, (3.3.1)
mientras que para la densidad obtenemos

p = 1,88(Qh%) x 107%g cm ™3, (3.3.2)

Medidas de la radiacién de fondo de microondas, en particular de sus anisotropias a gran escala,
también son utiles para determinar la densidad bariénica con una precision del 1 %.

El primer paso en la medida de Q,h? utilizando la radiaciéon cosmica de fondo fue realizado por los
experimentos BOOMERanG y MAXIMA quienes reportaron (Ref.[35])

k% =0,0327000s  95% CL, (3.3.3)

lo cual claramente no es compatible con el valor obtenido utilizando el modelo standard de la nucleo-
sintesis primordial.

La nucleosintesis primordial es incompatible con el valor de Q,h? dado por (3.3.3) por tres razones

(Ref.[36])

= para tal valor de Q,h%(~ 0,03) la abundancia de deuterio, D/H, seria (1,6 +0,12) x 1072,
» la abundancia de TLi: (8,5 +0,7) x 10719,

» la abundancia de ‘He: 0,251 4 0,001,

y las tres estan en significativo conflicto con las observaciones. Por ejemplo para el “He los diferentes
estudios arrojan 0,244 + 0,004 y 0,234 + 0,004 (Ref.|34]) que, siendo s6lo marginalmente consistentes
entre si, son incompatibles con el valor 0.251.



El rango de valores de Q,h? obtenido a partir de la nucleosintesis primordial parece bien justificado
y un tratamiento excesivo de los errores puede empujar (,h? hacia arriba a no mas de 0.025. Inclusive
en este limite el desacuerdo entre teoria y observacién para diferentes elementos livianos empieza a
notarse.

Hay entonces claramente un conflicto inesperado: si experimentos con el fondo césmico de micro-
ondas confirman un valor tan alto de Qph? se senalaria la existencia de fisica més alla del modelo
standard.

3.4. Formacién primordial de ‘He

Son muchas y variadas las presentaciones que pueden encontrarse sobre la nucleosintesis primordial.
A los efectos de este capitulo, haremos una breve revision del tema. Valiosas introducciones pueden
verse en el libro de Kolb y Turner [17] y en el de Coles y Lucchin [28].

Basicamente, la formacion de “He primordial ocurre a través de la siguiente serie de eventos. A
tiempos tempranos, cuando la temperatura del universo era del orden de las centenas de MeV, la
energia y la densidad numérica de particulas estaba dominada por particulas relativistas: leptones —
electrones, positrones y neutrinos— y fotones. Todas las particulas estaban en equilibrio térmico, debido
a colisiones gobernadas por la interacciéon débil que rige las reacciones:

n+ve<=p+e, (3.4.1)
n+et <= p+ 7, (3.4.2)
n<p+te +,. (3.4.3)

Es una suposicién del modelo que los neutrinos y antineutrinos se encontraban en igual cantidad
mientras que los electrones y protones mantenian —y atn lo hacen— la neutralidad de carga. Bajo estas
suposiciones, la densidad numérica de neutrones a protones estaba dado por el factor de Boltzmann:

(3.4.4)

Am
kKT |’

= exp [—

donde Am = m, —m, ~ 1,29MeV. A una temperatura inicial de 100MeV, la razoén de neutrones a
protones era muy cercana a la unidad. Es posible definir entonces la razén de la densidad neutrénica
a la densidad total de bariones como,

nn(T)
X, T) = —r"—, 3.4.5
n(T) nn(T) 4+ ny(T) (3:4.5)
y escribir para esta variable una ecuacién cinética,
dX
dt" = ApXn 4 Apn(1 — X,0), (3.4.6)

donde A, y Apn son las tasas totales de transicién de los procesos que transforman neutrones en
protones y viceversa. Estas tasas son calculadas dentro de la teoria de Fermi de interacciones débiles
[27]. Notemos que la condicion inicial de (3.4.6) esta fija: para kT > Am, (i.e. t — 0), X,,(T) — 1/2.
Esto es independiente del modelo cosmolégico particular elegido para describir el universo temprano,
siempre y cuando exista en él un estado inicial denso de alta temperatura. De hecho, ahora podemos

3Esta seccion est4 adaptada de la Tesis Doctoral de D.F. Torres, UNLP, 1998.



plantear en términos cualitativos cudl es el problema a resolver, se debe llevar a cabo una integraciéon
numeérica de las ecuaciones de cinética nuclear
dy;
dt

£ MY ) BV, (3.4.7)

donde Y; = n;/(n, + np) es la fraccion del i-ésimo nucleido, y la suma incluye todos los procesos que
llevan a la formacion de cada niicleo (signo +) y a la destruccion de los mismos (signo —) siendo A;
y Bjk las respectivas tasas de reaccion. Las primeras de tales integraciones fueron llevadas a cabo por
Peebles y por Wagoner et al. Consideremos las ecuaciones de Einstein. En la época que nos ocupa, el
término de curvatura es despreciable por razones anteriormente expuestas. En una meétrica plana de
Friedmann-Robertson-Walker se obtiene, para la ecuacién tipo tiempo,

N\ 2
R rG

27 4.
(R) 3 Py (3-4.8)

donde como es usual, R es el factor de escala, G es la constante de gravitaciéon y p la densidad de
energia. Esta densidad de energia estd dominada por particulas sin masa,

2,
p= g*%T , (3.4.9)
con gy, el nimero efectivo de grados de libertad. A un tiempo ¢, o equivalentemente una temperatura
Ty, la tasa de expansion H = R/R excede la tasa I' a la cual ocurren las reacciones (3.4.1), (3.4.2)
y (3.4.3) que mantienen el equilibrio quimico entre leptones y bariones. En este tiempo, la razén
neutrén-protén se congela,

X(T ~ 0) = Xoo(T}), (3.4.10)

y es modificada sélo por el decaimiento del neutron, dado por (3.4.3). La tasa de reaccion I es basica-
mente igual a,

IN(T) =n,(T) < ov >, (3.4.11)

donde n,(T) es la densidad numérica de neutrinos electronicos y < ov > es un promedio de la seccion
eficaz de reaccion multiplicada por la velocidad relativa de los interactuantes. Ya que n,(T) oc T2 y
o X G%T2, con Gr la constante de Fermi y v ~ ¢ = 1, obtenemos:

I~ G275, (3.4.12)

El tiempo de congelamiento estard dado por la igualdad,

R
'~ | = 4
Gl o
tztf

1
g G
—

GF

que, utilizando (3.4.8), conduce a

[N

T} ~ (3.4.14)

1
Teniendo en cuenta que Gp ~ 1 x 107°GeV 2, se obtiene Ty ~ g¢ x IMeV. A temperaturas del orden

de Tt se encuentra la esencia del proceso de nucleosintesis. Esta es la competencia cualitativa entre
la tasa de expansion del universo y la tasa a la cual ocurren las interacciones débiles. A T' = T, el
D, T,3He y “He son mantenidos en equilibrio por reacciones como:

n+p<= D+, (3.4.15)



D+D<«=p+T, (3.4.16)

T+ D <"He + n. (3.4.17)

Cuando la temperatura es lo suficientemente baja comparada con la energia de ligadura del deuterio
(ep = 2,23MeV) estas reacciones ocurren principalmente hacia la derecha (es decir, los fotones ya no
pueden disociar al D). Luego, debido a la alta energia de ligadura del ‘He (e, 28.3MeV), a la no
existencia de niicleos estables con ntmero atémico 5 y 8 y al aumento de las barreras coulombianas,
casi todos los neutrones originales presentes en la temperatura de congelamiento son convertidos en
“He. La razon entre nicleos de “He y el ntimero total de bariones es entonces:

Xn(T ~0), (3.4.18)
0, equivalentemente, la fraccion de masa del ‘He puede ser estimada como

1
Y, = He _ g MMHe 4o x (T ~0). (3.4.19)
Mtotal Ntotal

En conclusion, el valor de X, en el tiempo de congelamiento fija la cantidad de *He producido. Notemos,
sin embargo, que la férmula anterior es una aproximacién y que sb6lo una integraciéon numérica del
problema podra dar mayor certidumbre. El hecho que las reacciones (3.4.15), (3.4.16) y (3.4.17) sean
de dos cuerpos puede entenderse en la baja probabilidad de que se produzcan reacciones de mas
cuerpos, debido a la baja densidad barionica. El primer paso, ecuacion (3.4.15), se conoce como cuello
de botella del D: como la energia de ligadura del D es baja, muchos fotones serdn capaces de disociarlo
y los pasos siguientes s6lo podran continuar a medida que el universo se enfrie. El namero de fotones
capaces de disociar al D varia como:

nb 1 €

ol D
— | = - - 3.4.20
(nN Ui xp [ kT:| ’ ( )

donde 7 es la razon actual de bariones a fotones. La temperatura a la cual el D es suficientemente
abundante como para que los pasos (3.4.16), (3.4.17) y sus intermedios:

T+p<="He+~ (3.4.21)
He 4 n «="He + ~ (3.4.22)
He +3He «—="He + 2p (3.4.23)
Me+n«=T+p (3.4.24)

prosigan, dependerd del valor de 1. A través de 7, la densidad de materia entra en juego. Debido a que la
temperatura de la radiacion cosmica de fondo se conoce en forma muy precisa (T = 2,7277K £+0,002K),
n y la densidad bariénica estdn directamente relacionados,

pp = 6,84 x 10722y gem™3, (3.4.25)

0, equivalentemente,

Qh? = 3,64 x 107, (3.4.26)



3.5. Razén neutrén-protén en el Universo en expansion

En esta seccién describiremos un modelo para tratar la abundancia de neutrones en el Universo en
expansion en el marco de la teoria estadistica no extensiva. Para esto, seguiremos las ideas principales
de Bernstein et al. (Ref.[25]). Denotaremos por X, (7'(t)) la tasa con la que tienen lugar los procesos
débiles que convierten protones en neutrones y por A,,(7(t)) la tasa para los procesos inversos. X (T'(t))
serd, como es habitual, la razén entre la densidad numeérica de neutrones y la densidad numérica de
bariones. Habiendo definido estas cantidades, podemos escribir la ecuacién cinética que da cuenta de
la variacion temporal de X,

dX(t)

d Apn(T)(1 = X (1)) — Anp(T) X (1) (3.5.1)

La solucién de esta ecuacion viene dada por:

X(T) = tdt'](t,t'))\pn(t/) + X(to)I(t, o), (3.5.2)

to

donde denotamos por I(t,t') el factor integrante

I(t,t') = exp <— /t,t diA(i)) : (3.5.3)

con

A() = Apn(t) + Ap (2. (3.5.4)

Notemos que la forma de la solucién no depende de la estadistica utilizada. Sin embargo el hecho de
cambiar la estadistica, producird cambios en las tasas de reaccion, y esto hard que la solucién difiera de
la standard. La expresion (3.5.2) se simplifica tomando el valor de ¢y = 0. Es de esperar que A,p ¥ Apn,
sean muy grandes para tiempos tempranos y altas temperaturas. De este modo, el factor integrante
I(t,t') sera muy pequeno para tiempos del orden de t ~ 1/A(tg) y entonces el término X (to)I(t,t0)
puede ser omitido. Esperamos ademas que, debido a los grandes valores para las tasas, la integral en
el primer término de (3.5.2) sea insensible al cambio de ¢y por 0. Con estas aproximaciones, tenemos

ahora: .
X(t):/ dt'T(t, t") Apn (). (3.5.5)
0
Finalmente, podemos notar que:
1 d
I(t,t') = —I(t,t 3.5.6
( ? ) A(t/) dt/ ( ? )7 ( )

o0, integrando por partes:

X(t) = AX’ZE? — /0 dt’[(t,t’)% <AX’ES)/)> : (3.5.7)

3.6. Tasas de reaccion

Para calcular en forma explicita (3.5.7), necesitamos conocer la forma funcional de las tasas de
reaccion. Consideremos la tasa de reaccion A,p(t). Esta es la suma de las tasas de reaccion de tres
procesos individuales,

Anp = )‘V+n—>p+e* + )‘e+n—>p+17 + )‘n—>p+e*+17 (3.6.1)



los cuales estan dados por (véase la seccion 7 del capitulo 15 del libro de Weinberg Ref.|27]):

)‘u+n—>p+e* = A/O dpupzszeEe(l - fe)f,/, (3.6.2)
N /0 dpep?poEs(1— )¢, (3.6.3)

Po 9
)‘n—>p+e*+z7 = A/O dpepepuEu(l - fu)(l - fe), (364)

donde A es una constante global de acoplamiento fijada por el valor experimental de \,,_, 1 c~15, Pue
son las magnitudes de los momentos de los neutrinos y de los electrones y E, . son las correspondientes.
En el dominio de energias relativamente bajas que nos concierne, los retrocesos que sufren los nucleones
en cada colision, pueden ser despreciados. Esto nos permite escribir la ecuacion de la conservacion de la
energfa como E,+m, = E.+m,, para (3.6.2) y como E, +m, = E.+m, para (3.6.3). Estas ecuaciones
deben ser usadas en forma explicita para resolver las integrales. En (3.6.4), £, = Am — E, > 0, con
Am = my, —mp, = 1,29MeV y de esta condicién proviene el valor del limite superior en el rango de
integracion. Finalmente, f*¢ son las funciones de distribucion y (1 — f¢) son los factores de bloqueo
de Pauli (que representan la probabilidad de que los estados finales se encuentren desocupados).

En la seccion siguiente llevaremos a cabo calculos que involucran a las tasas de los procesos inversos
vinculados con (3.6.2) y (3.6.3). Por completitud damos aqui sus expresiones (véase la Ref.[27])

Y

Nty = A / dpeptn B (- ) (3.6.5)
Aptpontet = A/A dpypipeEe(1— f€)f7, (3.6.6)

donde debe cumplirse que E, +m,, = E. + m,, para (3.6.5) y que E, +m, = E. +m,, para (3.6.6). El
limite inferior de la integral (3.6.5) viene dado por el momento minimo que deben tener los electrones,
0 = (Am? — m2)Y/2, para que resulte E, > 0. Por otro lado el limite inferior en la integral (3.6.6) se
debe a que E, = E. + Am > Am, pues suponemos que los estados finales son no ligados.

En el esquema standard f*¢ son las funciones de distribucién usuales dadas por la estadistica de
Fermi-Dirac, mientras que aqui consideraremos las funciones de distribucion f;*° con las que hemos
estado trabajando hasta el momento. Esta eleccién particular para las funciones de distribucién nos
llevara a resultados generalizados de todas las cantidades definidas desde el comienzo de esta seccion.
Como siempre a estos los distinguiremos con el indice q.

En la seccién 2.5 mencionamos que, en general, la temperatura de los electrones y de los neutrinos,
T, y T,, pueden diferir debido a que sobre el final del periodo de “freeze out”, los electrones y positrones
se aniquilan, interactuando solamente con los fotones. Por el momento, siguiendo a Bernstein et al.,
tomaremos todas estas temperaturas iguales, T' = T, = T,, = T,. Cuando se trabaja con las funciones
de distribucién de Boltzmann (tomadas como limite de las de Fermi-Dirac) el solo hecho de asumir
una dnica temperatura de equilibrio, asegura que las tasas de las reacciones inversas, tales como
e~ +p — n+v, obedezcan el Principio del Balance Detallado (PBD). La seccion que sigue trata sobre
la validez de este punto en un marco no-extensivo.

3.7. Principio de balance detallado

El principio de balance detallado establece que si conocemos una tasa de raccion (digamos A))
entonces ésta se encuentra relacionada con la tasa de la reaccién inversa (A,,) mediante un factor
exponencial; esto es

Apn = e BT\ . (3.7.1)



Analicemos ahora si esto se cumple en el caso no extensivo. Para esto consideramos por separado
cada una de las reacciones que aparecen en (3.6.1).

3.7.1. Reaccibn v+n <« p+e”

Pretendemos ver entonces que relacion existe entre: AZ*—i—p—m—ku y )\3+n_>p+e,, con
> 2
U /p b~ (372)
y
> 2
)\3+n—>p+e+ = A/O dpl/pypeEe(l - fqe)f; (373)

Z*+p—>n+zﬂ teniendo en cuenta que p.dp. = E.dE,., E, = E. — Am

y que E, = p,, es posible obtener mediante cambios de variable,

Partiendo de la expresion para A

_ > 2 v\ re
A iy =A /0 dpupypeLe(l — f7) 15 (3.7.4)

Como ya hemos visto en la seccion 2.2, en el régimen z = E/T > 1, la funciéon de distribucion fé
puede aproximarse por

; ) -1 45

fo=e "+ qTxfe i con z; = E;/T. (3.7.5)

Dado que durante el periodo de “freeze out” la temperatura T es baja en comparaciéon con las

energias tipicas E que aparecen en las integrales para las tasas de reaccion, resulta una buena aproxi-

macién despreciar los factores de bloqueo de Pauli. Es decir, podemos considerar que 1 — f; ~ 1. De
esta manera para analizar la relacién que existe entre

0
)‘Zf_yp_)n_;_,/ = A/O dpl/p,%peEefqe (376)
y
> 2 v
)\g+n—>p+e* = A/O dpl/pupeEefq7 (377)

basta ver como se relacionan f7y f .

A partir de (3.7.5) y teniendo en cuenta que para la reaccioni v + n < p + e~ debe cumplirse que
E, = E. — Am, podemos reescribir f7 en términos de f. Esto otorga

—Ev/T
T2

e

fe=eAmTpr e—Am/T%l(zE,,Am + Am?) (3.7.8)

Vemos entonces que en el marco estadistico no-extensivo el PBD ya no es vilido. En este caso las
tasas de reaccion estan relacionadas mediante

_ g—1 _ A [0 B
Mot = €N e 5 /0 dp,pipe Be(2B, Am + Am?)e= B0/ (3.7.9)

con B, = E. — Am. Diremos entonces estamos trabajando en un Principio de Balance Detallado con
Correcciones No-Extensivas o para abreviar; Balance No-Extensivo (BNE).



Sin embargo, es oportuno senalar aqui que es posible obtener una relaciéon aproximada entre las
tasas andloga a la que se da en la situacion standard. En efecto, utilizando que E, /T > 1 en la ecuacion
(3.7.8), la relacion entre f7 y f; se simplifica para dar

fe=eAmiT gy (3.7.10)
lo cual lleva en forma inmediata a que la relacion vélida entre las tasas sea

q _ —Am/Tyq
)\e,+p_m+u =e )\V+n_)p+e,. (3.7.11)
De esta manera vemos que aun en el marco no extensivo es posible recuperar el PBD. Cuando in-
voquemos esta aproximacion adicional diremos que estamos trabajando con el Principio de Balance
Detallado Standard, o en forma abreviada, con el Balance Standard (BST).

En lo que sigue mostraremos resultados usando tanto el BNE como el BST y discutiremos el rango
de validez y utilidad de la aproximacion (3.7.10).

3.7.2. Reaccién et +n < p+ v

Llevando a cabo un anélisis completamente andlogo al que acabamos de realizar en el BNE pero

considerando las tasas de reaccion A2 a

et tnopts Y )\D+p_m+e+, obtenemos un resultado similar al anterior,

—Am/T =1 Amr A [T ~Ec/T
)\Z++n—>p+17 =¢€ "/ )\g+p—>n+e+ + Te " ﬁ /0 dpepngEV(ZEVAm+Am2)e / ) (3712)
donde E, = E.+ Am y se ha despreciado la masa del electrén frente a las energias en juego. De hecho,
analizando con cuidado cada una de las integrales que aparecen en (3.7.9) y (3.7.12) vemos que ambas
son, en realidad, idénticas.

Por otro lado, cuando consideramos el BST la relacién entre las tasas se simplifica nuevamente para

dar
q — e—Am/T)\q
et+n—ptv D4+p—n+et:

(3.7.13)

3.7.3. Reaccibnn —p+e +v

En lo que concierne al decaimiento libre de neutrones, el hecho de considerar una estadistica no-
extensiva no representa cambio alguno en el marco de las aproximaciones en que estamos trabajando.
Esto se debe a que al tomar los factores de bloqueo de Pauli 1 — f; como 1 en (3.6.4), no quedan
rastros de las funciones de distribucién. Aqui no podemos despreciar la masa del electrén y el resultado

standard sigue siendo vélido:

1
- = Anpie— i = 0,015TAAM®, (3.7.14)

Esto nos permite eliminar A en favor de una cantidad medible 7, es decir, la vida media del neutron

1
A=2"Amd, a4 =255 (3.7.15)
T4
A lo largo de esta seccion, despreciaremos el decaimiento libre del neutron cuando calculemos la tasa
total App.

El hecho de despreciar el decaimiento libre de neutrones, lleva a que (3.6.1) tome la forma: A}, =

)\g+n_)p+e, +)\Z+n_)p+ﬂ. Ahora bien, despreciando los factores de bloqueo en (3.6.2) y (3.6.3) es evidente

que estos dos términos son idénticos. Lo mismo sucede con (3.6.5) y (3.6.6), pero en este caso debemos



q

. , L - . - q
despreciar ademés la masa del electréon para que pg coincida con Am. Debido a esto, Ay, = 2)\V+n_>p+e,

4 _ o9\4q
Y Apn = 2)\e,+p_m+y.

Finalizamos esta seccién dando la relaciéon valida entre )\%p y )\gn tanto en el BNE como en el BST.
A partir de (3.7.9) y de lo mencionado en el parrafo anterior, podemos escribir en el BNE:

A = €= MTNL, + (g = e 2/ (3.7.16)

donde hemos definido e
I=7 / dpyp*peE.(2E, Am + Am?)e Bv/T (3.7.17)
0

con E, = E,, + Am. Mientras que en el BST esta relacién deviene,

X = emAm/Te (3.7.18)

3.8. Calculo de las tasas de reaccion

En esta seccion calcularemos en forma explicita las tasas de reaccion A%, y Afn. Con lo mencionado
sobre el final de la secci6n anterior, es claro que para alcanzar nuestros fines basta con calcular sélo

s . . q . .
una tasa de reaccion; por ejemplo: )\V+n_)p+e, y la integral I definida en (3.7.17).
Podemos hallar la tasa de reaccion )\Z+n_)p+e, a partir de (3.7.7). La funcion de distribucion que

debemos considerar estd dada por (3.7.5). En este caso E. = E, + Am. Si ademés despreciamos la
masa del electréon, E. = pe; y dado que p, = E,, la integral que debemos calcular se reduce a,

o0
M e = A/O dE,E(E, + Am)*fY. (3.8.1)
Las integrales que se obtienen a partir de esta mediante el cambio de variable z = E,, /T, son facilmente
calculables utilizando la forma integral de la funcién I'(n) definida en (2.2.12). Teniendo en cuenta que
I'(n+ 1) = n! para n € Z, definiendo y = Am/T y eliminando A en término de la vida media del
neutréon (3.7.14), obtenemos

1 a a
q _ - 2 o 2
N npre = P [12 4+ 6y +y°] + p (g — 1) [180 + 60y + 6y°] . (3.8.2)

q ., L.
tnpe—: SOI también utiles para hallar 1.

Su célculo procede en forma completamente analoga al anterior. En términos de la variable y y de la
vida media del neutrén 7, se obtiene

Las consideraciones que hemos hecho para calcular A

1 a
I(y) = 5—= [120y + 60y + 12y° + y*] . (3.8.3)
2Ty

3.8.1. Tasa de reaccidon A},

q

Estamos ahora en condiciones de escribir A, pues, como ya hemos mencionado, A}, = 2)\V+n_)p+e,,

es decir
a a
\ =—[12 4+ —(¢g-11 2. 3.8.4
) Ty5[ +6y+y]+7y5(q ) [180 + 60y + 6y°] ( )

Esta ecuacién es valida tanto en el BNE como en el BST.
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Figura 3.2: A la izquierda, tasas de reaccién standard )\Zfl(y) v )\%(y) A la derecha, correcciones a las
tasas standard (normalizadas por el valor de (¢ — 1)) en el marco del BNE.

3.8.2. Tasa de reaccidon A},

A partir de (3.7.16) y de (3.8.3) podemos escribir la tasa de reaccién A}, (y) en el BNE. En términos
de la variable y,

_ g—1 a _
AL (y) = e YL (y) + 5 pC Y [120y + 60y° + 12¢° + ] . (3.8.5)

Por tltimo, es inmediato escribir la tasa de reaccion A}, (y) en el BST, esto es
Apn(y) = e X0,(y)- (3.8.6)

Esta ultima ecuacion fue utilizada en el célculo realizado por Torres y Vucetich (Ref.[20]), en donde
a pesar de trabajar en un contexto no extensivo, se supone la validez del PBD.

Es importante notar que debido a que las tasas de reaccion A5 (y) y Mgl (y) tienen un compor-
tamiento asintotico andlogo al de las tasas standard (ver Fig.(3.2)) tambien esperamos en este caso
que en el limite de bajas temperaturas (i.e. y — o00) la abundancia de neutrones tienda a un valor
constante. Esto es, para temperaturas suficientemente bajas las tasas de reaccién son prarcticamente
nulas y con esto los procesos que intercambian neutrones en protones y viceversa son despreciables. De
este modo la cantidad X?(y — oo) tiende a un valor fijo.

3.9. Evolucion de la abundancia de neutrones

La solucion formal para la evolucién de la abundancia de neutrones, esta dada por (3.5.7). En
esta seccion daremos la expresiéon para X? que luego utilizaremos en distintos contextos para hallar la
abundancia de neutrones en el marco no extensivo. Es conveniente poner como variable independiente
en (3.5.7) ay = Am/T. De esta manera obtenemos,

X(y) = X):((;)) — /Oy dy’Iq(y,y’)diy, <)j‘{’;((5,/))> . (3.9.1)




El factor integrante es ahora,

I(y,y') = exp <— /yy dy <§—;> Aq(g)>. (3.9.2)

Para evaluar el jacobiano df/dj, debemos recordar que el factor de escala del Universo, R, en una
métrica de Friedmann-Robertson-Walker, va como R ~ 1/T, independientemente de la estadistica

bajo consideracion [37]. De modo que T'/T = —R/R, y el lado derecho esta dado por las ecuaciones de
Einstein: ) 12
R 8rG
—=|— . 3.9.3
- () (3.9)

Aqui p, es la densidad de energia provista por las especies relativistas en el marco no-extensivo, y esta
dada por (2.2.25). A temperaturas suficientemente altas, la energia del Universo esta esencialmente
dominada por la contribucién de e™,e™, v y v's. Las interacciones entre estas particulas, las mantienen
aproximadamente a la misma temperatura. De acuerdo a esto g, = 2, gf = 2+2+2x3 =10y
g=>,9"+ %Zf g/ =43/4. Con estos valores obtenemos,

2

T
“= 35 lg + 35,85(q — 1)] T*. (3.9.4)

p

Podemos ahora calcular dt/dy,
dt dtdl  1Am

- —_ = 3.9.5
dy dT dy T y? (3.95)
Dado que T/T = —R/R,
. s\ /2
T=-T <”qu> , (3.9.6)
y a primer orden en (¢ — 1) obtenemos
1 1 45 \'? 15
—=—— | —= 1——=3585(¢q—1)]. 3.9.7
r- () - s (3.9.7)
De esta manera vemos que
b Tyt~ (g - 1)) (3.9.8)
— = —c(q — 9.
dy _ a Y q )
donde hemos definido las constantes b y ¢ mediante
45 \7* o« 15
b=(-— — = —535,85. 3.9.9
(47T3Gg> TAm?’ T s ( )

Los valores numeéricos de estas constantes pueden hallarse teniendo en cuenta que: a = 255, g = 43/4,
Am = 1,29MeV, 7 = 887+ 2s (véase la seccion 9.5 del libro de Peacock [21]) y G = m;lQ. Estos resultan
ser b= 0,25y ¢ = 5,07.

Con todo la anterior, el factor integrante (3.5.3) deviene,
I(y,y") = exp (K(y) — K(y")), (3.9.10)
con K1(y) dado por

K(y) =~ [ dj (j—;) AY(g), (3.9.11)



o bien, utilizando (3.9.8),

K(y) =~ 21— clg — 1) [ dign(s) (3912)

De esta manera vemos que los pasos necesarios para conocer la evolucion de X? con y son: hallar
por integracion la funcion K%(y) dada por (3.9.12), sustituir este resultado en la expresion (3.9.10)
para [9(y,y’), y finalmente resolver la integral involucrada en (3.9.1). La complejidad de las funciones
en juego requiere que esta integral sea calculada en forma numérica para cada valor de y. Sin embargo,
nuestro interés no estara centrado primariamente en dicha evolucién, sino que pretendemos estudiar
como se ve afectado el valor asintotico de X%(y — oo) (es decir, X9(T" — 0)), como funcién del
parametro (¢ — 1). La razoén para esto, se encuentra fundada en la ecuacion (3.4.18) donde queda claro
que X9(00) es la cantidad relevante para hallar la abundancia de *He hoy, que es a la vez lo que puede

contrastarse con las observaciones.

En la proxima seccion discutiremos como hallar el valor asintotico de X9(oo) como funcion de
(¢ — 1) en el caso en el que se supone vélido el BST. Una vez que tengamos una idea de cémo difieren
los resultados obtenidos en el contexto no-extensivo en el marco de esta aproximacién con respecto a la
standard, abordaremos el caso méas complejo en el que la relacion véilida entre las tasas esté dada por
(3.8.5), es decir en el BNE. Finalmente, un anélisis conjunto de los resultados obtenidos nos permitiré
testear que tan bueno resulta considerar el BST en el contexto no-extensivo.

3.10. Balance standard

La simplificacion mas inmediata proveniente de considerar el BST es que el cociente \(y)/A%(y)
coincide con su andlogo standard A**(y)/AS(y). En efecto, por definicion AY(y) = A (y) + Aip(y), v
dado que el BST establece que A\p,(y) = e Y A%,(y), obtenemos A(y)/Ad(y) = (1+e¥)~1 = \st(y) /A%t

Podemos hallar K9(y) teniendo en cuenta que, utilizando (3.8.4) y (3.8.5), se tiene

a
A(y) = T_y5(1 +e¥) [12 + 6y + y*] + (¢ — 1) [180 + 60y + 6y?] . (3.10.1)

Calculando la integral en (3.9.12) obtenemos

K(y) = b1 — elg ~ ))Ea(y) + L5 Koly)] (3.10.2)
i = [(A+ 341« (1) ] 5103)
' = [(2+ 24 ) 1 (24 2) v 5100

donde las funciones Ei(1,y) son las funciones integro-exponenciales definidas por:

oo ,—yt
Ez‘(l,y):/l ert. (3.10.5)

Reconocemos en la expresion (3.10.2) el término K*!(y) = bK1(y). La presencia del factor b(1—c(qg—1))
en el jacobiano dt/dy hace que en Ks(y) aparezca un término cuadrético en (¢—1). Es importante notar
que debido a que esta funcién diverge como 33
retener solamente el término lineal en (¢ — 1) como si lo hemos hecho en casos en donde las funciones
que multiplicaban a (¢ — 1) estaban acotadas o tenian un valor bien determinado; sobre este punto

volveremos més tarde.

en el origen, no es en principio obvio que podamos



Por el motivo recién mencionado y en vistas del alto grado de no-linealidad involucrado en la
ecuacion (3.9.1), debido a la presencia de I(y,%’), nos alejaremos aqui del procedimiento de desarrollar
resultados intermedios e intentaremos hallar la solucién completa sin linealizar ninguna de las funciones
que involucran el parametro ¢ a orden (¢ — 1).

Habiendo mostrado que A(y)/A9(y) = (1 + €¥)~! podemos escribir a partir de (3.9.1) el valor
asintotico que nos interesa, X9(co) = lim,_.o X9(y), como

/

y , y
X9(00) = lim X'® e_Kq(y)ei,dy’. (3.10.6)
b A T+ )

La expresion anterior permite un anélisis analitico notable. En base a la conducta divergente de la
funcién K9 en el origen y gracias al buen comportamiento de la funcién

!

A (M) _ e
dy’ (AQ(y/)> T (1+ev)? (3.10.7)

en un entorno del 0, es posible descartar a priori el rango de valores de (¢ — 1) tales que la teoria
estadistica no-extensiva considerando el BST pierda sentido (i.e. los valores asintoticos predichos para
X7 estén fuera del rango [0,1/2]). En efecto, para que el integrando en (3.10.6) no tenga problemas
en el origen, K%(y) debe ser positivo cuando y — 0. A partir de las ecuaciones (3.10.2), (3.10.3) y
(3.10.4), esta condicion se traduce en forma inmediata sobre el valor de (¢ — 1) pues

4 4 g—1 /30 30
tm K9(y) ~ 1§ — g — TP T S i
;%K (y) =~ ;%b(l c(g—1)) [y?’ + y3e + <y3 + " e >] , (3.10.8)
es decir
lim K9(y) = b(1 — e(q — 1)) | > + (g — 1)°2| . (3.10.9)
y—0 Y3 y3

Es inmediato ver que para que resulte K?(y) > 0, (¢—1) debe hallarse en el rango —8/30 < (¢—1) < 1/c.
Recordando que ¢ = 5,07 vemos que los valores de (¢ — 1) que no cumplan la condicion

—027<(g—1) 50,2 (3.10.10)

deben ser automaticamente descartados sin necesidad de comparacién alguna con el experimento.
Mencionemos ademas que sin importar el signo de K9, el factor eX®) que multiplica a la integral en
(3.10.6) tiende a 1 cuando y — oo.

En la Fig.(3.3) se muestra el comportamiento del integrando de la ecuacion (3.10.6) para distintos
valores de (¢—1). Es de notar el cambio abrupto que presentan las gréaficas para valores de (¢—1) cerca
de los extremos del rango dado por (3.10.10). La deduccion analitica que hemos hecho acerca del rango
de validez del pardmetro (¢ — 1) se ve reforzada por los gréficos de la Fig.(3.3) y queda completamente
confirmado cuando se realizan los calculos numéricamente. Estos muestran que la integral (3.10.6) crece
sin limite para valores de (¢ — 1) fuera del rango dado por (3.10.10).

Con este analisis hemos visto que existe un rango de valores de (¢ — 1) tales que el valor asintético
X%(00) tiene sentido fisico. Cabe preguntarse entonces si existe un conjunto de valores de (¢ — 1) €
[—0,27,0,2] tales que X9(c0) obtenido a partir de un desarrollo a primer orden en (¢—1) sea consistente
con el célculo completo. Esto seré asi si podemos comprobar que en un entorno de (¢g—1) = 0 los valores
obtenidos a partir de los desarrollos a primer orden no difieren demasiado del resultado verdadero
X?(00) como funcion de (¢ — 1) que ya hemos hallado.
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Figura 3.3: Comportamiento del integrando involucrado en el calculo de X9(co) para distintos valores

de (¢ — 1) (BST).



3.10.1. Calculo a primer orden

Para calcular X7(co) a primer orden en (¢ — 1), necesitamos escribir una version de la ecuacion
(3.10.6) en donde solo se retengan los términos dominantes en (¢ — 1). A tal fin, debemos hacer
bésicamente dos cosas: despreciar los términos cuadraticos en (¢ — 1) en la expresion para K9(y) dada
por (3.10.2) y desarrollar las exponenciales en (3.10.6). El primer paso es sencillo y obtenemos

Ki(y) = K*'(y) + (¢ — 1)K“(y), (3.10.11)
con 4 3 1 41
K* :b[<—+—+—> + <—+—> e‘y], 3.10.12
(y) B2y P y2 ( )
' b[/30 15 3 30 3
K@) =-|[EZ+—2+2)+ (5 +2)e¥—3Ei, }—cKSt. 3.10.13
W) =3 [<y3 y? y) <y3 y) L) ( )

K% a primer orden en (¢ — 1),

Para el segundo paso, basta escribir e
el = f DR o oKy (g — 1)K (3.10.14)

Sustituyendo este desarrollo en (3.10.6) y reteniendo solo el término lineal en (¢ — 1), obtenemos

X?(00) = X (00) + (¢ — 1) X¢(c0), (3.10.15)
con ,
st Y s ! Yy
X*t(o0) = lim X (y)/ e K t(y)ei,dy/ (3.10.16)
y—00 0 (1+ev)?
y

/
ey ,

y !
X¢(00) = lim K@) / e AWK (y) — K°(y) dy (3.10.17)

y—oo 0 (1+ev')?

Estas integrales pueden calcularse en forma numérica y el resultado es,
X(c0) =0,15+ (¢ — 1)0,18 (3.10.18)

donde el valor X®'(c0) = 0,15 es el que se obtiene en la teorfa standard. En la Fig.(3.4) se muestra la
dependencia lineal de X?(c0) con (¢ — 1) provista por la ecuacion (3.10.18) superpuesta con la solucion
numeérica completa de la ecuacion (3.10.6). Vemos de esta manera, que en efecto, ambas soluciones
coinciden para valores de (¢ — 1) cercanos a 0, esto es, para pequenas desviaciones de la situacion
standard. Una ecuacion andloga a (3.10.18) fue presentada por Torres y Vucetich en [20], en el marco
de la aproximaciéon asintética. Lo que hemos mostrado aqui es lo que sustenta aquella aproximacon y
dado el rango de su validez.

3.11. Balance con correcciones no-extensivas

En esta seccion resolveremos la ecuacion (3.9.1) sin ningun tipo de aproximacion, esto es tomaremos
para A}, y A, las expresiones dadas por (3.8.4) y (3.8.5) respectivamente. Nuestro objetivo serd
cuantificar la desviacién que se produce entre los resultados obtenidos con el BST y aquellos que
surgen del andlisis completo, es decir considerando el BNE.

Por definicion, AY(y) = Adn(y) + Alp(y), sumando las ecuaciones (3.8.4) y (3.8.5) vemos que A%(y)
queda separado naturalmente en un término standard y un término correctivo,

Ay) = 7%5(12+6y+y2) [1+e7Y], (3.11.1)
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1 a

A(y) = 3T [90 [1+ 7] + 30y [1+5e Y] +y° [1421e7Y] +12¢° + '] . (3.11.2)

Debido a la linealidad del operador integral, lo mismo sucede para K%(y) en (3.9.12). Utilizando las
expresiones halladas para At (y) y A°(y) y llevando a cabo las integrales correspondientes obtenemos,

K(y) = b(1 — elg — D)[Kr(y) + L Ry (3113)
o . 4 3 1 4 1\ _,
Ki(y) = [(EJF?J@) + <E+?>e ] (3.11.4)
. 30 15 3 30 60 3\ L, g ap

donde las funciones Fi(1,y) son nuevamente las funciones integro-exponenciales definidas en (3.10.5).
Como antes, reconocemos en la expresion (3.11.3) el término standard, K*!(y) = bK(y).

Al igual que cuando se considera el BST, en el marco del BNE también sucede que

)‘gn(y) _
yooe Ad(y)

(3.11.6)
En efecto, dado que en el BNE en el limite y — 00 es A (y) o y 3y A (y) o< y~te™Y, se tiene

An(y) 1 1
1 P =1 = lim —— =0. 3.11.7
oo N(y)  ymoo 1+ Non(y)/A9(y)  y—oo 1+ eb ( )

De esta manera el analogo de la ecuacion (3.10.6) es

v o d (Ap(y)
X9(00) — — 1 Kq<y>/ k() 4 (Anp 2 11,
(00) Jim e ; e a7 \30.0) dy (3.11.8)




Es importante notar que debido a que esta funcién diverge como (y~3) en el origen y como (—y) en
el infinito un ané&lisis similar al que hicimos cuando tratamos el caso del BST nos muestra que, a
diferencia de lo que sucedia en aquel, cuando consideramos el BNE los desarrollos a primer orden no
tendran éxito. Esto es asi debido a que cuando uno de estos dos términos dominantes tenga el signo
adecuado para que la integral en (3.11.8) converja en el origen, el otro sera el responsable de que la
integral diverja el el infinito y viceversa.

Desafortunadamente, la compleja dependencia del integrando de (3.9.1) en (¢ — 1) hace mucho
mas dificil un andlisis analitico a priori como el que hicimos en el caso del BST para determinar el
rango de valores del parametro (¢ — 1) para los cuales la teoria estadistica resulta siquiera viable. De
todas maneras es ain posible un estudio detallado del comportamiento de la derivada de la funcion
A (y)/A9(y) y del integrando de (3.9.1) para distintos valores de (¢ — 1). Esto es lo que hemos hecho
en las figuras Fig.(3.5) y Fig.(3.6)

Del analisis de estas figuras vemos que el hecho de considerar el BST en vez de el BNE se traduce en
una diferencia fundamental en la dependencia funcional de los integrandos en juego en X9(o0). Cuando
el BNE es considerado, y debido al comportamiento de la derivada de la funcion A, (y)/A%(y) para
valores negativos de (¢ — 1), ya no esta garantizado que el integrando de (3.9.1) sea siempre negativo.
Para valores de (¢ — 1) < —0,1 la integral de (3.9.1) es positiva (i.e. X?(c0) < 0). Con esto quedan
descartados los valores de (¢ — 1) < —0,1. Por otro lado, analizando los graficos de la Fig.(3.5) para
valores positivos de (¢ — 1) vemos que la derivada de A}, (y)/A%(y) no cambia demasiado respecto del
comportamiento standard. Debido a que los problemas de convergencia se encuentran en el origen y
dado que K9(y) tiene esencialmente el mismo comportamiento (i.e. K9(y) ~ y~3) que en el BST, es de
esperar que los argumentos que dimos en la secciéon anterior para imponer el limite superior al rango
de valores de (¢ — 1) aceptables; sean aun vélidos. Efectivamente esto sucede, como se comprueba del
analisis de los graficos de la Fig.(3.6) para valores de (¢ — 1) > 0. Alli vemos que no so6lo existe una
cota superior para (¢ — 1) sino que ademas esta se encuentra entre 0.19 y 0.2 al igual que en el BST.

De esta manera, cuando consideramos el BNE, los valores de (¢ — 1) para los cuales la teoria
estadistica tiene sentido fisico quedan acotados en el rango

—01<(¢—1)<0,.2. (3.11.9)

Vemos asi que el hecho de considerar el BNE impone un rango mas estricto que el BST. Para valores
de (¢ — 1) fuera del intervalo dado por (3.11.9) el sentido fisico de la descripcion se pierde.

3.12. Discusiéon y conclusiones

Comparemos entonces los resultados obtenidos en las secciones 3.10 y 3.11. Para esto observemos
la figura Fig.(3.7), donde se muestra X?(co) para distintos valores de (¢ — 1) tanto en el BST como
en el BNE. Como claramente se nota a partir del gréafico, las diferencias son notables, y crecen cuando
|¢ — 1| tiende a sus valores limites. La tabla (3.1) da los valores explicitos de X9(co) obtenidos segun
la integracion numeérica para el BST, el BNE y la analitica a primer orden en (¢ — 1) en el marco del
BST. Como puede verse, para valore de (¢ — 1) cercanos a 0 el calculo para el BST esta perfectamente
descrito por la aproximacion lineal.

La desviacién del caso standard es, para el BNE, mayor que la que provee el BST, para un mismo
valor de (¢ —1). Esto puede verse directamente de la figura Fig.(3.7) o analiticamente de la tabla (3.2)
donde hemos escrito los coeficientes del ajuste lineal de X%(co) cerca de 0 tanto en el BST como en el
BNE. Por completitud también se muestra el resultado obtenido en el BST a primer orden en (¢ — 1),
el cual como ya hemos mencionado coincide con el ajuste lineal de la curva obtenida para X?(oco) para
valores de (¢ — 1) pequenos.
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(q—1) | X7 (BST) | X7 (BST) | X7 (BNE)
(O (¢—1))
0.150 | 0.1472 0.1230 0.6571
0.120 | 0.1441 0.1284 -0.1061
0.100 | 0.1431 0.1320 0.0261
0.050 | 0.1440 0.1410 0.1299
0.010 | 0.1484 0.1482 0.1476
0.001 | 0.1499 0.1498 0.1498
0.0 0.1500 0.1500 0.1500
0.001 | 0.1502 0.1502 0.1503
0.010 | 0.1520 0.1518 0.1523
0.050 | 0.1625 0.1590 0.1635
0.100 | 0.1851 0.1680 0.1915
0.120 | 0.1991 0.1716 0.2109
0.150 | 0.2303 0.1770 0.2561

Cuadro 3.1: Comparacion de los valores de X9(co) como funcién de (¢ — 1) cuando se consideran los

distintos balances (BST y BNE).

‘ Caso ‘ X5t ‘ Xe¢ ‘
BST 0.15 | 0.18
BST O(¢g—1) | 0.15 | 0.18
BNE 0.15 | 0.23

Cuadro 3.2: Coeficientes del ajuste lineal de X(o0) cerca de 0 para el BNE y BST y comparacién con
el calculo a primer orden (BST O(q — 1)).



Hasta ahora hemos discutido la viabilidad fisica de la descripciéon estadistica. Hemos establecido
(tanto en el BST como en el BNE) el rango de valores de (¢ — 1) fisicamente inviables, esto es aquellos
para los cuales X7?(o0) es < 0 o bien > 0,5, aun antes de constrastar los resultados obtenidos con
el experimento. Recordemos que X(oo) es la razon neutrén-barion por lo que claramente un valor
negativo de X (00) carece de sentido. Asimismo un valor de X (co) mayor que 0.5 esté en conflicto con
la dependencia de las tasas de reacciéon con la temperatura, siendo que X = 0,5 es la condicién inicial
para la ecuacion cinética (3.5.1), cuando 7' — oo (es decir, y — 0).

Dentro del rango de viabilidad fisica nos resta ain acotar, mediante la comparaciéon con las obser-
vaciones, el valor de (¢ — 1).

Para obtener una cota directa sobre (¢ — 1) a partir de la abundancia de “He es necesario hacer
un estudio en detalle del proceso de decaimiento de neutrones entre el momento en el que ocurre el
congelamiento (¢t ~ 1 segundo) y el momento en que tiene lugar la nucleosintesis (¢ ~ 3 minutos).

Al incluir los efectos del decaimiento del neutrén en la ecuacion para X9(t) se tiene
X9(t) = exp(—t/7)X9(t), (3.12.1)

donde X9 es la razon neutron-barion ya obtenida y 7 es la vida media del neutrén.

En el momento de captura t = t., cuando la temperatura cae por debajo de la energia de ligadura
del D (2.23 MeV), los neutrones son capturados en deuterones. Luego, éstos colisionan y practicamente
todos los neutrones presentes en t = t. son convertidos en ‘He.

Sustituyendo el valor para t. en la ecuaciéon (3.12.1) y utilizando el valor asintético X9(oco) hallado
en la seccion anterior, obtendremos la mitad de la fraccion de masa de helio producido en el Universo
primitivo. Para hallar un valor preciso de t., debemos analizar las reacciones dadas por las ecuaciones
(3.4.15), (3.4.16) y (3.4.17). Esto sin embargo, supera los objetivos del presente trabajo®, y por el
momento nos contentaremos con el valor de t. obtenido para el caso standard (para un calculo detallado
de t., véase la Ref.[25]) exp(t./T) ~ 0,8. Utilizando este valor obtenemos,

VI = 2X{~e'/T2X9(c0) (3.12.2)
= 0,8 x2[0,15 + (¢ — 1)0,23] (3.12.3)
= 0,24+ (¢ —1)0,37. (3.12.4)

Es notable el acuerdo entre el calculo analitico standard y el valor medio de las observaciones.
Como dijimos, no hay atn un consenso absoluto sobre la abundancia observacional de “He las dos
compilaciones més grandes sobre estas abundancias arrojan [36],

Y, =0,244+0,004 y Y, =0,234+0,004, (3.12.5)

que son s6lo marginalmente consistentes.

A los efectos de considerar un caso tipico, promediamos los valores medios y duplicamos el valor
del error,

Yo% = 0,239 = 0,008. (3.12.6)

Si al mismo tiempo despreciamos la diferencia entre el valor observacional y el valor tedrico en el
caso standard (que es 0.001) podemos obtener una cota para (¢ — 1) a partir de la ecuacion (3.12.4)
exigiendo que |¢ — 1]0,37 < 0,008, esto otorga,

lg — 1] < 0,021. (3.12.7)

YNotese sin embargo que las herramientas para obtener ¢. en el marco estadistico no extensivo fueron deducidas en
el Capitulo 2

SEsto es a los efectos de obtener una primera cota, ya que un estudio mas detallado podria sefialar un valor de (¢g—1)
que, teniendo en cuenta su error, no incluya al cero. Sin embargo, para esto es necesario un anélisis numeérico.



Vemos entonces que, basandonos en las prediccién de la abundancia de *He primordial, son permi-
tidos apartamientos de (g — 1) respecto de 0 de orden 1072 sin que la teoria entren en conflicto con las
observaciones dentro de los errores experimentales actuales.

Finalmente, mencionamos de paso que atin sin calcular en detalle las reacciones que involucran al
D, es posible mejorar este calculo si consideramos que es la temperatura de captura, T, (en lugar del
tiempo t.) la que es igual que en el caso standard.



Epilogo

En esta Tesis de Licenciatura se ha estudiado cémo la descripcion estadistica que se supone valida
afecta diferentes eventos cosmoldgicos a lo largo de la evoluciéon térmica del Universo. En particular,
hemos visto que se modifican la densidad de energia y la de particulas, los ntimeros conservados y
hasta las propias relaciones entre tiempo y temperatura. Esto conlleva variaciones en los procesos de
desacoplamiento y de recombinacién, asi como también en la relaciéon entre la temperatura de los
fotones y la de los neutrinos. Muchos de estos procesos tienen implicancias observables, y entonces
pueden imponerse cotas o rangos de validez sobre las descripciones estadisticas.

Una de las etapas més importantes de la evolucién del Universo es el periodo de nucleosintesis. La
nucleosintesis primordial otorga el test més temprano al cual puede ser sometida cualquier teoria fisica.
Este es también el caso para la descripcion estadistica, i.e. correcciones a las funciones de distribucion
standard. En este trabajo se ha estudiado también, la formacién primordial de “He en forma analitica en
un contexto levemente no extensivo. Hemos analizado varios tipos del Principio de Balance Detallado
Nuclear y se han impuesto cotas estudiando el rango de validez fisico (es decir, cotas que surgen a priori
sin ninguna necesidad de contrastar los resultados obtenidos con las observaciones) y comparado las
predicciones con las medidas més recientes.

Esperamos que esta Tesis de Licenciatura sirva como base para estudios posteriores del tema, en
particular cémo se ve afectado el proceso de captura electronica, el desacoplamiento radiacién materia
y una extenciéon analitica del proceso de nucleosintesis que incluya la formacién de deuterio.
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Apéndice 1

Recordamos aqui los factores de conversion, y los valores de algunas de las constantes fundamentales.

Factores de conversion

1 eV —1.6022x10719J

1 GeV = 1,1605 x 10'3 K

1 GeV~! —1,9733 x 1074 cm — 6,5822 x 10725 s
1J=1kgm?s?

lLerg — 1077J

Constantes Fundamentales y masas de particulas fundamentales
G = 6,67 x 1078 cm3g=172

mp — 1,22 x 1012 GeV

¢ = 2,998 x 100 ¢cm st

h— 1,05 x 10732 s

me = 0.511 MeV

my — 983.3 MeV

my, = 939.6 MeV

Magnitudes astrofisicas y cosmolégicas
Hy' = 3000h~'Mpc = 9,78~ x 10%yr
pe = 1,88h% x 107%g cm™3 = 1,05h2 x 10%eVem ™3
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