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RE SUMO 

Neste trabalho questionamos a validade do princ1pio de 

equivalincia coma principio de acoplamento minima entre campos em 

interacao. Analisamos entao o acoplamento nao -minimo entre um 

campo vetorial e o campo gravitacional, e alg umas consequincias 

deste acoplamento. 

Partindo de uma m~trica esfericamente sim~trica , reso! 

vemos as equacoes para os campos acoplados , obtendo solucoes exa 

tas e interpretando estas solucoes. 
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CONVENCOES E NOTACOES 

Assinatura da metrica; (+,-,-,-) 

Sistema de unidades naturais: c = G = 1 , k = Bn 

µv µ 
Sistema de unidades racionais de carga: F ~ v = J 

Fµv = Aµlv-Avlµ tensor do campo eletromagnet.ico 

R µv 

R = 

G µv 

T µv 

= 

quadrivetor potencial do campo eletromagnetico 

fa fa +f a f T 
BnlY - nYIB Ty Bn 

Ra 
µ~v 

= tensor de Ricci 

- fa f T - tensor de Riemann TB yn 

R µv 
µvg = escalar de curvatura 

= R µv 

2 
= --

1-g 

l Rg - tensor de Einstein - 2 µv -

o.irna t 
= tensor rnornento-energia da rnateria 

ogµv 

L t = densidade Lagrangeana da rnateria ma 

~ = .£!___ - deriva9ao parcial 
Iv - axv 

µ 
v II A = 

µ 
v I A+ {AµK} 

K 
V µjj A = vµjA { µ A} 

vµ = v µ + rµ VA 
; v Iv VA 

v = vµlv - rA V 
µ ; v µv A 

VK 

v 
K 
} 

} 

Deriva9ao covariante no espa90 de 
Riemann 

Deriva9ao covariante num espa90 af im 

gµv - tensor metrico do espa90-ternpo 

gµv - tensor rnetrico inverso 

- quadrivelocidade de urn observador movendo-se nurna 

curva com pararnetro s. 



h µv 

on de 

E 
cd3µv 

Tensor de projecao no tri- espaco ortogonal a 

v 
µ 

- tensor dual 

g = determinante do tensor metrico 

E B = simbolo de Levi- Civita a µv 

fndices gregos sao indices do espa90-tempo (a, µ , etc = 0 , 1 ,2, 3 ) 

fndices latinos sao indices espaciais (i,j , etc = 1 ,2, 3) 

Tensor momento- energia do cam 

po. eletromagnetico. 



A voce , pessoa desconhecida , na certeza que 
urn dia nossas linhas de uni verso st:? encontrarao e 
nesse evento uma nova for<;a surgir.i , que ira violar 
todos os principios conhecidos , de:cru.bilndo de vez 
toda a causalidade e casualidade . 
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INTRODUCAO 

Em 1907, apenas dois anos apos completar a sua Teoria 

da Relatividade Especial, Einstein estava convencido que a chave 

para a extensao do principio da relatividade para movimentos ac~ 

lerados estava na inexplicada coincidencia empirica entre a mas-

sa inercial e a gnavitacional . Para explicar esta coincidencia, 

ele introduziu um novo principio f isico, o chamado "Principio de 

Equivalencia". Baseado neste principio , EinstE:?in previu a de -

f lexao da luz pelo campo gravitacional e inic.iou sua busca por 

uma teoria geral da relatividade. Com o termino desta . teoria , 

Einstein insistiu na importancia fundamental deste principio pa-

ra a sua Teoria da Relatividade Geral. 

Esta insistencia criou uma polemica no meio cientif ico. 

Tern sido argumentado que na sua formula9ao original este princi 

pio nao faz parte da Relatividade Geral. Na sua formulacao trad! 

cional , como a que encontramos em Pauli(*) por exemplo, afirma -

- se que sempre podemos eliminar um campo gravitacional arbitra-

rio em uma regiao infinitamente pequena no espaco- tempo, por uma 

transformacao do sistema de coordenadas. 

Muitos relativistas, tais como Synqe e Eddington , cri-

ticaram esta formulacao, argumentando que uma transformacao de 

coordenadas nao. pode afetar a presenca ou ausencia de um campo 

gravitacional. A presenca de um campo gravitacional "real" e dete_E 

minada por uma caracteristica invariante, a curvatura da metri-

ca . O caso da Relatividade Especial, onde nao existe campo grav! 

(*) 
W. Pauli , Theory of Relativity, 2nd. ed. 1921, Oxford. 



- 2 -

tacional , e justamente o caso em que a curvatura se anula . 

Esta critica tern consequ~ncias imediatas para o ideal! 

zado "elevador de Einstein " . Neste experimento idealizado, uma 

pequena caixa , tal como um elevador , e acelerada de modo a anu -

lar o campo gravitacional existente ou para produzir um carnpo gr~ 

vitacional em um elevador anteriormente livre de gravitacao . No 

entanto em Relatividade Geral , a curvatura da metrica e respons~ 

vel por forcas de mare gravitacionais e seus efeitos podem ser 

usados por um observador dentro do elevador para distinguir en

tre urn campo gravitacional real e os efeitos da aceleracao do 

elevador num espaco livre de gravitacao. B importante notar que 

OS efeitOS destas forcas de mare nao Se anulam quando a caixa 

torna- se arbitrariamente pequena. Por exemplo(*) as deformacoes 

pelas forcas de mare em uma gota de um liquido em queda livre nao 

deixam de existir mesmo quando a gota torna- se arbitrariamente 

pequena (desprezando os efeitos de tensao superficial) . 

S possivel manter um principio de equival~ncia na Rela 

tividade Geral desde que seu conteudo seja modificado.Por exem 

plo , no que alguns autores chamam de sua forma fraca , o princi

pio af irma somente a igualdade das massas in1~rcial e gravitacio 

nal . Alguns autores procuram manter a sua formulacao tradicio -

nal , a chamada .forma forte , argumentando que em regioes infinite 

simais do espaco-ternpo nao ternos acesso a certas quantidades tais 

como a curvatura , que sao construidas com derivadas de ordem su

perior do tensor metrico. Neste caso , o principio fica reduzido 

a um simples e , no que diz respeito aos fundamentos da teoria 

um teorema rnatematico de pouco interesse . 

(*) 
H.C. Ohanian, Am. Jour. Phys . 45, 903 (1977). 
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£: nosso proposito neste trabalho esclarecer alguns po~ 

tos obscures sobre este principio,entre eles o de que este prin

cipio na forma forte seria f undamental para a Relatividade . Alem 

disso, no que diz respeito a sistemas fisicos reais e nao nos 

idealizados, e questionada a aplicabilidade deste principio na 

forma tradicional . Estes assuntos sao analisados no Capitulo I, 

onde tambem serao apresentadas as motivacoes que nos levam a nao 

utilizacao da forma forte do principio e a consequente adocao de 

uma teoria com acoplamento nao-minimo entre os campos em intera

c;ao . 

No Capitulo II estabelecemos as equacoes que derivamde 

urn acoplarnento nao rninimo entre os carnpos gravi.tacionais e ele -

tromagnetico e destacamos o papel deste acoplamento na determina 

c;ao da geometria . 

No Capitulo III obtemos soluc;oes exatas para as equa

c;oes de campo, para urna metrica esfericarnente simetrica e anali

samos as soluc;oes do ponto de vista cosrnologico. Destas solu 

c;oes urna em particular,dedicarnos uma analise rnais profunda comp~ 

rando- a corn o rnodelo padrao . Esta soluc;ao alern de nao apresentar 

singularidades pode representar o universe observado , escolhendo 

-se convenienternente os pararnetros livres . 

No Apendice A sao apresentadas as ge::ieralidades sobre 

a geornetria da triesfera. No Apendice B desenvolve-se o tratarnen 

to de fluidos em Relatividade Geral , e no Apendice · c derivarnos 

as equac;oes provenientes da inserc;ao de urn carnpo de Proca nurn 

espaco-ternpo curvo. 



CAP! TULO I 

PRINCf PIO DE EQUIVAL£NCIA E OBSERVAVEIS 

Neste capitulo pretendernos analisar o principio de 

equivalencia e suas irnpl icacoes na forrna de acoplarnento da grav! 

tacao corn outros carnpos. A partir da definicao de coordenadas em 

espacos curves , varnos encontrar a rnotivacao para nao utilizarrnos 

este principio na forrna em que e usualrnente col ocado . 

A forrna do principio de equivalencia usualrnente acei-

ta por diversos autores estabelece que(l) "Niio podernos distin-

guir entre os efeitos dinarnicos das for9as ine:rciais e gravita-

cionais que atuarn em particulas teste nurna posicao fixa no espa-

co e no tempo " . Muitos autores tarnbern denornina~ a esta forrna de 

forrna forte do principio de equivalencia distinguindo- a da forrna 

fraca que estabelece a unicidade da queda livre baseada no expe-

rirnento de E6tv~s . Em todos os cases ,· os autores considerarn o 

principio de equivalencia forte corno fundamental para a Teoria 

da Relatividade Geral , o que nao e de todo correto pois segundo 

Anderson(~) o principio de equivalencia forte e urn principio se-

parade da Relatividade Geral e cuja validade q~o afeta a valida 

de desta iiltirna , a caracteristica essencial d a Relatividade Ge -

ral e o principio da invariancia geral. De acordo corn e s te prin-

cipio 0 rnenor grupo de invariancia dos sisternas f isicos e 0 gru-

po de rnapearnentos arbitr~rios da variedade quadridirnensional es-
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paco- tempo nela mesma (M .M.G . ) . Uma consequencia imediata deste 

principio e que, como o M. M. G. e um grupo mais geral que o grupo 

de Lorentz da Relatividade Especial , devemos introduzir pelo me

nos um objeto dinamico adicional para a descriQao dos sistemas 

fisicos(* ) , alem daqueles usados na Relatividade Especial ( por 

exemplo , a afinidade para a construc;ao das der1vadas covariantes) . 

0 que este principio nao diz e de quantos objetos dinamicos sao 

necessarios, ou seja como e les se acoplam a um sistema fisico . ~ 

exatamente este o papel do principio de equivalencia forte que 

assegura que o campo gravitacional quando acoplado a outros sis

temas fisicos se acopla de maneira que somente -o tensor metrico 

gµv e suas de rivadas de 1~ ordem aparecem nas equac;oes dinamicas 

que descrevem esses sistemas . Por isso o principio de equiva -

lencia forte ~ chamado tamb~m de principio de acoplamento minimo. 

No entanto e possivel construir equac;oes dinamicas r~ 

zoaveis que violem tal principio , como e 0 caso das teorias decor

pos girantes de senvolvidas por Papapetrou(l) e outros , onde o 

tensor de Riemann aparece explicitamente nas equac;oes dinamicas . 

Alem disso Drununond e Hathrell(i) mostraram que o efeito de pola 

rizac;ao do vacuo da Q. E. D. em presenc;a de um campo gravitacional, 

gera 0 aparecimento de forc;as de mare gravitacionais no par vir

tual formado . em consequencia disso, o principio de equivalen-

cia forte nao e mais aplicavel neste sistema e assim aparecem 

termos de acoplamento nao-minimo na a<;ao do ca.mpo eletromagneti

co e consequente alterac;ao na equac;ao de movimento do f6ton . 

Estes trabalhos acima parecern indicar que nao exis -

tern concretarnente sisternas fisicos locais corno exige o principio 

{*) Sistema fisico em todos os casos quer dizer um campo eletromagnetico, um 
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de equivalencia forte , isto e , sistemas fisicos com uma extensao 

tal que perrnita estabelecer uma equivalencia entre referenciais 

do espaco plano e do espaco curvo (corn carnpo gravitacional) . 

Para analisar esta questao , vamos construir um siste-

ma de referencia no espaco curvo seguindo a tecnica para a cons-

trucao de urn sisterna normal de Fermi. Esse sisterna de referen -

c i a seria o sistema segundo o qual um observador geodesico pode -

ria descrever suas observacoes e e xperimentos locais. A constru

cao deste sisterna e feita detalhadarnente por Manasse e Misner (~~ 

basicarnente (ver Fig . 1 . 1 ) escolhemos urn ponto P
0 

corno origem 

-+ 
p~ra urn conjunto de vetores e ortonormais (a= 0,1 , 2 , 3) , pores a -

te ponto p
0 

encontra- se a geodesica r que passa por p 0 e tern 

-+ 
como tangente o veter e

0 
neste ponto. Como r e uma geodesica, 

0 i p>(xµ) = h(x , x /s, .\ ) 

G 

FI GURA 1.1 - Construcao de um sistema normal de Fermi. 

a sua tangente em cada ponto est a relacionada com eo por trans 

porte para le lo . Assim para cada ponto p = f ( 1 ) , onde 1 e o para 

metro sobre a geodesica r tal que Po = f ( 0 ), obternos uma ta~ 

gente e0 (L). De maneira analoga podemos definir ei (L ) (e=1,2 , 3 ) 

coma vetores em p = f (1 ) obtidos a partir dos vetores e. (0 ) por 
1 
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+ 
tonormal de vetores e ( T) para 

a. 
cada ponto p = f ( T ) de r . 

Varnos supor que 
+ 
eo seja do ti po tempo e OS 

+ 
e . 

l 
do ti po 

espaco . Urn ponto P(xµ ) corn coordenadas de Ferrn.i x µ e obtido pri 

rneiro seguindo- se a geodesica r por urn tempo pr6prio T = x 0 e 

dai segue- se em urna certa geodesica ortogonal a r por urna distan 
2 2 2 

cia (espacial) s = [(x1
) +(x

2
) +(x

3
) J 112 Esta geodesica tipo 

0 i 
espaco G = h(x ,x , A), onde A e o pararnetro da geodesica, e esco 

lhida de forrna que para A = 0 (onde G intercepta r ) a sua tan

gente ~ tenha cossenos diretores xi/s relatives aos vetores de 

0 . - + i+ 0 i i 
base ei (T = x ) , isto e, v = a. ei (x ) corn a. = x /s. 

Nesta construcao f ica claro o signif icado das coorde

nadas xµ para urn observador que se utiliza deste sistema de refe 

rencia para descrever suas observacoes e experiencias locais.Elas 

representarn intervalos ou distancias espaciais e ternporais medi-

das ao longo de geodesicas caracteristicas do espaco- tempo onde 

encontra- se o observador. 

Mostra-se (~_) que neste sisterna de referencia a rnetri 

ca pode ser expandida nurna serie de potencias do tipo 

( 1. 1) 

on de nµv ea rnetrica de Minkowski, [Ra. µBv ]r e o tensor de Rie-

ma nn c a lculado sobre a geodesica r e a expansao e feita em ter 

mos da distancia normal a geodesica r . Podemos nota r que so em 

segunda ordem aparecern os efeitos da curvatura, isto e urna carac 

teristica deste sisterna onde a af inidade se anula ao longo da 

curva r . 

Podernos agora utilizar este sisterna de referencia pa-
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( 1 • 5) 

Vemos que para essa expressao ser equivalente a de um ref erenci-

al do espaco plano , como requer o Principio de -Equivalencia For-

te , i necessirio que xv = 0 , ou seja , o sistema flsico sob obse£ 

vacao nao deve possuir nenhuma extensao , por menor que seja . · Tal 

imposicao nos parece um tanto art ificial visto que ate mesmo um 

objeto simples como o foton ja adquire uma e:xtensao , levando em 

f . d - . ~ . ( 4 ) conta os e eitos a Mecanica Quantica - . 

Neste trabalho vamos permitir que: nossos observaveis 

tenham uma extensao nao nula , de modo que o Principio de Equiva-

lencia Forte nao se aplica a tais sistemas fisicos . Veremos no 

que se segue que apesar da perda na simpl icidade da teoria , esta 

forma de abordagem fornece uma teoria mais rica e em certos as -

pectos mais abrangente que a teoria usual. 



CAPf TULO II 

PRINCf PIO VARIACIONAL E A DETERMINA~AO DA GEOMETRIA 

Neste Capitulo · vamos estabelecer as equacoes para os 

campos gravitacional e eletromagnetico acoplados nao minimal

mente . Partindo de uma acao para OS caropos, utilizaremos o meta 

do variacional de Palatini . Na obtencao das equacoes de campo 

e comparando com as equa9oes obtidas usualmente, mostraremos as 

dif eren9as existentes e a implicacao da utiliza9ao do metodo de 

Palatini na determinacao da geometria do espaco- tempo . 

De uma forma · geral , aceita- se que as equacoes que 

descrevem os campos da Fisica podem ser obt:idas a partir de uma 

acao construida com os campos e utilizando-se o Principia de 

Minima A9ao. 

A acao para um campo qualquer deve ser construida em 

termos de urna integral sabre o quadrivolurne de escalares do cam 

po . No caso do campo gravitacional temos(!) 14 escalares , con~ 

truidos corn 0 tensor metrico e suas derivadas, que a principio 

poderiarn ser usados na construc~o da ac~o para o campo gravita

cional. A escolha usual de H (escalar de curvatura) como o fini

co invariante na construcao da acao e devida a dois motives(!): 

19) Simplicidade : outra escolha forneceria equacoes mais compl~ 

cadas; 

29) A construcao de uma acao contendo outros invariantes quenao 
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R nao fornecem equacoes de campo que no caso de campos f ra-

cos se reduzam as da Gravita~ao Newtoniana. 

Para o campo eletromagnetico temos apenas um invari

ante FµvF , onde Fµv e o tensor do campo 1:detromagnetico pois 
µv 

1 µvpaF 
2 n pa e 0 tensor dual , se reduz 

a uma quadridivergencia t otal sendo eliminada da integral de 

acao pelo Teorema de Gauss . 

Quando temos o campo gravitacional interagindo com 

outros carnpos , a acao para esses carnpos e construida usualmen-

te obedecendo- se ao Principia de Acoplamento Minimo , que , como 

vimos , so permite que 0 tensor metrico e suas derivadas primei-

ras (com que se constroem as af inidades) aparecam nas equa -

~oes dinamicas dos sistemas acoplados com a gravitacao. Sendo 

assim , f icam excluidos da acao para os campos acoplados minimal 

mente termos que misturem os invariantes dos campos com o inva-

riante R do campo gr a vi tacional, pois certamente ta is termos con 

duziriam a equacoes dinamicas para os campos nas quais o esca -

lar de curvatura apareceria explicitamente . 

Vejamos por exemplo o caso do ·carnpo eletromagnetico 

acoplado com o campo gravi tacional. f:>elo Principia de Acoplamen 

to Minimo , a acao para os campos acoplados deve conter apenas 

os dois invariantes dos campos somados is fontes . £ ficil ver 

que a a~ao neste caso se escreve como (.l.2_) : 

onde LM e o termo da acao que inclue o conteudo material 

termo de corrente (fonte ) do campo eletromagnetico . 

( 2 . 1 ) 

e o 
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Por outro lado , o que foi vista no Capitulo I acer-

ca do aparec i rnento de terrnos de c u rvatura assoc i ados a urna 

"extensao" nao nula para os sisternas f isicos acoplados corn a 

gravitacao , bern corno resultados desagradaveis da Relatividade 

Geral , no que diz respeito ao problerna da singularidade inici-

al nas solucoes cosmol6gicas das equacoes de Einstein e a incom 

patibilidade do campo eletromagnetico como fonte de geometrias 

homogeneas e isotr6picas (Friedmann- Robertson- Walker) , .havendo 

necessidade de recorrer a "medias " para descrever esse cam po 

nestas geometrias , nos levam a abandonar o Principia de Acopla-

mento Minima na tentativa de obter resultados satisfat6rios pa-

ra esses problemas. Resultados satisfat6rios ja foram obtidos 

por Nove l lo e Salim(~) e servem como motivacao para tentarmos 

alterar a acao para OS campos acoplados. Nesse trabalho cita -

do (~) parte- se de uma lagrangeana geral para os carnpos acopla 

dos da seguinte forma : 

onde A e y sab constantes e Aµ e o quadrivetor potencial do cam 

po eletromagnetico . 

Nessa lagrangeana sao excluidos os termos do tipo 

RF Fµv pois esses terrnos resultarn em equacoes de campo que co_!! µv 

tern derivadas de R e portanto , derivadas de 3~ ordern em gµv · O 

termo yR AµAv foi analisado em ( 10 ) . Em vista de ser um ter
µ \) 

mo de mesma ordem que o termo ARAµA e de introduzir complica
µ 

coes desnecessarias nos calculos , nao trataremos desse termo na 

analise que se segue. 
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po eletromagnetico acoplado nao minimalmente com a gravitacao : 

( 2. 2) 

onde Aµ e o quadrivetor potencial do campo eletromagnetico, LM 

e 0 termo da a c ao que inclue 0 conteudo material e 0 termo de 

fonte do campo eletromagnetico . A e uma co~stante , adimensional 

neste sistema de unidade (C ; G ; 1 ) . 

Costuma-se obter as equacoes para o campo gravitacio-

nal efetuando variacoes em relacao a metrica, considerando- se a 

afinidade def inida em terrnos das derivadas de g . Desse rnodo a µv 

geometria e determinada a priori coma sendo Riemanniana . Corn es-

- d b (10 ) . -se meta o o temos ~ as seguintes equacoes : 

- k(E +T ) µv µv (2 . 3) 

Nas equacoes acima , duas barras significa derivada 
(0) (0 ) 

covariante no espaco de · Riemann, R e Gµv sao as expressoes 

para o escalar de curvatura e o tensor de Einstein no espaco _de 

2 µ 
Riemann , A ; A - A , E e o tensor momento- energia do camp:> el~ µ µv 

tromagnetico e Tµv o tensor rnomento- energia da materia . 

Em nosso trabalho vamos utilizar o metodo variacio -

nal de Palatini(..l_l,~) , desse modo permitimos que as afinidades 

variem independenternente de g ' nao havendo conexao entre rnetri µv 

ca e afinidade . Como verernos esta conexao aparece coma resulta-

do da varia9ao em relacao as afinidades. 

variacoes da acao (2 . 2) em relacao a gµv fornecern: 
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Utilizando os seguintes resultados conhecidos : 

oL = l - 9 T ogµv 
M 2 µv 

0 1- g = _21 ;::g g ogµv 
µv 

oR = R o gµv 
µv 

obtemos as seguintes equa9oes : 

(1~AA2 )G + ARA A = - k (E +T ) µv µ v µv µv ( 2 . 4 ) 

onde G e o tensor de Einstein e R o escalar de curvatura numa µv 

geometri a af im (onde nao ha relacao e n tre a af inidade r e a me 

trica) . 

Para determinar a conexao entre a afinidade r, a me 

trica e o potencial A , efetuamos variacoes em relacao a afini
µ 

dade . 

Como apenas R depende de r a varia9ao de (2 . 2) , 

em relacao a r e : 

( 2 . 5) 
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Sabemos que 6R = µv6R • g µv 

Utilizando- se um sistema de coord enadas l ocal, onde a 

afinidade se anula , temos: 

Uti lizando este r esultado em (2 . 5 ) juntamente com a 

( 1+AA2) = n2 , obtemos: 

( 2 . 6 ) 

def inicao 

( 2 • 7) 

A densidade escalar l=g tern peso 1 , assim os dois p r imeiros ter 

mos em ( 2 . 7) representam divergencias de densidades vetoriais de 

peso 1 e como sabemos, par a uma densidade Aµ de peso 1 segue a 

expressao (.§_) : 

Estes termos representam pois divergencias totais que podem ser 

eliminadas pelo teorema de Gauss . Assim ficamos com a expressao : 

( 2 • 8) 

Pelo principio da minima a~ao temos que : 
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Este resultado implica que a densidade Gµv =;:g n2gµv obedece 

ao seguinte sistema de equacoes 

G ll V _ .:!_ 0v Gµo _ 
2
1 0~ Gvo = O 

;a. 2 a ;o ~ ;o 
(2.10) 

Tomando- se o traco v = a obtemos de (2.10) 

logo, (2 . 11) 

A partir de (2 . 11) podemos obter explicitamente a conexao procu-

rada: 

gµv;a = gµvja. 
r e: 

µa 

gva;µ = gvaj µ 
r e: 

vµ 

gaµ ; v = ga.µjv -
r e: 
av 

Denotando-se 

temos que : 

g e: v 

g e: a. 

ge:µ 

r e: 
Vet g e: µ 

r e: 
Ct]l gve: 

- r e: 
g a e: µv 

= { A } 
µ a 

onde {µ,\a.} sao os simbolos de Christoffel . 

Assim, as afinidades 

r >. >. 
µa = { µ o:} 

Agora de (2.11) temos 

r .\ 
µa 

(2 .12) 

(2.13) 
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(r.::a n2 µv) = o g g ;a 

(2.14) 

De (2.12) vem 

)..IV 
g ;a = 

Utilizando esta expressao juntamente com a da derivada covarian

te de uma densidade de escalar de peso 1 dada por w; a = w I -f e: w 
a e:a 

obtemos de (2.14) 

De (2.13) fazendo µ = A temos que 

r e: 
e: Cl. 

ja que Qµva = Qvµ~ • 

Ass im, ( 2 . 1 5 ) f i ca 

1 Q e: 
2 £ a 

Utilizando o resultado conhecido(~) {~e: } 
c.. a. 

Tomando-se o traco de (2 . 16) encontramos 

(2 . 15) 

/ - gl a 
= · f icamos com 

/-g 

(2.16) 
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Assim, substituindo em (2.16) obtemos: 

n2 
Qµv ~ µv 

= 
n2 

g 
a 

OU 
n2 

Qµva = ~ gµv n2 

is to e, 
n2 

gµv;a = ~ gµv (2.17) 
n2 

Esta equacao pode ser entendida como a equac;ao de definic;ao de um 

espaco-tempo de Weyl integravel (W.I.S . T) pois, conforme Novel

lo(_lJJ 

e uma condicao necessaria e suficiente para um W.I.S . T. , no nos 

2 so caso ~ = tn (Q ) . 

Nao impomos nenhuma relacao entre metrica e af inida 

de, permitimos que as duas variassem independentemente. O prin-

cipio da minima acao forneceu entao a conexao entre metrica , af~ 

nidade e o potencial Aµ' determinando a geometria do espaco-te~ 

po. 

No caso em que temos o campo eletromagnetico acopl~ 

do minimalmente com a gravitacao, obtemos que a estrutura do es 

paco-tempo e Riemanniana , mas no caso do acoplamento nao-minimo 

a estrutura do espaco nao e mais, em geral , Riemanniana. 

Vamos agora, utilizando a afinidade def inida por 

(2.13) e (2 . 17), reescrever as equacoes para o campo gravita -

cional (2.4) de modo a compara- las com as equacoes obtidas pela 

variacao usual (2.3). 
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usando a notacao = -
2 
~ 2 , en 
n 

contramos: 

(2.18) 

Com esta expressao para as afinidades obtemos: 

3 1 1 a 1 1 £ 
2 w µ 11 v + 2 w v 11 µ - 2 w 11 a g µ v - 2 w µ w v + 2 we: w g µ v 

R = 
( 0) 

R 
3 O'. 

+ w w - 3 2 O'. 

(0) (0) 

(2.19) 

Ct 

w Ila (2 . 20) 

onde Rµv e R sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatu 

ra na geometria de Riemann (construidos com os simbolos de Chris 

toffel) e as duas barras derivada covariante na geometria de 

Riemann. 

De (2.19) e (2.20) chegamos ·a expressao para o ten-

sor de Einstein 

Substituindo essas expressoes em (2.4) encontramos: 

( 1 + 
2 ( 0) 

A ) G + 
µv 

( 0) 
A R A A 

µ v 
2 

+ AA I µII v 

2 2la 2 
3 A A A I g 

~a µv + 

+ 4 ( 1 + J.A ) 

= -K(E +T ) 
µv µv 

(2 . 21) 

(2 . 22) 

Comparando com (2.3) vemos que ate primeira ordem em 
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A as expressoes coincidem perfeitamente , no que diz respeito a 

estrutura do espaco-tempo. So podemos decidir se este e Rieman-

niano ou nao a partir dos efeitos dos termos de ordem superior 

em A. O caso particular A
2 = cte. fornece as mesmas equacoes 

o que era de se esperar pois de (2.17) gµv;A = 0 e 9 espaco

-tempo e Riemanniano. 

Para obtermos as equacoes para o campo eletromagnet~ 

co temos somente que variar a avao (2 . 2) em relacao ao poten-

cial A , obtendo : 
µ 

onde Jµ e 0 termo de fonte que vem de LM (2.2) I duas 

(2.23) 

barras 

signif ica derivacao covariante no espaco de Riemann e R o es-

calar de curvatura · para uma geometria afim. 

Escolhendo a estrutura do espaco-tempo como Riemanni 

. . (10) d ana a priori ~ , as equacoes se re uzem a: 

(2.24) 

No caso que estamos tratando o espaco- tempo nao e Riemanniano 

em geral , assim utilizando (2.20) em (2.23) encontramos: 

(0) A2Aµ D A2 A3AµA2 l ciA2 

F µ v II v 
A R Aµ 3 3 la + jJ = - 2 + - (2.25) 

2 ( 1~AA2 ) 4 (1+AA2 ) 2 

Como no caso das equacoes do campo gravitacional, aqui tambern 

a dif erenca na estrutura do espaco-ternpo se f az notar atraves 

dos terrnos de ordern superior em A . 



CAPITULO III 

SOLUCOES DAS EQUACOES DE CAMPO 

Neste capitulo vamos obter e analisar solu9oes exatas 

para as equa9oes de campo obtidas no capitulo anterior . 

Va~os nos deter apenas na analise de solucoes para a 

representacio da estrutura global do espaco-tempo, isto e, os 

chamados Modelos Cosmologicos. 

Estamos particularmente interessados em analisar as 

condicoes que levam ~ viola9io dos teoremas da singularidade , 

em alguns modelos cosmologicos obtidos a pa:rtir <las equa9oes de 

campo modificadas. 

Temos entao o seguinte sistema de equacoes 

( 0) 
( 1+A.A

2
) G 

µv + 
(0) 

AR A A µ \) + 

=-811 (E +T ) µv µv 

* ( 3 . 1 ) 

(3.2) * 

onde usamos o sistema natural de unidades c = G = 1 e k = 8 11 e 

* Observacao:· daqui por cliante varros omitir o sobrescrito (0) . 
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o sistema de unidades racionais de carga (_l_~_). 

Vamos procurar solucoes parn essas equacoes em espa -

cos homogeneos e isotr6picos , que representam razoavelmente bem 

o universo atual . Assim escolhemos o seguint:e elemento de linha : 

ds 2 
dt2 - a (t) d a 

2 
( 3. 3 ) = 

com 

do
2 dx

2 
dy 

2 
d z 2 + + 

= 
Q, 2 

onde 

E: 2 2 2 
Q, : 1 + 4 ( X +y + Z ) I E: = ± 1 f 0 

O caso particular a (t) = cte e e: = 1 representa 0 

elemento de linha do universo de Einstein . Vamos analisar este 

caso com detalhe . 

O elemento de linha do universe de Einstein se escreve 

como: 

2 2 2 
(dx +dy +dz ) 

1 2 2 2 2 
[1 +if (x +y +z )] 

( 3. 4) 

2 
com a = cte = 1 este elemento de linha caracteriza uma 3- esfe -

ra imersa num espaco quadridimensional com seu raio constante e 

igual a unidade . 

Um calculo direto nos fornece: 

RO 
0 = 0 

R1 
1 = R2 

2 = R3 
3 = 2 

R = RO 
0 

+ R1 
1 

+ R2 
2 

+ R3 
3 

= 6 
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Com isso temos 

GO 
0 = - 3 

G1 
1 = G2 

2 = G3 
3 = - 1 

Para o quadripotencial Aµ faremos a escolha 

µ 1 2 3 
A = (0, cx. n ,cx.n ,cx.n ) (3 . Sa) 

onde ex. e uma constante e ni sao as componentes de um vetor tan 

gente as parataticas(*) da 3 -esfera(~ ) I que neste Sistema de co-

ordenadas tern componentes : 

n 1 = -Xy + 
1 
2 xz 

2 
Xx 1 x ± 1 n = + 2 yz = ( 3. Sb) 

3 1 2 2 2 
n = 1 -

4 
(x +y - z ) 

( 16) * 
Para cada ponto (x,y , z) da 3- esfera prova-se~ que se podemtr~ 

9ar duas parataticas (geodesicas equidistantes) ao eixo z (ele 

mesmo uma geodesica ) , cada uma delas tendo como tangente nesse 

+ ponto o vetor n , para cada um dos valores de X da expressao 

(3 . Sb) .Facilmente demonstra- se, pela isotropia do tri- espa90, de 

que a situa9ao·. descrita acima para 0 eixo '.Z e valida tambem p~ 

ra OS eiXOS X e y, iStO e, podemos tra9ar por qualquer ponto (X , 

y , z ) da 3-esfera para taticas a estes eixos, as tangentes a essas 

parataticas estando relacionadas com 

* 

+ 
n por permutacoes cicli-

cas de (3 . 5) . Assim sendo , podemos, sem perda de generalidade 

+ 
utilizar apenas o vetor n em nossa analise futura . 

(*)Sao gecxlesicas equidistantes caracter.isticas da 3·-esfera (ver Apendice A). 
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~ irnportante notar que o vetor Aµ a lern de ser tangen

te a geodesicas · e tarnbern vetor de Killing do e spaco-ternpo pois 

satisfaz as equacoes: 

AµA v ii µ = 0 Equacao da geodesica 

= 0 Equacao de Killing 

Alern disso 

2 = - a = cte ( 3. 6) 

Corn isso ternos de (2.17) que a estrutura do espaco-ternpo e Rie -

rnanniana neste caso e alern disso : 

F . = 0 
Ol 

F .. 
lJ 

( 3. 7) 

onde Fµv = Aµj v - Avlµ e o tensor do carnpo eletrornagnetico 

E: . 'k e o sirnbolo totalrnente antissirnetrico de Levi - Ci vita e 
lJ 

1 2 2 2 
f = 1 + 4 (x +y +z ) • 

O tensor rnornento-energia do carnpo e.letrornagnetico cuja 

def inicao· e 

E __ 1 [F CL F 1 F F a 8] 
µv 4rr µ av + 4 9 µv a6 (3. 7a) 

tern cornponentes 

EO 
2 

CL = 2rr 0 

Ei. 1 [a 2oi. 2a 2 i 
Tl . ] = - 2 7T + Tl 

J J J 

Eo. 
l = 0 
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nal (3 . 1) se reduzem a: 

(3.8) 

Tomando kT µ = - /\6µ onde /\ e uma constante, ficamos com o se -
v v 

guinte sistema de e qua9oes : 

( ~) i#j 6>.a 
2 i 
n n. = 

J J 

de on de se ob tern 

>. 4 
= 3 

(0) 2 
4a 

2 
3(1 - >.a) = 

0 

( ~) i=j 
2 

-(1->.a ) = J 

( 3 . 1 1 ) e ( 3 . 1 2 ) da 0 

4a 2 /\ 
- -3- + 3 = 

2 
4a + /\ 

de onde vem 

2 /\ = - 80. 

8a 
2 i n n. 

J 

- /\ 

4a 2 
/\ ·I-

Para o campo e l etromagnetico temos de (3 . 6) e (3.2) : 

Fµv >. 
II v = 2 

RAµ + Jµ 

com R = 6 e >. 4 
= 3· 

Como Foi = 0 e Ao = 0 

oi o 
F jj i=J =0 

A outra equa9ao nos fornece a corrente 

( 3 . 9) 

(3 . 10) 

( 3 .11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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i. 1 ~ ij 
F J ll j ?: - ( y - g p ) I j = 

v'- g 

i 
4a11 

(3.15 ) 

Vernos que ha o aparecirnento de urna corrente proporcio 

nal ao potencial vetor Ai i = a.n embora a dern>idade de carga seja 

nula . Podernos entender este resultado levando em conta que essa 

teoria nao e invariante ou gauge devido ao terrno ARAµA na la
µ 

grangeana , o que ja se ve de (3.2) onde Aµ aparece explicitarnen 

te nas equa9oes de carnpo . 

t irnportante notar tambern que dent:ro do esquerna de aco 

plarnento nao-rninirno ternos urn campo que def in·~ urna dire9ao pr i vi-

legiada, corno o carnpo eletrornagnetico , servindo de fon te para urna 

geornetria hornogenea e isotropica sern r ecorrer a nenhurn artif icio. 

Tornando o resultado acima como ponto de partida, varnos 

agora investir em situa9oes rnais cornplexas. Para isso tornare -

mos o seguinte quadrivetor potencial: 

corn 

AO = 8 ( t ) 

Ai= cx (t) ni 
(3 . 16) 

onde ni sao as cornponentes do vetor de Killing da 3-esfera, ja 

visto anteriorrnente (3. 5) , que agora vai representar as cornpone~ 

tes de um vetor de Killing das hipersuperf ic:ies t = cte da segu~ 

te geornetr ia : 
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2 2 2 
= dt2 _ a2 (t) (dx +dy +dz ) 

f 2 
(3.17) 

Verifica-se que o potencial Aµ definido por (3 . 16) e 

tangente ~s geod~sicas de (3.17) pois AµAv~µ = 0 mas n~o satis

faz a equac;ao de Killing Aµ~ v + Avjj µ f:. 0 e tambem sua di verge_!! 

cia vale 

. 
Aµ = B + 3 a B 

~ µ a 
(3 . 18) 

Alem disso, 

(3.19) 

Queremos encontrar soluc;oes para as equac;oes (3.1) e 

( 3. 2) 

/.2A2jo.A2 
3 lo.9 µv 

+ "4 ( 1+/.A2 ) + 

( 3 • 2) 

Para o elemento de l inha (3.17) encontra-se 

RO 
.. 

3 a -
0 a 

.. 
R2 R3 2 2 R1 a (a +1) = = = - + 2 1 2 3 a a 



Com isso temos que 

G1 
1 = 

De (3.16) obtemos 

GO 

2 
G 2 

F . 
Ol 

F . . 
lJ 

= 
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3 . 2 
= 2 (a 

0 a 

G3 2 a 
= - -

3 a 

. 
= - a.[2 ~ + 

a 

+ 1 ) (3.20) 

1 · 2 - 2 (a + 1) (3.21) 
a 

(3 . 22) 

(3.23) 

Com isso , o tensor E definido por (3.7a) tern componentes: µv 

(3.24) 

(3.25) 

A solucao do sistema (3.1) , (3.2) para o caso geral se apresen

tou praticamente impossivel , mesmo no caso particular ~2 = cte . 

onde o espa90- tempo e Riemanniano e as equa9oes se reduzern a : 

(1 +AA
2

)G + ARA A = - 8 n (E +T ) µ v µ v µv µ v 

No entanto o caso particular A2 = cte = 0 fornece uma solucao 
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bem simples que passamos a descrever: 

Vamos tomar 

Escolhendo 

a. ( t) 

temos que 

2 2 2 
B = a. a 

a.o 
B(t) = ± -a. 

o sistema de equacoes (3.1J, (3.2) se reduz a : 

( 3 . 26) 

(3.27) 

(3 . 28) 

(3.2 9 ) 

(3.30) 

Com a escolha (3.27) obtemos de (3 . 22), (3 . 23 ), (3 . 24) e (3.25) 

F 
oi = 0 (3 . 31) 

2 
k 

F .. 
2a.a X = 

f 3 
E: .• kn lJ lJ 

(3.32) 

EO 
2 a. = 2n 0 (3 . 33) 

Ei. 
2 

oi. 
2 i a. a. 

·1 . J = - (2 +--2 n 
J J na J 

(3.34) 

EO. 
l. 

= 0 

Sabemos pela radia9ao de fundo de 3 graus Kelvin que o 
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nosso univcrso passou por uma fuse qucnte ondc a tcmpcratura da 

materia era muito alta. Nesta fase e de se esperar que tenham~ 

vido grandes gradientes de temperatura e outros processos de co~ 

duc;ao de calor para atingir- se um estado de equilibrio termico 

no universe . Com base nesse fato , vamos representar o conte6do 

material do universe por um f luido imperfeito com f luxo de ca -

lor , ou seja , 

onde: p e a densidade de materia 

p e a pressao isotropica 

qµ e o vetor f luxo de calor 

V e a quadrivelocidade do fluxo 
JJ 

( 3.35 ) 

h - g v v e 0 tensor de proJ· e~ao no triespa~o orto 
\JV - \JV - JJ V Y Y 

gonal a VJJ. 

Com isso resolvemos as equac;oes do campo ~ gravitacional: 

( ~) i # j ARAiA. 8 AiA. = 2 J J a J 

OU seja, 

.. • 2 
1 

8 
0 (3.36) aa + a + - 6X = 

Chamando a 
2 

= u, (3 . 36) f ica , 

u - u = c 0 

on de 

- 2 
8 (3.37) UC = + TI 
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Resolvendo essa equacao encontramos 

u (t) 

u
1 

e u 2 sao constantes arbitrarias, e 

Finalmente a solucao de (3.36) e : 

a(t) 

As outras equa~oes do campo gravitacional sao: 

( ~) i 
J 

( <?) 
1 

= 

3 
a2 

j 

+ 

2 (+2u
0

t+u
1

) 
1 

+2 
4 a a 

0 = -8 nT O 

4°0 
2 

8 
- --4-

- 3,\a2 
a 

= - 8n ·ri. 
1 

(sem 

(3.38) 

(3.39) 

soma) 

(3 . 40) 

(3.41) 

Para uma classe de observadores com quadrivelocidade 

tangente as curvas coordenadas xi= cte., ou seja, Vµ = 

o tensor momento- energia (3.35) se decompoe como: 

TO 
0 = p 

·ri. 
1 = -3p 

TO. ;:: qi 1 

Assim, de (3.39), (3.40) e (3.41) obtemos: 
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(+2u
0

t+u
1

) 2 12a
0 

2 

8 n p 3 3 = 2 + -
4 4 4 a a a 

(3.42) 

2 
4a

0 
2 

8 np 1 
(+2u 0t+u

1
) 

8 = 2 + - -----r - ·- -2 
a 4 a a 3>.a 

(3.43) 

8nq . 
8a

0 
B 

11 . = - -4-1 1 a 
(3.44) 

Como B = temos de (3.44) que o fluxo de calor pode es tar 

entrando ou saindo da regiao dependendo da escolha de B • 

As equa9oes do campo eletromagnetico nos fornecem 

Fµv >. RAµ+Jµ 
II v = 2 

para µ = 0 

Fov 
II v 

= 0 = ~ RAO+J O 
2 

dai, 

Jo = 
4 (3 
2 (3.45) 
a 

Para µ = i 

Fiv 
4a

0 i >. RAi Ji 
I v = -4- 11 = 2 + 

a 

entao, 

Ji 
8a

0 i = -4- n (3.46) 
a 

Vemos que aqui tambem a escolha do sinal de B vai de -

terminar o sinal de Jo. 

~ interessante notar que este mode l o satisfaz as con-

di9oes de conserva9ao de energia e carga pois no caso geral: 
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Tµv 
II v 

pois G µ v II v = O 

Assim 

em geral . 

Mas, no nosso caso, devido as simetrias e a escolha particular 

do potencial Aµ , temos que: 

Eµv - o 
II v = 

e 

j~ que da equacao da geodesica , AvAµ~v _ 0 e verifica-se que 

\) 

(RA ) II\) - 0 (3 . 47) 

Assim 

Tµv 0 
II v - . 

Da mesma forrna 

µ A µ 
J II µ = 2 (RA ) II µ 

que em geral e diferente de zero, nao havendo conserva9ao do 

quadrivetor corrente . No nosso caso , no entanto , devido a(3 . 47) 

e conservado. 

Vamos agora analisar mais detalhadamente alguns aspe~ 

tos desta solucio·. 

De ( 3.38 ) vemos que a (t ) e real somente se u(t ) = 

= u
0

t 2+u , t+u 2 ~ 0. Temos varios casos em que u(t) G 0: 
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1) u0 > 0 temos os casos: 

u ( t) 

a) 

0 t 

u (t) 

b) 

0 t 

u ( t) 

c) 

u ( t) 

2) 

FIGURA 3.1 - Graficos para a funcao u(t) . 

Os intervalos onde u(t) assume valores negativos nao 

sao permitidos fisicamente, pois neles a(t) assume valores ima -

ginarios . 

~P.rnns ainda o caso particular u~ = -1 + 
4 = O. Neste 
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caso, 

a (t> 

a(t) = o para t = 

u2 
Assim temos uma singularidade nesta solu9ao. Para ! = - U-' co-

1 
mo u 2 e u

1 
Sao inteiramente arbitrarias, poderiarnos Utilizar OS 

parimetros observaveis: H = ~/a (constante de Hublle) e q = 
.. 2 -

= -a/ a ( 1 /H ) (parametro de desacelera9ao) para determinar os va 

lores dessas constantes de modo a torna- la cornpativel com as 

observa9oes. 

t interessante notar que o f ator de escala dessa solu 

9ao (a(t)) tern um cornportamento assint6tico, para t + 00 dado 

por a(t) ~ t 1 / 2 semelhante ao modelo de Friedmann se9ao eucli 

deana cuja fonte de curvatura e a radia9ao (Fig . 3.2) . 

a ( t) 

0 t 

FIGURA 3.2 - Grafico da funcao a (t) para o caso u
0 

0 , u
2 

0. 
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Ainda nesse caso , as equacoes que definern a densidade e a pres-

sao para urn observador corn Vµ = sao: 

2 2 

( 0) 81r p 3 3 u, 12a
0 

= -2 + 4 -4 -4 0 
a a a 

2 2 

( ~) i= j 8rrp 
u1 1 

4a
0 

= -4 -3 - -4 J 4a a a 

As outras quantidades perrnanecern inalteradas. 

0 ca so que rnais nos interessa e o caso em que uo > 0 

2 
e ( u 1 ) < 4u

0
u 2 , pois neste caso a(t) > 0 para qualquer !_ nao 

haven do port an to singularidades na solucao. A este ca so sera de 

votado o restante de nossa discussao (Fig. 3.3). 

a(t) 

0 t 

2 
FIGURA 3.3 - Grafico da fun~ao a(t) para o caso u0 > 0 e (u 1) < 4u0u2 . 

Analisando as equacoes (3.42) e (3.43), vernos que a 

densidade e pressao estao relacionadas atraves de: 

(3.48) 

ouseja(*) : 

(*) 
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por 
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p* 1 
= - p 3 

sendo a pressao termodinamica; ~ 0 coef iciente de 

(bulk)t 
. 

volumar e 3 a o parametro de ; = expansao. a 

Para garantir que 0 tensor momento energia, 

(3.35) I (3 . 42) e (3 . 44) seja um objeto f isicamente 

viscosida 

def inido 

acei tavel, 

devemos impor sobre o mesmo certas condicoes chamadas condicoes 

de energia(_l..2). Temos dois tipos de condi9oes de energia , a sa-

ber : 

1) A condicao de energia fraca (..:!_2) , que se escreve como : 

T vµvv ~ O V vµ do tipo tempo ou nulo, ou ainda como 
µv 

p G 0 p+p G 0 (3 . 49) 

2) A condicao de energia dominante(_l_2_) que expressa 0 f ato 

que a velocidade do som num f luido e sempre menor que a veloci-

dade da luz neste meio . Para fluidos adiabaticos esta condi9ao 

se escreve como : 

p ~ 0 - p ~ p ~ p (3 . 50) 

A condicao (3.49) e satisfeita ajustando-se os parame-

tros livres. 

Para p ~ 0 devemos satisfazer a desigualdade : 

3 3 
a2 + 4 

Como 4 a e sempre positivo, devemos ter : 

12 2 
0 

4 a 
~ 0 

t No caso geral ~ depende de p,p, do volurre V da tenperatura T e no caso do 
-1'."l .. ~ ,;i~ ~..,...._,..,,+- "'"" Tl'Y"\1 d mont-l"'IC:: nt=>ri ,.::v:i; rnc:: rln ~r; ml"'I T r'ln 'f'IY)Ui IT;ont-n hTPr R<=>f' 
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Essa desigualdade e satisfeita para todo tempo t se 

e, alem disso, 

2 2 2 2 
bi.= [12(u

1
+u

0
u

1
)J - 4[12(u

0
+u

0
) (12u

2
+3u

1 
-4 8a

0 
)] < o 

(3 . 51) 

Como u 1 e u 2 sao inteiramente arbitrarias, podemos 

sem perda de generalidade , escolher u 1 = 0 (que corresponde a 

uma translacao temporal da origem) e assim obter de (3 .5 1) a re-

lac;ao : 

que e satisfeita se 

Ja condic;ao 6 0 
~ satisfeita a p+p sera se 

2 16a0 
2 

2 
(2u0 t+u

1
) 

2 
UO 

~ 0 2 + 4 - 2 - ----r 
a a a a 

Com u
1 

= 0 essa condic;ao se resume em 
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e alem disso 

(3.52) 

Temos de (3.52) que a rclacao 

deve ser satisfeita, e para isso devemos ter 

e (3. 53) 

Com estas restricoes, a condicao (3.49) e satisfeita . 

De mesma forma, a condi~ao (3 . 50) tambem e satisfeita pois p e 

sempre positiva e p+p > U sempre, logo, a pressao nunca se tor 

na maior que a densidade, mesmo com a pressao sendo negativa em 

algumas etapas da evolucao do modelo. 

t importante aqui salientar o signif icado fisico des -

sas condicoes . A condicao fraca e uma imposicao de que a densida 

de de energia medida por qualquer observador(*) e sempre nao ne-

gativa . 

Ja a condicao dominante esta ligada ao fato de que num 

f luido a velocidade do som nao pode superar a da luz pois, con -

f orme H k' (1 7) aw i ng - dp/dp me de a velocidade do som num f luido 

adiabatico , logo p deve ser me nor que p para que a velocidade 

do som seja sempre me nor que c . 

(*)Por qualquer observador quererros dizer que um observador caracterizado por 

c:11:::. rn1;:inrhn:>lrir.inriclP. Vµ. oode ter aualauer Vµ tiDO temoo OU nulo . 
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Muitos autores costumam apresentar al6m dessas condi-

9oes , tam.bem a condi9ao p+3p ~ O como uma condi9ao de energia . 

No entanto, conforme Hawking(.l.2) , esta condi9ao nao diz respei-

to a energia do fluido e sim a convergencia das curvas do tipo 

tempo , mais precisamente, a partir da equa9ao de Raychaudhuri p~ 

ra um fluido perfeito: 

. vµvv e2 
e = R 3 µ \) 

e das equa9oes de Einstein 

R 1 R - kT - 2 gµv = µv µ \) 

Segue que como T vµvv e a densidade de energia local, R vµvv 
µ \) µ \) 

Seria sempre negativo, e 0 mesmo acontecendo COm e, OU seja , 8 

seria monotonicamente decrescente, havendo portanto uma conver -

gencia no passado das curvas tipo. tempo ou nulas dos observado

re s vµ. No nosso caso , no entanto , as equa9oes do campo gravita-

cional estao modif i cadas: 

R - l g R + ARA A µv 2 µv µ v 
* = - kT µv 

on de 

* T = T + E µv µv µv 

e para um observador com Vµ = temos 

I 

Assim , a equa9ao de Raychaudhuri f ica :' 

e 3u
0 

3uo2t2 3uo2t2 
= - -? L1 L1 
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a 
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~ obvio por esta expressao que e nao e rnonoticarnente decrescen 

te havendo urn tempo em que e muda de sinal. Isso ja era previ~ 

to pois nosso rnodelo, como vimos, nao apresenta singularidades , 

logo e deve mudar de sinal quando passa pelo ponto onde o fator 

de escala a(t) e minimo . Por esse motivo a imposicao p+3p > O se 

apresenta incompativel com as caracteristica s do presente modelo. 

Corn rela9ao as outras componentes do tensor mornento-

energia, podemos observar que a equa9ao (3.44) , q ue define o ve-

tor f luxo de calor 

(3.44) 

nao tern sernelhan9a corn a conhecida expressao fenornenologica(..:!l) 

(3.54) 

onde K e o coeficient e de condu9ao de calor; T e a ternperatura 

do f luido e a = v II vµ a acelera9ao da congruencia de curvas, a a µ 

definida em fun~ao da quadrivelocidade do fluido. 

A expressao (3.44) nao pode ser colocada na forrna 

(3.44), pois ni nao pode ser escrito como gradiente de um esca-

lar. Al~m disso, escolhemos a congruencia normal Vµ = 

acelera9ao dessa congruencia e nula . 

6 µ 
0 e a 

Vemos que o fluxo de calor em (3 . 44) tern a dire9ao de

finida pela parte espacia~ do potencial Aµ. Isso nos leva a pen-

sar que nesta teoria , que nao e rnais i nvariante de Gauge, as 

expressoes fenornenologicas devam ser modif icadas tendo em conta 
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Essa caracteristica pode ser notada tambem nas equa-

coes que def inem a densidade de cargas e a corrente do campo ele 

tromagnetico 

Jo = _!_AO 
2 

a 

Ji 8 Ai = 2 
a 

onde ambas as quantidades estao relacionadas com o potencial 

No entanto, podemos satisfazer a expressao fenomenologica que re 

laciona a densidade de cargas e a corrente, 

p* e a densidade de carga 

-t- -+ 
J = p*v ( 3 . 55) 

escolhendo convenientemente a velocidade do f luido carregado 

4 
p * = 3 0:0 

a 
para (3 = 

_., 2 -+ 
Assim, com uma trivelocidade v = a n para o f luido 

a expressao (3.55) e satisfeita . 

carregado 

Esse fato nos leva a pensar que a eguacao (3.54) nao 

e satisfeita em razao do fluido nao Ser comovel corn OS observa 

<lores Vµ = o
0
µ • Isto signif ica gue o f luido deve ter urna quadr~ 

velocidade inclinada com rela9ao as hipersuperf icies de homoge-

neidade do espaco- ternpo , semelhante ao que e sugerido por Tup -

per (_!i) • 

Assim , escolhemos para decompor o tensor . momento-eneE 
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corn 

VQ = cf> 

v . = r n. 
l. a i 

(3.56) 

ct> e y sao funcoes que devern obedecer a relacao ct>
2 - y2 = 1 que vern 

de 

(3.57) 

A principio tentamos dar urna interpretacao de fluido perfeito p~ 

ra o conteudo material do rnodelo , rnotivados por Tupper <.l.1) , se -

gundo o qual o rnesrno conteudo material pode ter interpretacao de 

fluido perfeito ou irnperfeito , dependendo da quadrivelocidade do 

observador . 

Assirn, tentarnos para o observador corn quadrivelocidade 

vµ urn f luido perfeito : 

T = pv v - ph µv µ v µv 

cuja decornposicao fornece 

o o = - a1n [Eoo = pv vo- ph 0 

i i i T . = pv v.-ph . = 
l l l 

1 i i i 
8 ~ [E .+G . +ARA A.] (sem soma) 

" l l l 

i i = pv v. - ph . = 
J J 

Substituindo (3.56), encontra - se: 

2 
8n ( pcf> 

2 
+ PY ) 3 

= 2 + 
a 

i 1 j 

(3.58a) 
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y2 i 
- Bn (p+p ) 2 n ni + BTip = 

a 

1 
2+ 
a 

2t2 
uo 

4 

2 4a
0 

- -4-
a 

- 8- (sem sana) 
3J.a2 a 

(3.58b) 

8a
0 

2 

- 8TT ( p+p) y <P 
11 i ni = - -5-a a 

(3 . 58c)~ 

2 i (p+p) 
y 

0 
~ n n. = 
a J 

(3 . 58d) 

Para satisf azer ( 3 . 58d) , devemos ter p +p = 0 ou y = 0, 

mas isso e incompativel com (3.58c) . Isso indica que o conteudo 

material dessa solucao nao admite a interpretacao de f luido per -

feito (pelo menos para essa classe de observadores ) . 

Com esse resultado , retornamos entao para a inter pre -

tacao do conteudo material como fluido imperfeito : 

T = pv v - ph + qµv\! + q v µ\! µ \) µ\! \) µ 

Como qµ e ortogonal a v , ou seja qµv = O, qµ 
ll µ 

deve ter a for -

ma : 

qo = yQ 

(3.59) 

qi = .! Q 11 . onde q µq = - Q2 
a l. µ 

Com isso as componentes do tensor momento- energia sao: 

TO p<f> 2 2 
2y<f>Q = + PY + 

0 

Ti . 
2 i + 2y <f> Q i 

( p+p ) 
y ( sem soma) = 2 n n. - p n n i l. l. 2 
a a 

TO. ( p+p) <PY {y 2 +¢2 ) Q. = ni + n. 
l. a a l. 
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i -F j 

Juntamente com as equa9oes de campo (3.29), es sas equ~ 

9oes fornecem o resultado 

3 - ~ -
a 

2 
L i llQ i - 8n( p +p) 2 n ni - 2x8n 2 n n i + 8np = 
a a 

( p+p) n 9. (y 2 +<I> 2) n. + n . a l. a l. 

. 2 
i ~ i 

( p+p) L n n . + n n . 2 J 2 J a a 

De (3.60d ) vem que 

Q = 

= 

= 

e a 0 e 
- 4-

a 

0 

( p+p)y 
2 cj> 

ni 

+ 

1 
2+ 
a 

2t2 
uo 

4 
a 

(3.60a) 

(sem soma) 

(3 .60b) 

(3 . 60c) 

(3.60d) 

(3.60e) 

Substituindo (3 . 60e) em (3.60 a ) , (3 . 60b) e (3.60c ), obtemos: 

3uo2t2 12a
0 

2 

8 TT p 3 
= 2+ 4 4 

a a a 

2t2 4a.o 
2 

81rp 1 uo 8 
= 2+ 4 - -r - - -2 

a a a 31.a 

8TI 9. 
8a 0 8 

= - 4-a a 

Essa ultima equa9ao pode ser reescr ita como 
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( p+p)y 
2acj> 

(3.61) 

Esse resultado juntamente com (3 . 57 ) nos permite deter 

minar ye¢ (a menos de um sinal ) . 

B notavel que tanto para essa classe de observadores 

µ µ 
como para a classe com V = o 

0
, as expressoes para a densida-

de de energia e pressao coincidam perfeitamente . 

Essas ultimas exp ressoes permitem escrever o fluxo de 

calor como 

0 yQ 
ya0 B 

q = = --3 (3 . 62a ) 
il a 

i ! Q i cJ>a 0 S i q = ri = - 4- n a n a 
(3 . 62b) 

ye cp poderr. ser determinadas pelas equacoes (3 . 61) e (3.57): 

2 co mo y 

e dai 

( p+p) 1 [_!_ 
4uo2t2 

= 8TI + 4 2 
a a 

cp 2 ::/[uJ 2
a 

8 
= 

(16ao2)2 

= <1> 2-1 

cp 2 [UJ
2

a 8 
= 

[U]2a8 - (16ao2)2 

2 
( 16q o 2) 2 

y = 
[UJ

2
a

8
- (16 a n

2
)

2 

_8_] = 
3)..a2 

1 
Sil [U ] 
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ou seja , 

<P = ± 
[U] a 4 

(3.63) 

y = ± (3 . 64) 

Para essa classe de observadores (3 . 56) , as expressoe s 

para o fluxo de calor podem ser postas na forma (3 . 54). Vejamos : 

A aceleracao da congruencia (3.56), de f inida como 

tern componente s 

0 
ao = VO ii Ov 

0 
a. ;: viii Ov l. 

a 
a. 

+ vO Jj iv 

+v ill j v 
j 

i 
= 

= ( <P 

2 
. . a cp cp +y -
a 

(3.65a) 

. . 
r yep ~) + n . a 2 l. a 

(3. 65b) 

Por outro lado, a partir da relacao de Gibbs da termodinamica,p~ 

demos determinar o comportamento · da temperatura. Essa relacao se 

escr eve como : 

onde o = s/n e a entropia por particula, e n = 1/V. V e o volu-

me por particula . 

Como n, p e p sao funcoes do tempo a penas, a temper~ 

tura T tamb~m ser~ funcao do tempo unicamente, ou seja , 
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Assim , da equa~ao (3.54) 

q = h BK (T - Ta ) 
a a J (3 B 

obtemos as s eguintes componentes : 

2 • • 2 a· 2 • • qo = - y K [T-T( cj>cj> + y a)] - <J> yKT( y + y~) 

h . jKTa. 
l J 

. 
~ K n i[T-T( <J> ~ + y

2 
:)] 

Por outro lado , temos de (3.62) b q ue a, 

de onde vem que : 

q. = 
l 

qo 

qi 

= 

= 

ya0s 
-3-
na 

<J>ao (3 
-4-

a 
n . 

l 

Ambas as expressoes f ornecem a mesma equacao 

que com a equacao (3 . 57 ) se reduz a: 

(3.66a) 

(3 . 66b ) 

(3.67) 
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• a • 
- yKT + KT (- y - y ) 

a 

Vamos supor que a temperatura T seja da forma 

-n T = T0 a 

onde T0 e n sao constantes. Com isso (3.68) se torna 

. 
a -n - n 

nyK T0 a a + KT0 a (- a y - y) 
a 

(3.68) 

(3.69) 

As condi9oes a serem satisfeitas para que a condutividade termi-

ca K seja positiva sao : 

f3 > 0 (n-1) y: y > a (3. 70) 

Utilizando os recursos da computa9ao algebrica podemos 

verificar que essa segunda condi9ao e sempre satisfeita para t>O 

desde que 0 < u
0 

< 1 , que como vimos em (3.5 3 ), e satisfeita nes 

se modelo. 

Com a condutividade termica positiva ( K > 0) , a produ-

9ao de entropia(*) para essa classe de observadores, cuja expre~ 

sao se escreve como : 

Ct 

s II a 

e sempre positiva, ou seja, 

(*)ver Apendice B. 
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Cl. 
s II a > o 

pois 

e n,que e 0 coeficiente de viscosidade de " shear" e inteiramen-

te arbitrario e, portanto, escolhemos n > 0. 

Para encerrarmos o estudo das propriedades do modelo 

vamos verif icar o comportamento dos parametros cinematicos e ou-

tros aspectos observacionais do modelo. 

Os parametros determinados experimentalmente sao basi -

camente o desvio para o vermelho, a constante de Hubble, o para-

metro de desaceleracao e a anisotropia na radiacao de fundo de 

3K, esta ultima mostra que o universo atualmente sofre uma expa~ 

sao praticamente isotropica (considera-se a anisotropia observa 

da como resultante do efeito DBppler). Alem disso, acredita-se 

que o universo nao sofra uma rotacao global. Num modelo de Uni -

verso essas caracteristicas servem para determinar algumas cons-

tantes arbitrarias do modelo , alem de eliminar certos modelos que 

nao as satisf azem . 

Para uma dada classe de observadores com quadriveloci 

dade Vµ OS parametros observacionais SaO: 

. ( 23) 
1) constante de Hubble generalizada ~ 

onde e 

H = ( 6£ ) • 
6£ 

µ =V IIµ' oa 6 otensorde "shear", 

( *) 

a n um vetor tipo espaco 
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normalizado (nana = - 1) e 6.R. e o . comprimento representativo de 

finido pela relacao acima. 

2) Parametro de desaceleracao. 

q = (6 .R, ) •• 1 

6 .R, 1-i2 

3) Tensor de cisalhamento ("shear ") 

Este tensor determina a def ormacao · de um volume elementar do 

fluido, aaB = 0 para expansao isotr6pica. 

4·) Tensor de rotacao 

W = _21 (h µh v 
aB a B 

O tensor de rotacao determina a rotacao rigida de um volume ele 

mentar do f luido. 

Para a nossa solucao temos no caso de um observador 

. 
e µ 

3 
a 

= v IIµ = a 

. uot 
H 1 e a 

= 3 = - = . 2 a (u
0 
t+u 2 ) 

2 2 
a 1 uo(uot +u2) 

1 q = . 
H2 

= 2 + 
a (u

0
t) 

Para esses observadores a exoansao e isotr6oica, nao 
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have ndo rotacao. 

µ y i Para os observadores com v = (ct>, - n ) temos: 
a 

. 
µ • a 

e = v ~µ=ct>+ 3 a ct> 

q = ( oi J 1 
6~ ~ 

( 6 i ) • 
ot 

O tensor oa S tern componentes: 

4. 3 • y 4cp 
. 

2y ~) a y 2¢3 a 2 (ct> a 0 00 = y ct> - y ¢ (y - + - - - + y + - ct> ) a a a 3 a 

. 2 . 4 . . 
n . [y 3 ct> ct> - l_l + 3 3 a y y 3 5 a cp 2y 2 y 

0 oi = 2 y 2 2a + - y 2 + 2a + 
l. a 2a 2 a a 

. . . 
3 cpy 3 a cp2y a y 2cp2 a cpy <P + - 2 - 2- 2 + 2 3a a a a 

2. y2 2 
2 . 3 

2cpy a y ct> y ep (y-2y ~) y(y- 2y 0 .. = n.n.[ ct> <P 2 + 3 + - 2 2 1] 1 J a a a 3a a a 

. 
2y2cp ~] <P g . . - 3 3 1] a 

. 
a) + a 

Apes um calculo extenso usando recursos de computa<;ao eletroni-

ca , encontramos que o comportamento assintotico desses parame -

tros (para t + oo ) e: 

2 1 µv - 14 w = 2 wµv w oc t 

02 1 
= 2 

a o µv 
i1v 

ex: t-10 

Isso demonstra que em rela<;ao a expansao 8 OS outros parame -

tros decaem muito rapidamente, e para um tempo suficienterrente longo 

os observadores verao uma expansao aprox:i.rnadarcente i sotr6pica e sem rota9ao. 
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ramente verificar se o fqton continua seguindo as geodesicas nu-

las da geometria, para essa eletrodinamica modificada . 

Para isso vamos considerar uma aproximacao 6ptica geo

metr ica das equacoes de campo conforme Ellis(Jl_). Isto significa 

que o campo eletromagnetico sera considerado um campo de 

no espaco- tempo livre de cargas e correntes. 

ou seja, 

As equacoes do campo nesse caso sao: 

F 
µv = A I - A I µ v v µ 

Uma condicao satisfeita por Aµ e : 

prov a 

(3 . 71) 

(3.72) 

Vamos tentar uma solucao 6ptica das equacoes de campo 

( 3. 71) do tipo 

A = e(cp)L + termos menos significativos 
µ µ 

(3. 74) 

onde: a) e ( <P} 

b) e(cp) 

e uma funcao arbitraria da fase <P 

varia rapidamente em relacao a amplitude L ,ou seµ 

ja 

onde definimos o vetor de propagacao K = a .. ¢ e o colchete [µ v] 
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significa antissimetrizacao [ µv] = µv-vµ. 

A condi9ao a) e condi9ao de que informa9oes arbitra-

rias podem ser propagadas por sinais ou "ondas"; b) e a condi 

cao que o sinal representa uma onda de alta frequencia com uma 

amplitude pouco variavel em relacao a frequencia da onda. 

Substituindo (3.74) em (3.71), (3.72), e desprezando 

os termos menos signif icativos , temos: 

F = e' µv 
de 

e ' = 
d<j> 

[gaµg Bv (e' K L + e L ) ] = -
2
A RAµ r µ v 1 r v 11 µ 1 II s 

Em termos de~", e' e e temos 

Da condi9ao (3.73), 

µ 
(RA ) IIµ = 0 

temos 

Em termos de e' e e temos 

a Let.R 
L II Ct. = - R I Ct. 

Assim, obtemos de (3.76) e (3.75) que: 

(3.75) 

(3. 76) 
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e I -r 

ou seja , 

= 

e 

A equa<;ao (3. 77 ) irnplica que KµKµll v 

= K 
viiµ I assirn 

K 
µII v 

KV = 

OU seja, OS raios lurninosos (curvas 

= 0. Mas corno K 

0 

cuja tangente e 

A RL 
2 µ 

(3 . 77) 

(3 . 78 ) 

(3 . 79 ) 

= a µ<I>' Kµll v = µ 

o vetor K µ 

sao geodesicas nulas (KµK = 0) da geornetria considerada. Corn 
µ 

isso vamos calcular o .desvio para o verrnelho . 

A taxa de varia<;ao de e ( <t> ) rnedida por urn 

corn quadrivelocidade Vµ e: 

observador 

Se dois observadores corn quadrivelocidades V~ e V~ rnedem a taxa 

de varia<;ao do rnesmo sinal e($ ) a razao dessas taxas de varia -

<;ao sera (KµVµ ) 1/ (KvVv ) 2 . Esse resultado pode ser interpretado 

corno urn efeito de dilata<;ao temporal . Se dt e o intervalo de tern 
(KµVµ)~ 

po proprio entre dois pulses do sinal, ent~o dt 2/dt 1 - .. v 
(Kv V ) 2 

isto e, as frequencias observadas estao relacionadas por 
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O desvi o para o vermelho (Z ) e definido como 

ou seja , 

z = 
,\ - ,\ 
obs . em. 

,\ 

>. obs. 

em. 

\) 

1+Z = ,\ = 
em. 

\) 

obs. em . 

1+Z = 
(K Vµ) 

µ em . 

(K V \!) 
v obs. 

Para o . nosso mode l o , a homogeneidade e isotropia do 

espavo- tempo garante que todas as geodesicas nulas para o futu -

ro sao .equivalentes . Assirn , basta considerar· as geodesicas na 

direcao radial em torno da origem. 

Para essas geodesicas temos sua tangente dada por(_J_~_) 

1 1 = a(t) (1 , a(t) ' 0 , 0) K 
µ 

Para os observadores com Vµ = 6µ 
0 

Assirn vale a relacao: 

1+Z = 

tipica dos modelos tipo F . R . W. 

1 
= a(t} 

a obs . 
a em . 

1 = a (t} (1 ,-a , 0 , 0 ) 

Urn dos problernas mais graves da cosmologia p a drao e 

a existencia de horizontes nos modelos tipo Friedmann-Robertson 

- Walker (F.R . W. ). A existencia de tais horizontes torna inexpl~ 
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existem regioes causalmente desconectadas. Um horizonte e geral-

mente def inido como sendo uma fronteira entre coisas observa -

veis e coisas nao observaveis, para um dado observador . Segundo 

Rindler(_l.2) podemos distinguir dois tipos de horiz9ntes. o pri-

meiro chamado horizonte de eventos e def inido para um dado obse£ 

vador ~ como sendo uma hipersuperficie no espaco-tempo que se -

para todos os eventos em duas classes: aqueles que tenham sidoou 

que serao observados por A, e aqueles que nunca serao observados 

por A. 0 outro tipo de horizonte e o chamado horizonte de parti 

culas e definido, para um observador A em um dado instante de 

tempo !o' como uma superficie no triespa90 instantaneo t = t 0 , 

que divide todas as ·particulas em duas classes, aquelas que ja 

foram observadas por ~ no tempo ~o e aquelas que nao f oram obser 

vadas por ~· No caso de universos caracterizados pelo elemento 

de linha de F.R . W.: 

{ 
2 2 2 2 2} dr +r (de +sen 6d¢ ) 

( 1 + ~ r2) 2 
4 

com a luz seguindo as geodesicas nulas da metrica (ds
2 = O) . A 

equacao para os raios luminosos com movimento radial e = ¢ = O e: 

dt 
a(t) = ± 

dr 
E 2 

1 + 4 r 

com o sinal indicando se o raio luminoso se afasta da origem ou 

se aproxima dela. 

A condicao necessaria e suf iciente para a existencia 

de um horizonte de eventos ea convergencia da integral(_!_~_): 

dt 
a ( t) 
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pois assim existe para um dado tempo ~O uma particula determina

da por 

dt 
a(t) 

dr 
£ 

+ 4 
2 

r 

onde o
0 

faz o papel de uma coordenada radial , tal que um foton 

emitido pela particula, no sentido da origem no tempo t
0

, atinge 

a origem num tempo t = oo. Fotons emitidos no mesmo. tempo t
0 

por 

particulas mais afastadas nunca atingem a origem . 

S . d . .. . t ( 1 9) eguin o o mesmo rac1oc1n10 mos ra - se ~ que a condi 

cao necessaria e suficiente para a existencia de um horizonte de 

particulas e a convergencia da integral 

t 

I 
0 dt 
a(t) 

0 

OU 
dt 

a(t) 

Nesse ultimo caso quando a(t) e definido para valores negatives 

ilimitados de !' como na nossa solucao. 

A partir desses conceitos , podemos verif icar se a nos-

sa solucao apresenta algum tipo .de horizonte. 

No caso do horizonte de . eventos devemos testar a con -

vergencia da integral 

= Joo dt 
to V,....u_

0

_t _2_+_u_
2

_, 

No nosso caso , como u 0 > 0 , 4u0u 2 > 0, essa integral e imediata 

e vale 

Joo __ d_t_ 

t_ 1/ ') 
= 1 

~ 
= 00 
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Assim temos que , pela nao convergencia da integral acima nao te -

mos horizonte de eventos para essa solucao. 

Para o horizonte de particulas similarmente devemos ve 

rif icar se a integral abaixo converge: 

dt 

Integrando nos limites dados, temos: 

= 1 

lu
0 

arc senh 

Novamente a integral nao converge demonstrando a ine -

xistencia do horizonte de particulas para essa solu9ao . Assim , 

do que foi visto, temos aqui um outro ponto favoravel nessa solu 

9ao, que como ja vimos, nao possui a singularidade inicial dos 

modelos tipo Friedmann. A nao existencia de horizontes torna po~ 

sivel o contato causal entre todas as partes do universo,expli -

cando assim a alta isotropia observada. 
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CONCLUSAO 

De tudo que foi visto podemos concluir que, se abando-

namos o Principio de Equivalencia Forte , permitindo que outros 

campos, como o campo eletromagnetico , tenham um papel mais fund~ 

mental na evolucao ·dinamica do espaco- tempo , esses campos , quando 

acoplados convenientemente , podem ajudar na tentativa de soluci~ 

nar alguns problemas apresentados pela Cosmologia padrao. Dentre 

esses problemas podemos citar, por exemplo, a singularidade ini

cial e a existencia de horizontes, que nao estao presentes no m~ 

delo apresentado . Alem disso , em nosso modelo temos processos dis 

sipativos que podem ser usados , na tentativa de explicar a alta 

entropia observada. no universo atualmente(~). Um outro fato que 

deve ser levado em conta, e que dentro do esquema de acoplamento 

apresentado , foi possivel compatihilizar uma fonte anisotropica , 

como o campo Aµ , com uma estrutura geometrica homogenea e isotr~ 

pica sem recorrer a nenhum artificio . Vale a pena ressaltar tam

bfm que , como esta desenvolvido no Apendice C, a analogia usual

mente feita entre o acoplamento nao minimo e a atribui9ao de uma 

massa ao £6ton nao e , em geral , correta! Alem do mais, como vi 

mos no texto, a aproxima9ao 6ptica <las egua9oes do campo eletro-

magneti co preve gue o foton segue as geodesicas nul as d a geome

t~ ia, como no caso da eletrodinamica acoplada minimalmente com 

a gravita9ao. 



AP~NDICE A 

TRIES FERA 

As observa9oes astronornicas sugerern que o universo 

e hornogeneo e isotr6pico para escalas superiores a 10 8 anos- luz. 

Essas evidencias provern da observa9ao de . fontes de radio e priE 

cipalrnente da radia cao de fundo de 3~. Alern disso , existern ra

zoes para se acreditar que o universo seja f inito (ernbora ilimi 

tado ) . 

19) Do ponto de vista da Re l atividade Geral, as condi 

9oes de contorno para uma hipersuperf icie f echada sao bem rnais 

simples que as condicoes no inf inito de uma estrutura quase- Eu

c l ideana. 

29 ) A ideia de Mach, que a inercia dos corpos depende 

da interacao mutua entre os mesmos, esta contida , nurna prirnei

ra aproximacao, nas equacoes de Einstein . Mas esta ideia so se 

aplica a universos finitos. 

Se considerarnos valida toda a argurnenta9ao anterior 

para a escolha da geometria que mais se aproxima da geometria 

do universo, a escolha mais natural e a geometria .da triesfera, 

que e uma generalizacao 3- dimensional da geometria da superfi

cie esferica , sendo como esta ultima uma entidade f inita mas ili 

mitada . 

Para visualizarmos esta geometria, vamos imagina~la 
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imersa em um espaco Euclideano 4-dirnensional. 

Considerando urn sisterna de eixos cartesianos (X , Y, Z, W) 

centrado na 3 - esfera (observe que tanto na 3- esfera como na 2-

- esfera so tern sentido se falar em "centro da 2-esfera " quando 

consideramos esta ultima imersa nurn espaco Euclideano de dimen

sao superior pois intrinsecamente tanto a 3 - esfera corno a 2 - esfe 

ra nao possuern um "centro") (ver Figura A. 1) 

x 

z 

FIGURA A. 1 - Coordenadas intrinsecas e extrinsecas da triesfera. 

A rela9ao entre as coordenadas extrinsecas ( 4-espaco 

Euclideano ) e i ntrinsecas (X,8 , ¢ na 3 - esfera) e dada por : 

x = a sen x sen e cos ¢ 

y = a sen x sen e sen ¢ 
(A . 1) 

z = a sen x cos e 

w = a cos x 

Dai segue que 0 elernento de linha da 3-esfera e: 

do 2 = dx2 
+ dY

2 
+ dZ

2 
+ dW

2 

2 r _, . . 2 . __ .. 2 . . I _, A 2 __ •• 2 I'\ _, J \ , ,..,,. ""\ \ 
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onde a e o 4- raio da superf icie esferica 3- dimensional 

2 = a 

A homogeneidade e isotropia da 3- esfera e evidente pois qualquer 

rotacao no 4-espaco Euclideano , que leva um ponto da 3-esfera em 

outro, deixa inalterado o elemento de linha (A.2) 

Em vez das coordenadas X, 8 , ¢ podemos usar outras co 

ordenadas intrinsecas x, y, z como na Figura A.2 , onde a rela -

y 

€) ' .,_ 
r', 
I 

I ' ' 
' - I - - _.._ - - -t-- - -------1 

}-- -
10 

I 
I 

p(x, 

FIGURA A.2 - Coordenadas x, y, z da triesfera. 

cao entre as coordenadas e: 

cos e = z 

v 2 2 2 1 
x +y +z 

tg ¢ = y 
x 

x v 2 2 2 2 tg 2 = X +y +Z 

Com essa transforma9ao o elemento de linha (A . 2) fica: 

(A. 3) 
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Apesar de possuirem algumas propricd~des semelhantes , 

como o fato de serem entidades finitas mais ilimitadas, a 2-esf~ 

r a e a 3-esfera possuem algumas dissemelhancas , por exemplo , sa-

bemos que na 2- esfera nao existem geodesicas paralelas pois toda 

geodesica da 2- esfera e uma circunferencia maxima , e essas se en 

contram em pelo menos dois pontos . Na 3 - esfera, no entanto , exis 

tern pares de geodesicas nao coplanares que mantem entre si uma 

distancia constante. A esses pares de geodesicas damos o no me 

de parataticas , ou paralelas de Clifford(J_~_,_l_§_) . Utilizando- se 

as coordenadas das intrinsecas (x,y,z) da 3 - esfera, irostra-se (2_,_l..§) 

que pode - se tracar por cada ponto da 3-esf era dua s parataticas 

ao eixo z (que e uma geodesica da 3- esfera) cada uma delas ten-

do como tangente o vetor 
-+ n cujas componentes sao : 

1 1 n = - £Y + 2 xz 

2 1 
n = £. X + - yz 2 

3 1 1 (x 2 2 2 
n = - 4 +y - z ) 

c = +1 para a paratatica a direita e c = -1 para a paratatica a 

esquerda do eixo z. 

Temos assim um campo de pa·rataticas ao eixo z pois a 

cada ponto (x,y,z) da 3- esfera as duas parataticas ao eixo z que 

passam por aquele ponto f icam univocamente determinadas pelo ve -

-+ 
tor n . 

A situacao acima descrita tambem se aplica aos eixos 

x e y , isto e, tambem podemos tracar por cada ponto da 3-esfera 

duas parataticas ao eixo x e ao eixo y . ~ facil ver que pela ho-

mogeneidade e isotropia da 3- esfera as expressoes para as outras 

parataticas estarao relacionadas entre si atraves de permutacoes 
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ciclicas. Assim, temos para o eixo ~' fazendo as permutac;oes 

z + x, x + y, y + z . As parataticas a esse eixo tern como tange~ 

te para cada ponto da 3-esfera o vetor 

Cl. 1 1 1 (y 2 2 = - 4 - z 

2 1 
Cl. = - e: z + 2 yx 

3 1 
Cl. = e: y + 2 zx 

+ 
Cl. 

2 - x ) 

de componentes 

Procedendo da mesma forma para o eixo y, obtemos atraves da pe£ 

muta~ao z + y, y + x , x + z, em o vetor com componen -

tes 

1 e: z + 2 xy 

1 2 2 2 - if ( Z +X - y ) 

1 
- EX + 2 zy 

E f acil verif icar que esses 3 vetores sao linearmente 

independentes, ou seja: 

~ · n = s·n = ~ · s = o 

Pela sua propria construc;ao, cada um destes c a mpos satisfaz a 

equa~ao da geodesica: 

i j 
n n : i 

ma s alem disso eles tambem satisfazem a equac;a o de Killing 

= 0 

- () 
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(3 •. + (3 .. = 0 
J.:) ) : J. 

onde os dois pontos signif ica derivacao covariante no triespaco 

da metrica (A.3). 

Como consequencia disso , esses campos tern divergencia nula , ou 

seja, 

i 
n : i = 

i 
Ct . 

: J. 

i 
= B : i = o 



AP£NDICE B 

FLUIDOS RELATIVf STICOS 

A descricao do conteudo material do universe como um 

fluido e bem razoavel na escala de aglomerados de galaxias . Nes

sa escala podemos tratar os aglomerados de galaxias como partic~ 

las de um gas que preenche o universe (apesar dessas particulas 

apresentarem uma estrutura interna isso e ignorado) . Com isso 

podemos adotar a visao macrosc6pica da teoria cinetica dos ga

ses, tratando o gas como um f luido. Em geral, na literatura en -

contramos frequentemente o conteudo material do universe repre -

sentado por um fluido perfeito , sem termos dissipativos . Na atu

al fase em que se encontra o universe, a descricao em termos de 

um fluido perfeito e bastante razoavel , no entanto quando a den

sidade de energia era maior , como por exemplo no universe primi

tive , os efeitos dissipativos devem ter sido essenciais para a 

descricao dessa fase. 

- Fluidos Perfeitos 

Quando o fluido esta em equilibrio termodinamico, nao 

havendo portanto f luxo de calor entre as partes deste e alem dis 

so, nao havendo processes de viscosidade entre as particulas do 

fluido , esse pode ser tratado dentro da aproxima9ao de fluido 

perfeito . Para descrever fisicamente um fluido precisamos de cer 



-68 -

tos campos escalares, vetoriais e tensoriais . No caso de urn flui 

do perfeito , a · sua densidade , pressao e quadrivelocidade sao su-

ficientes para deterrninar o seu comportamento. Essa descri9ao se 

torna mais simples com a introducao de um campo tensorial que 

contem todas as informacoes sobre o f luido . Este campo e conheci 

do como tensor momento- energia do fluido, e na forma de fluido 

perfeito tern a forma(~) 

T = pV V - p h µv µ v µv (B. 1 ) 

onde V e a quadrivelocidade do fluido (no caso do "fluido gal! µ 

tico" V e a 4- velocidade de um observador que ve os aglomera
µ 

dos de galaxias ao seu redor sem movimento medio} normalizavel , 

isto e, VµV = 1, h
11

V = g - V V 
µ ~ µv µ v 

e 0 tensor de proje9ao. 

.E f acil ver que 

- p 

ou seja , pep representam a densidade de energia. e a pressao 

medidas no referencial proprio de um observador com 4- velocidade 

v . 
µ 

Seguindo o formalismo proposto por Eckart (~_Q) , def ini-

d 
.,. a a 

mos o vetor corrente e part1culas N = nV onde n e a densida 

de do numero de particulas (n = 1/V onde V e o volume por parti 

cula). 0 fluido perfeito e descrito pelas equa9oes da continuida 

de: 

a 
N II a = O 
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e da conserva9ao do momento- ene rgia 

o.S 
T II B = 0 

Utilizando um sistema de coordenadas onde a af i nidade se anula 

localmente , essas equa9oes se escrevem como 

(B . 2 ) 

(). 

N Jex= 0 (B. 3) 

A equa9ao (B.2) pro j etada na dire9ao de v nos da a conserva9ao 
(). 

da energia 

que nos fornece 

( B . 4) 

Por outro lado, (B.3) nos da 

que , junto com (B . 4) resulta 

(B . 5) 

Da rela9ao de Gibbs da Te rmodinamica temos 

kTdo 

OU 

(B. 6) 
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ca que, juntamente com ( B. 5) resulta em: 

B 
n v k Tcrl B = O 

isto e, 

Isso significa que, como era de se esperar, num fluido perfeito 

a entropia de ~ada particula e Constante ao longo de SUa linha 

de universo, nao havendo efeitos dissipativos . 

- Fluidos Imperfeitos 

Vejamos agora as equa9oes que regem o comportamento de 

fluidos imperfeitos. Tais fluidos apresentam efeitos dissipati-

vos (viscosidade e fluxo de calor ) e , portanto , a expressao para 

o tensor momento- energia desses f luidos deve diferir da expres

sao para fluidos perfeitos. O 4-vetor corrente de particulas Na = 

Ci = nV tambem deve se alterar . Vamos representar essas mudan~as 

por , respectivamente. Assim , temos 

as expressoes 

(B . 7) 

(B. 8 ) 

- (20) Ci - d d 1 Seguindo a interpreta9ao de Eckart ~ V e a veloci ade o f u-

xo de particulas . Assim, para um observador que se move com o 

fluido (V µ = ob) temos que(3_'!_): 

= 0 
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= n 

Corn isso ternos de (B. 7 ) e (B. 8 ) que 

6TaBv v = o 
a. B 

6Na = 0 

( B . 9 ) 

(B . 1 0 ) 

A forrna de 6Ta. B deve ser estabelecida a partir dessa s equacoes , 

obe decendo a segunda lei da Terrnodinarnica . Essa ultirna deve es -

tar contida nas equacoes de conservacao de energia e do numero 

de particulas . 

Da conservacao de energia e do numero de par tic ulas te 

mos : 

que , junto corn a re l acao de Gibbs (B. 6 ) , fornece 

Def i nimos o 4- vetor corrente de entropia corno : 

de rnodo que para um obs ervador que se move corn o f luido 

= nko = densidade de e ntropia do fluidot . 

A taxa de pro4uc~o de entropia ~ dada por 

(: )Utilizarros o sisterna de coordenadas local onde raBµ = 0 . 

( *) 

(B . 11) 

= 
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sa. = 
I a. 

(nkcrVet ) I et + 

tiTetB 
= '-T VBJ a. 

onde usamos a expressao (B.11) e (B . 3) . 

(B . 1 2) 

De acordo com a segunda lei da termodinamica, Sa.l a. ~ O, 

assim(~) 6Ta.B devera conter uma combina9ao de gradientes de tern 

pe ratura e derivadas da velocidade,de modo que (B . 12) seja posi

tiva para qualquer configuracao do fluido . 

Seguindo o desenvolvimento proposto por Weinberg(±__,:!) , 

encontramos, no referencial sincrono (Vet = 6~) que: 

Como 6Tij e simetrico nos indices i,j, somente a parte simetri 

ca de V. I . ira contribuir na expressao acima . 
..l J 

Temos que a parte simetrica de V. I . e dada por 
..l J 

v (ii j) 

onde o primeiro termo e a parte sime trica sem tra90. 

Assim , no referencial sincrono obtemos que a taxa de 

producao de entropia e dada por 

e p e la argumentacao acima, de que 6TaB so deve depender dos 

gradientes de temperatura e derivadas da velocidade. Temos quep~ 

ra Sa. l et tenha um sinal de finido , devemos ter : 
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im js 
ng g (V I +v I m s s m (B.13) 

(TI . - TV.) 
J J 

(B . 14) 

P l · . l~ . (22 ) 'd t ' f' f .. or ana ogi\ com o caso c assico ~ , 1 en 1 icamos os coe icien 

tes n, s e K como os coeficientes de viscosidade de cisalhamen 

to ("shear"), viscosidade volumar ( " bulk ") ea condutividade ter 

mica , respectivamente. 

Com isso , a taxa de produ~ao de entropia tern a seguin-

te expressao: 

Para generalizar essas expressoes para um referencial qualquer, 

temos que por 6Ta:B numa forma independente de coordenadas . Para 

isso vamos decompor 6Ta:B em suas partes irredutiveis 

4- velocidade Va: qualquer . 

As expressoes (B . 13) e (B.14) p a ra uma 4- velocida de 

correspondem a : 

"TOi ==;. "Ta:Bh 0 v h o>. (T TV. ) 
L.l L.l a: B = K I>- - A 

para uma 

arbitraria 

-- ha:µ h Bv (V 2 h v >- ) + cha:vv >-1' n µ Jv+Vv Jµ - 3 µv J,\ s A 
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= t.Tµvv v = o 
µ \) 

Com isso obtemos a seguinte forma para t.TaB 

B a a B aB a B q v + q v + nn + ~h e (B.15) 

on de 

e 
>. 

e = v I>. 

Finalmente o tensor momento . energia para um fluido com 

efeitos dissipativos e 

(B . 16) 

onde p* = p - se e a pressao isotropica e p a pressao termodina 

mica. 

Com essas expressoes podemos escrever a taxa de prod~ 

9ao de entropia como: 

como qµ e do tipo espaco q µq < O, e com isso 
µ 

(B.17) 

0 ultimo termo 

da expressao (B.17) contribue positivamente para a variacao da 

entropia. 



AP£NDICE C 

CAi.~PO DE PROCA EM ESPA~OS CURVOS 

A presenca de um campo de Proca em um espaco- tempo cur 

vo pode ser descrita canonicamente atraves da Lagrangeana 

onde A e m sao constantes . 

L inclue o conteudo material e o termo de corrente. 
µ 

( c . 1 ) 

Variac6es dessa Lagrangeana juntamente com o principio 

de minima acao, fornecem as seguintes equa9oes 

= - k(E +T ) - Am
2A A 

µ v µv µ v 
( c. 2) 

( c. 3) 

Notamos em (C.1) uma semelhan9a formal com a Lagrange~ 

na para os campos eletromagnetico e gravita cional, acoplados na~ 

- minimalmente. No entanto, como veremos, essa semelhan9a e pur~ 

mente formal , so se aplicando no caso em que R e constante . 

Para a metrica de Einstein: 

dt
2 

-
2 2 2 

(dx +d~ +dz ) 
1 2 2 2 

( 1 + 4 (X +y +Z ) ) 
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e usando como 4-potencial o vetor Aµ , definido em (3.5) (~) , obte 

mos das equa9oes (C . 2) : 

( 0) 
0 - 3 = - kTO 

0 

(0) >..m 
2 2 i a n T) . = 1 J 

( ~) 1 kTi . - = J J. 

de onde vem que 

4Ci. 2 -

8a 2 i 
n n. 

J 

4 Ci. 2 
8Ci. 

2 i + + n 

kTi. = 1 + 4a.2 
J. 

2 
>..m = 8 

i -I 

ni 

As equa9oes (C . 3) fornecem : 

FOi 0 
Oi Jo = ~ F II i = 

ij 
4 ex. n 

i >.. 2 
F II j = = 2 m an 

Ji i 
~ = 8an . 

j 

>..m 2 2 i i j a n ni = 

= 0 

i Ji + 

Este resultado e semelhante ao obtido no Capitulo 3, para a me~ 

ma metrica e o mesmo potencial. No entanto , para o caso da me -

trica de F . R . W. a situa9ao muda drasticamente. Para esta metri-

ca temos: 

2 2 2 
(dx +dy +dz ) 

£ 2 2 2 2 
( 1 + 4 (X +y +Z ) ) 

1 '0 

Utilizando como potencial Aµ o mesmo potencial do Ca 
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pitulo 3, definido pelas expressoes (3.16), (3.26), (3.27) e 

(3.28), ficamos com o seguinte sistema de equa9oes : 

(~) 
J 

i I- j 
2 2 i 

Am a n n j 

0 2 i . 
(.) Am a8n = - k T 1 

1 0 

8a 2 
i = - 2- n n. 

a J 

3 • 2 2 2 - 2 (a +£ ) + Am B = KT
O 2 - 4a 0 a 

( ~) i j 
1 • 2 2a Am2AiA. = - 2(a +£) - - + = 1 a 1 a 

kTi. 2 8a 2 
i = - + 4a. + -2- n n. 

1 1 a 

Se tomamos Ti. = O, como no Capitulo 3 , a primeira dessas equa -
J 

9oes ja se torna incompativel, o que ja demonstra que nosso caso 

nao ha mais semelhan~a entre essa abordagem e a desenvolvida no 

corpo deste trabalho . Mesmo admitindo que Ti. I- O a situa9ao se 
J 

torna muito complexa. ~ pouco provavel que haja uma solu9ao sim-

ples para o sistema de equa9oes acima . o unico caso analisado foi 

o caso mais imediato em que escolhemos a se9ao plana ( E: =O) , B = 0 

e a = cte. Para esse caso as equa9oes (C.2) se resumem a : 

(~) i I- j 
J 

cuja solu9ao e 

onde w = 0.m
2 
/8 

1 

a ( t) = 1 cos h w t w 

Com esse resultado as outras equa9oes fornecem 
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8np = 3w
2 

tg h
2 

wt - 4a
2 

cos h 2 wt 

8np = - w2 
tg h

2 
wt - 2w2 - 4a2 cos h 2 wt 

Alem disso , as equa9oes (C.3) fornecem 

Qi 
F II i 

Fiv 
II v 

= 0 = Jo 

3 Am 
2 i A 

= 4 an = 2 

. 5 2 i 
~ J

1 = 4 Am an 

2 
m an i i 

+ J 

( c. 4) 

(C . 5) 

Esta solu9ao , apesar de matematicamente correta , nao 

e uma "boa" solu9ao em termos f isicos, vista que a densidade 

em (C.4) se torna negativa em determinadas etapas na evolu9ao 

temporal da solucao {ver Fig. C. 1) ea pressao e sempre negativa 

para qualquer tempo. Esses exemplos demonstram que a ideia de 

que 0 acoplamento nao minima e equivalente a atribuicao de uma 

massa ao campo eletromagnetico e falsa. Essa equivalencia so 

e "valida aproximadamente" no Caso em que R e Constante . 

p(t) 

FIGURA C. 1 - Grafico da densi 

dade coma funcao do tempo . 

t 
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