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- RESUMO

Neste trabalho questionamos a validade do principio de
. equivalencia como principio de acoplamento minimo entre campos em
interacao. Analisamos entao o acoplamento nao-minimo  entre um
campo vetorial e o campo gravitacional, e algumas consequencias

deste acoplamento.

Partindo de uma métrica esfericamente simetrica, resol
vemos as equacoes para os campos acoplados, obtendo solucoes exa

tas e interpretando estas solucgoes.
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CONVENCOES E NOTAGOES

Assinatura da métrica: (+,-,-=,-)

Sistema de unidades naturais: ¢c= G =1 , k = 8n

Sistema de unidades racionais de carga: Fuv"v = ¥
Fuv = AU|U_AU|U tensor do campo eletromagnetico
AU —_ quadrivetor potencial do campo eletromagnético
o o o & 7T R
R = I - T r - r -t i
n8Y 8n|y ny| 8 +FTY 8t 8T yn ensor de Riemann
R = RY = tensor de Ricci
uv MoV
R = Ruvg“v = escalar de curvatura
1 ; ;
Guv = Ruv -3 Rguv = tensor de Einstein
2 6Lmat
T g HE= o tensor momento-energia da matéria
H /=g 69“
L . = densidade Lagrangeana da matéria
- 99 y ~ 3
¢| = —— =~ derivacgao parcial
v ax ¥
v“”A = VUIA + 0 Ve o .
o Derivacgao covariante no espaco de
K Riemann
\Y = "V - { } v
wia T Tula WAt Tk
o= vt s P oyt )
HRV) | v VA
> Derivacao covariante num espago afim
v =V - FA \Y% )
TERY) TRV TRV

Gy = tensor métrico do espago-tempo

H
Hv - . ;
g - tensor metrico inverso
u dx" . :
AR - quadrivelocidade de um observador movendo-se numa

ds
curva com parametro s.



huv = Gy Vuvv ~ Tensor de projec¢ao no tri-espago ortogonal a
v
M
*oHY _ 1 HVpo -
F =50 FDU tensor dual
aguw = "9 Eqgpy
onde

g = determinante do tensor métrico

£ = simbolo de Levi-Civita
oBuv

Indices gregos sao indices do espago-tempo (a,u,etc = 0,1,2,3)
Indices latinos sao indices espaciais (i,j,etc = 1,2,3)

g =L ¥t o1t et p
a v 4

9 T ] = Tensor momento-energia do cam

po eletromagnético.



A voce, pessoa desconhecida, na certeza que
um dia nossas linhas de universo se encontrarao e
nesse evento uma nova forga surgird, que ird violar
todos os principios conhecidos, decrubando de vez
toda a causalidade e casualidade.



INTRODUCAO

Em 1907, apenas dois anos apos completar a sua Teoria
da Relatividade Especial, Einstein estava convencido que a chave
para a extensao do principio da relatividade para movimentos ace
lerados estava na inexplicada coincidencia empirica entre a mas-
sa inercial e a gravitacional. Para explicar esta coincidéncia,
ele introduziu um novo principio fisico, o chamado "Principio de
Equivaléncia". Baseado neste principio, Einstein previu a de -
flexao da luz pelo campo gravitacional e iniciou sua busca por
uma teoria geral da relatividade. Com o término desta teoria ,
Einstein insistiu na importancia fundamental deste principio pa-
ra a sua Teoria da Relatividade Geral.

Esta insisténcia criou uma polémica no meio cientifico.
Tem sido argumentado que na sua formulacao original este princi
pio nao faz parte da Relatividade Geral. Na sua formulagao tradi

(*)

cional, como a que encontramos em Pauli por exemplo, afirma -
-se que sempre podemos eliminar um campo gravitacional arbitra-
rio em uma regiao infinitamente pequena no espago-tempo, por uma
transformacao do sistema de coordenadas.

Muitos relativistas, tais como Synge e Eddington, cri-
ticaram esta formulag¢ao, argumentando que uma transformacao de
coordenadas nao pode afetar a presenga ou auséncia de um campo
gravitacional. A presenga de um campo gravitacional "real" e deter

minada por uma caracteristica invariante, a curvatura da métri-

ca. O caso da Relatividade Especial, onde nao existe campo gravi

(*)
W. Pauli, Theory of Relativity, 2nd. ed. 1921, Oxford.



tacional, € justamente o caso em que a curvatura se anula.

Esta critica tem consequéncias imediatas para o ideali
zado "elevador de Einstein". Neste experimento idealizado, uma
pequena caixa, tal como um elevador, € acelerada de modo a anu -
lar o campo gravitacional existente ou para produzir um campo gra
vitacional em um elevador anteriormente livre de gravitacgao. No
entanto em Relatividade Geral, a curvatura da métrica € responsa
vel por forgas de maré gravitacionais e seus efeitos podem ser
usados por um observador dentro do elevador para distinguir en-
tre um campo gravitacional real e os efeitos da aceleracao do
elevador num espaco livre de gravitacao. E importante notar que
os efeitos destas forgas de marée nao se anulam quando a caixa
torna-se arbitrariamente pequena. Por exemplc(*) as deformacgoes
pelas forgas de maré em uma gota de um ligquico em queda livre nao
deixam de existir mesmo quando a gota torna-se arbitrariamente
pequena (desprezando os efeitos de tensao superficial).

E possivel manter um principio de equivaléncia na Rela
tividade Geral desde que seu conteudo seja modificado.Por éxeg
plo, no que alguns autores chamam de sua forma fraca, o princi-
pio afirma somente a igualdade das massas inercial e gravitacio
nal. Alguns autores procuram manter a sua formulagao tradicio -
nal, a chamada forma forte, argumentando que em regioces infinite
simais do espago-tempo nao temos acesso a certas quantidades tais
como a curvatura, que sao construidas com derivadas de ordem su-
perior do tensor métrico. Neste caso, o principio fica reduzido
a um simples e, no que diz respeito aos fundamentos da teoria ,

um teorema matematico de pouco interesse.

(*)
H.C. Ohanian, Am. Jour. Phys. 45, 903 (1977).



E nosso proposito neste trabalho esclarecer alguns pon
tos obscuros sobre este principio,entre eles o de que este prin-
cipio na forma forte seria fundamental para a Relatividade. Alem
disso, no que diz respeito a sistemas fisicos rszais e nao nos
idealizados, € questionada a aplicabilidade deste principio na
forma tradicional. Estes assuntos sao analisados no Capitulo I,
onde também serao apresentadas as motivacgdes que nos levam a ndo
utilizagao da forma forte do principio e a consequente adogao de
uma teoria com acoplamento nao-minimo entre os campos em intera-
cao.

No Capitulo II estabelecemos as equagoOes que derivamde
um acoplamento nao minimo entre os campos gravitacionais e ele -
tromagnético e destacamos o papel deste acoplamento na determina
¢ao da geometria.

No Capitulo III obtemos solucdes exatas para as equa-
coes de campo, para uma métrica esfericamente simétrica e anali-
samos as solugOes do ponto de vista cosmologico. Destas solu -
¢bes uma em particular,dedicamos uma analise mais profunda compa
rando-a com o modelo padrao. Esta solugdao além de nao apresentar
singularidades pode representar o universo observado, escolhendo
-se convenientemente os parametros livres.

No Apéendice A sao apresentadas as generalidades sobre
a geometria da triesfera. No Apendice B desenvolve-se o tratamen
to de fluidos em Relatividade Geral, e no Apéndice C derivamos
as equagoes provenientes da insercao de um campo de Proca num

espago-tempo curvo.



CAPITULO I

PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA E OBSERVAVEIS

Neste capitulo pretendemos analisar o principio de
equivaléncia e suas implica¢des na forma de acoplamento da gravi
tagao com outros campos. A partir da definicdo de coordenadas em
espagos curvos, vamos encontrar a motivagao para nao utilizarmos

este principio na forma em que & usualmente colocado.

A forma do principio de equivaléncia usualmente acei-
ta por diversos autores estabelece que(l) : "Nao podemos distin-
guir entre os efeitos dinamicos das forcas inerciais e gravita-
cionais que atuam em particulas teste numa posicao fixa no espa-
¢o e no tempo". Muitos autores também denominam a esta forma de
forma forte do principio de equivaléncia distinguindo-a da forma
fraca que estabelece a unicidade da queda livre baseada no expe-
rimento de E8tvls. Em todos os casos, os autores consideram o}
principio de equivaléncia forte como fundamental para a Teoria
da Relatividade Geral, o que nao e de todo correto pois segundo
Anderson(gl o principio de equivaléncia forte & um principio se-
parado da Relatividade Geral e cuja validade ﬁéo afeta a wvalida
de desta Ultima, a caracteristica essencial da Relatividade Ge -
ral € o principio da invariancia geral. De acordo com este prin-

cipio o menor grupo de invariancia dos sistemas fisicos € o gru-

po de mapeamentos arbitrarios da variedade quadridimensional es-



pago-tempo nela mesma (M.M.G.). Uma consequéncia imediata deste
principio € que, como o M.M.G. € um grupo mais geral que o grupo
de Lorentz da Relatividade Especial, devemos introduzir pelo me-
nos um objeto dinamico adicional para a descricao dos sistemas

(*)

fisicos , alem daqueles usados na Relatividacde Especial ( por
exemplo, a afinidade para a construcao das derivadas covariantes).
O que este principio nao diz € de quantos objetos dinamicos sao
necessarios, ou seja como eles se acoplam a um sistema fisico. E
exatamente este o papel do principio de equivaléncia forte que
assegura que o campo gravitacional quando acoplado a outros sis-

temas fisicos se acopla de maneira que somente o tensor metrico

g e suas derivadas de 12 ordem aparecem nas equagoes dinamicas

Hv
que descrevem esses sistemas. Por isso o pfincipio de equiva -
léncia forte & chamado também de principio de acoplamento minimo.

No entanto € possivel construir equacoes dinamicas ra
zoaveis que violem tal principio,como € o caso das teorias de cor-
pos girantes desenvolvidas por Papapetrou{éj e outros, onde o)
tensor de Riemann aparece explicitamente nas equagoes dinamicas.
Além disso Drummond e Hathrell(i) mostraram que o efeito de pola
rizacao do vacuo da Q.E.D. em presenca de um campo gravitacional,
gera o aparecimento de forgas de maré gravitacionais no par vir-
tual formado. em consequéncia disso, o principio de equivalén-
cia forte nao € mais aplicavel neste sistema e assim aparecem
termos de acoplamento nao-minimo na acao do campo eletromagnéti-
co e consequente alteragao na equacao de movimento do foton.

Estes trabalhos acima parecem indicar que nao exis -

tem concretamente sistemas fisicos locais como exige o principio

* -
( )Sistema fisico em todos os casos quer dizer um campo eletromagnético, um



de equivaléncia forte, isto &, sistemas fisicos com uma extensao
tal que permita estabelecer uma equivaléncia entre referenciais
do espag¢o plano e do espago curvo (com campo gravitacional).
Para analisar esta questdao, vamos construir um siste-
ma de referencia no espago curvo seguindo a técnica para a cons-
trucao de um sistema normal de Fermi. Esse sistema de referén -
cia seria o sistema segundo o qual um observador geodésico pode-
ria descrever suas observagoOes e experimentos locais. A constru-
cao deste sistema e feita detalhadamente por Manasse e Misner(éh
basicamente (ver Fig. 1.1) escolhemos um ponto PO como origem
para um conjunto de vetores ga ortonormais (a = 0,1,2,3), por es
te ponto Py encontra-se a geodésica I que passa por Py e tem

-+ - - .
como tangente o vetor e neste ponto. Como [' e uma geodesica,

0

4
w

p(xu) = h(xo,xi/s,A)

£(xy) = h(x9,x1/s,1=0)

>
e

FIGURA 1.1 - Construcao de um sistema normal de Fermi.

a sua tangente em cada ponto esta relacionada com éo por trans -
porte paralelo. Assim para cada ponto p = f(1), onde 1 & o pard
metro sobre a geodésica I tal que Py = £f(0), obtemos uma tan
gente EO(T). De maneira analoga podemos definir 31(1) (e=1,2,3 )

como vetores em p = f(1) obtidos a partir dos vetores Ei(O) por



tonormal de vetores EG(T) para cada ponto p = £(1) de T .

Vamos supor que 30 seja do tipo tempo e os éi do tipo

espago. Um ponto P(xu) com coordenadas de Fermi xu

é obtido pri
. Eie - J— 0

meiro seguindo-se a geodésica I' por um tempo proprio T = X e

dai seqgue-se em uma certa geodésica ortogonal a I' por uma distan

2 2 2
cia (espacial) s = [(x1) +(x2] +(x3) ]1/2

. Esta geodésica tipo
espaco G = h(xo,xi,k), onde A € o parametro da geodésica, € esco
lhida de forma que para A = 0 (onde G intercepta I' ) a sua tan-
gente ; tenha cossenos diretores xi/s relativos aos vetores de
base e; (1t = xo), isto e, ; = aigi(xo) com ai = xi/s.

Nesta construcao fica claro o significado das coorde-

nadas x“

para um observador que se utiliza deste sistema de refe
réncia para descrever suas observacOes e experiéncias locais.Elas
representam intervalos ou distancias espaciais e temporais medi-
das ao longo de geodésicas caracteristicas do espaco-tempo onde
encontra-se o observador.

5)

Mostranse(— que neste sistema de referéncia a métri

ca pode ser expandida numa série de poténcias do tipo
a_B

1 3
B = B = G [Rauﬁvlr X"x" o+ 0(x7) (1)

onde n é a métrica de Minkowski, [R ] é o tensor de Rie-

uv apBv’ p
mann calculado sobre a geodésica [ e a expansdao & feita em ter
mos da distdncia normal a geodésica I . Podemos notar que s em
segunda ordem aparecem os efeitos da curvatura, isto € uma carac
teristica deste sistema onde a afinidade se anula ao longo da

curva T

Podemos agora utilizar este sistema de referéncia pa-



24 L % [R x" FUA + % Fuknag[R HyV {1.5)

]
]

Av]p aqu]r|Ax

Vemos que para essa expressao ser equivalente a de um referenci-
al do espago plano, como requer o Principio de Equivaléncia For-
te, € necessario que x’ = 0, ou seja, o sistema fisico sob obser
vagao nao deve possuir nenhuma extensao,por menor que seja. Tal
imposigao nos parece um tanto artificial visto que até mesmo um
objeto simples como o foton ja adquire uma extensao, levando em
conta os efeitos da Mecanica Qu&ntica(i).

Neste trabalho vamos permitir que nossos observaveis
tenham uma extensao nao nula, de modo que o Principio de Equiva-
léncia Forte nao se aplica a tais sistemas fisicos. Veremos no
que se segue que apesar da perda na simplicidade da teoria, esta

forma de abordagem fornece uma teoria mais rica e em certos as -

pectos mais abrangente que a teoria usual.



CAPITULO IT

PRINCIPIO VARIACIONAL E A DETERMINACAO DA GEOMETRIA

Neste Capitulo vamos estabelecer as equagdes para OsS
campos gravitacional e eletromagnético acoplados nao minimal-
mente. Partindo de uma acao para os campos, utilizaremos o métg
do variacional de Palatini. Na obtencao das equacoes de campo
e comparando com as equagées obtidas usualmente, mostraremos as
diferencas existentes e a implicacao da utilizacao do método de

Palatini na determinacdao da geometria do espaco-tempo.

De uma forma geral, aceita-se que as equagoes que
descrevem oS campbs da Fisica podem ser obtidas a partir de uma
acao construida com os campos e utilizando-se o Principio de
Minima Acao.

A acao para um campo qualquer deve ser construida em
termos de uma integral sobre o quadrivolume de escalares do cam
po. No caso do campo gravitacional temos(é) 14 escalares, cons
truidos com o tensor metrico e suas derivadas, que a principio
poderiam ser usados na construcao da acéo para O campo gravita-
cional. A escolha usual de R (escalar de curvatura) como O uni-
co invariante na construgao da agao é devida a dois motivos(é):
19) Simplicidade: outra escolha forneceria equagées mais compli

cadas;

29) A construcao de uma acao contendo outros invariantes gque nao
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R nao fornecem equagoOes de campo que no caso de campos fra-

cos se reduzam as da Gravitacao Newtoniana.

Para o campo eletromagnético temos apenas um invari-

ante Fquuu, onde F*Y & o tensor do campo eletromagnético pois

(7) F *Fuv, onde *r"V = L n“UQGF é o tensor dual, se reduz
(JRV) 2 po

a uma quadridivergéncia total sendo eliminada da integral de

acao pelo Teorema de Gauss.

Quando temos o campo gravitacional interagindo com
outros campos, a agao para esses campos € construida usualmen-
te obedecendo-se ao Principio de Acoplamento Minimo, que, como
vimos, sO permite que o tensor metrico e suas derivadas primei-
ras (com que se constroem as afinidades) apareg¢am nas equa -
coes dinamicas dos sistemas acoplados com a gravitacao. Sendo
assim, ficam excluidos da agao para os campos acoplados minimal
mente termos que misturem os invariantes dos campos com o0 inva-
riante R do campo gravitacional, pois certamente tais termos con
duziriam a equagoes dinamicas para os campos nas quais o esca -
lar de curvatura apareceria explicitamente.

Vejamos por exemplo 5 caso do campo eletromagnético
acoplado com o campo gravitacional. Pelo Principio de Acoplamen
to Minimo, a acao para os campos acoplados deve conter apenas

os dois invariantes dos campos somados as fontes. E facil ver

que a acao neste caso se escreve Ccomo {E) :
- VY=g Hv 4
S = J {16“ [R—Fqu ]l & LM} d'x (2.1)
onde LM € o termo da agao que inclue o conteudo material e o

termo de corrente (fonte) do campo eletromagnético.



= s

Por outro lado, o que foi visto no Capitulo I acer-
ca do aparecimento de termos de curvatura associados a uma
"extensao" nao nula para os sistemas fisicos acoplados com a
gravitagao, bem como resultados desagradaveis da Relatividade
Geral, no que diz respeito ao problema da singularidade inici-
al nas solucoes cosmolégicas das equagoes de Einstein e a incom
patibilidade do campo eletromagnético como fonte de geometrias
homogéneas e isotropicas (Friedmann-Robertson-Walker), havendo
necessidade de recorrer a "médias" para descrever esse campo
nestas geometrias, nos levam a abandonar o Principio de Acopla-
mento Minimo na tentativa de obter resultados satisfatorios pa-
ra esses problemas. Resultados satisfatorios ja foram obtidos
por Novello e Salim(g) e servem como motivagao para tentarmos
alterar a agao para os campos acoplados. Nesse trabalho cita -
do(EJ parte-se de uma lagrangeana geral para os campos acopla -

dos da seguinte forma:
_ /=g H HaV o _ MV
I = Ten [R + ARAUA + YRuvA A FuuF ]

onde A e y sao constantes e a¥

€ o quadrivetor potencial do cam
po eletromagnético.

Nessa lagrangeana sao excluidos os termos do tipo
RFuVF“v pois esses termos resultam em equagoes de campo que con
tém derivadas de R e portanto, derivadas de 3% ordem em guv' 0

PAV  foi analisado em (10) . Em vista de ser um ter-

termo YR A
Hv

mo de mesma ordem que o termo )\RA“Au e de introduzir complica-

¢Oes desnecessarias nos calculos, ndo trataremos desse termo na

analise que se segue.

X7 = v e PR S Sy v ydd e Aam cEATIITTMEA AT TNE\ YT M S
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po eletromagnético acoplado nao minimalmente com a gravitagao:

B Y=g Ha HV : 4
S = J {16“ [R+ARA Au Fqu 1 + Ly d 'x (2.2)
onde A11 é o quadrivetor potencial do campo eletromagnético, Ly

é o termo da agao que inclue o conteudo material e o termo de
fonte do campo eletromagnético. X & uma coanstante, adimensional
neste sistema de unidade (C = G = 1).

Costuma-se obter as equagdes para o campo gravitacio-
nal efetuando variagdes em relagao a métrica, considerando-se a
afinidade definida em termos das derivadas de guv' Desse modo a

geometria & determinada a priori como sendo Riemanniana. Com es-

se método obtemos(lg) as seguintes equagoes:
0)
2. (0) ( 2 2 _ -
(1+AA%) ', + AR A A, + AA]IJ”\J -A[]a 9,y = k(B +T ) (2.3)

Nas equagoes acima, duas barras significa derivada

(0) (0)
covariante no espago de Riemann, R e GUV sao as expressoes
para o escalar de curvatura e o tensor de Einstein no espac¢o de
Riemann, A2 = AHAU, Euv e o tensor momento-energia do campo ele

tromagnético e T o tensor momento-energia da matéria.

uv
Em nosso trabalho vamos utilizar o método variacio -
.. (11,18) — N
nal de Palatini —'—", desse modo permitimos que as afinidades
variem independentemente de 9if nao havendo conexao entre métri
ca e afinidade. Como veremos esta conexao aparece como resulta-
do da variacao em relacao as afinidades.

Variagoes da acao (2.2) em relacao a guv fornecem:
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{6 (/=39) [R+ARAZ_F"VF

uvl *

2

+ 8L, + /=g [SR+AGRA +AR6AZ_6 (FMY

4
Fuv)} d'x

Utilizando os seguintes resultados conhecidos:

= = U\)
GLM _fﬂ ’I‘“\J §
§(/=g)F. F"' + 8(F"YF )/=g = - 81 /=g E
- s L ( ) =8 " V=g B
— - 1 (SRY)
B = -5 0eg &  bg
= Hv
§R = Ruv § g
§8% = B K g’
TRV
obtemos as seguintes equagoes:
(14A8°)G _ + ARA A = - k(E 4T ) (2.4)
Hv V) (EAVRRR VAV
onde Gu € o tensor de Einstein e R o escalar de curvatura numa
geometria afim (onde ndo ha relagao entre a afinidade I' e a mé
trica).

Para determinar a conexao entre a afinidade T, a mé
trica e o potencial A , efetuamos variacbes em relacdao a afini-
dade.

Como apenas R depende de
em relacao a I e:

i

a variacao de (2.2)

5.8 = | (52 [(1430%) sR)7 alx

(2.5)
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Sabemos que 6R = g“vGRuv.

Utilizando-se um sistema de coordenadas local, onde a

afinidade se anula, temos:

SR . = &r° = ap%
Hv Ho ;v HV;Q

(2.6)
Utilizando este resultado em (2.5) juntamente com a definicao

l1+AA2) = 92, obtemos:

- /T3 g®Ve?1 . sr® + /=g ¢MVa? I a’x (2.7)

A densidade escalar v-g tem peso 1, assim os dois primeiros ter
mos em (2.7) representam divergencias de densidades vetoriais de
peso 1 e como sabemos, para uma densidade M de peso 1 segue a

~ (6
expressao(~ 3

M u TR’ p
A = F - — %
by = At T A ro\A Aty

Estes termos representam pois divergéncias totais que podem ser

eliminadas pelo teorema de Gauss. Assim ficamos com a expressao:

. _ [ 1 o WU i e 316 3 o 4
65 = [ a5 1178 S0P, SehIAg 6% et 'k L (28)
Pelo principio da minima ac¢aoc temos que:
PV 42 1 Vo po,2 o ape o V02 _
[/-g g"70"). -5 8, [V=g g7 -5 8, [V=g g7°@"] =0 (2.9)
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¢ =/=g g™

Este resultado implica que a densidade obedece
ao seguinte sistema de equagoes
V) _ 1 v Luo _ l U Vo _
G '@ 5 Ga G o 3 §° @G o5 = 0 (2.10)
Tomando-se o trago v = a obtemos de (2.10)
UA uv
G y = 0 logo, G = 0 (2:.17})
; e

A partir de (2.11) podemos obter explicitamente a conexao procu-

rada:

Jpv;a guvla - rua Jev ~ rvu ep
~ - €
Fva;u - gvalp vu Jea T Tap Yve
B o E _TE
gau;v B gaulv (R gep uv ae
Denotando-se
Tnvsa = qua (2.12)
temos que:
1 Av A A
2 (qua i Qvau - Qauv)g - {u a] = Fua
onde {“Aa} sao os simbolos de Christoffel.
Assim, as afinidades
A A 1T _Av
Fuu = {U a} ~ o g (qua + Qvau - Qauv) (2.13)

Agora de (2.11) temos
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(/=g gzg““).a = 0
Hv 2 2  uv
g (V-g @ JO. /=g Q7 g —— (2.14)
De (2.12) vem
HV uv
9 ;a7 " Q

Utilizando esta expressao juntamente com a da derivada covarian-

€

te de uma densidade de escalar de peso 1 dada por w:;¢ = w a"reaw

obtemos de (2.14)

2 2 2 2
g““[x_glan + /=g Q | e fmat] - =g o- g = b (2.15)
o €0 o
De (2.13) fazendo p = A temos que
18 21 F3.onn
510 £ O 2 TE a
ja que qua = Qvua .
Assim, (2.15) fica
Hv 2: =02 ¢ € — 2 1 € 2 2 TRV
g [/—g]aﬂ H-GR {3799 + 50 " /~9071-Q"/~g Q" = 0
Y=g
Utilizando o resultado conhecido(él { & } =-———-LE ficamos com
£ O ‘/_—g
o i 202 S 0fT - SR 62 = i (2.16)
d g |0L2€0f. g o *

Tomando-se o traco de (2.16) encontramos
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Assim, substituindo em (2.16) obtemos:

0O
g o=t
<
]
K
R
(o]
g =
o

ou

O
n
I
K
R

isto e,

2
g = ——,-99 (2.17)

Esta equacao pode ser entendida como a equacao de definicao de um

espago-tempo de Weyl integravel (W.I.S.T) pois, conforme Novel-

lo(ll)

Juv;in = 7 Y Ty
€ uma condicao necessaria e suficiente para um W.I.S.T., no nos
so caso ¢ = £n(92).

Néo impomos nenhuma relagéo entre métrica e afinida
de, permitimos que as duas variassem independentemente. O prin-
cipio da minima acdo forneceu entdo a conexao entre métrica,afi
nidade e o potencial Au, determinando a geometria do espaco-tem
po.

No caso em que temos o campo eletromagnético acopla
do minimalmente com a gravitacao, obtemos que a estrutura do es
pago-tempo € Riemanniana, mas no caso do acoplamento nao-minimo
a estrutura do espaco ndo €& mais, em geral, Riemanniana.

Vamos agora, utilizando a afinidade definida por
(2.13) e (2.17), reescrever as equagoes para O campo gravita -
cional (2.4) de modo a compara-las com as equacoes obtidas pela

variacao usual (2.3).
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2
9]
Usando a notagao guv;A = mkguv com w, = - 92 ;r €en
contramos:
o o 1 o 1 o 1 o
v = {u V-3 W, 8, = 3 W, éu AN (2.18)

Com esta expressao para as afinidades obtemos:

(0)

1 1 « 1
Riv = Ry =2 9%y " 2 %])u 2 9 e Ty T2 U 2 W Iy
(2.19)
(0)
3 a o
R= R +35 00w - 3w "a (2.20)

(0) (0)

onde Ruu a R sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatu
ra na geometria de Riemann (construidos com os simbolos de Chris
toffel) e as duas barras derivada covariante na geometria de
Riemann.

De (2.19) e (2.20) chegamos a expressao para o ten-

sor de Einstein

(0)

1 - 1 3
Guu = Gpu -2 wu"v T3 wv"u G "a Iuv T Z Y4 T 7 Y99y
(2.21)
Substituindo essas expressoes em (2.4) encontramos:
2. 2 2
{0) (0) ATA A
2 2 2 3 [ v
A - ik - =
(1+ A%) Gy * A R AuAv + AA | ] v ] a - > (1+AA2) +
2 219 5 2 2 3 2|2 2
3 AAT A% 9, . 32 ]a AA, g AATI AT AA
* g 2 * o =g 2.2 =
(1+AA7) (1+AA7) (1+AA7)
= ~K(Euv+Tuv) (2.22)

Comparando com (2.3) vemos que até primeira ordem em



A as expressoes coincidem perfeitamente, no que diz respeito a
estrutura doleSpaco—tempo. SO podemos decidir se este € Rieman-
niano ou nao a partir dos efeitos dos termos de ordem superior
em A. O caso particular A2 = cte. fornece as mesmas equacoes ,
0 que era de se esperar vois de (2.17) guv;A =0 e o espago-
-tempo € Riemanniano.

Para obtermos as equag¢oOes para o campo eletromagnéti
co temos somente que variar a acgao (2.2) em relacao ao poten-

cial Au’ obtendo:

raH 4 gH (2.23)

N>

onde J" & o termo de fonte que vem de L, (2.2), duas barras

M
significa derivacao covariante no espaco de Riemann e R o es-
calar de curvatura para uma geometria afim.

Escolhendo a estrutura do espag¢o-tempo como Riemanni

(10)

ana a priori'—', as equagOes se reduzem a:

0
r aM + gH (2.24)

No caso que estamos tratando o espaco-tempo ndo é Riemanniano
em geral, assim utilizando (2.20) em (2.23) encontramos:
\2a M ] a2 ABAUAZIQA2‘

3 o Jp
+ = + (2.25)
4 (1:2n2)2

3
2 (1+)\A2)
Como no caso das equacgoes do campo gravitacional, aqui também
a diferenca na estrutura do espaco-tempo se faz notar atraves

dos termos de ordem superior em A .



CAPITULO III

SOLUCOES DAS EQUACOES DE CAMPO

Neste capitulo vamos obter e analisar solugoes exatas
para as equagoes de campo obtidas no capitulo anterior.

Vamos nos deter apenas na analise de solugOes para a
representacao da estrutura global do espago-tempo, isto €, os
chamados Modelos Cosmoldgicos.

Estamos particularmente interessados em analisar as
condigoes que levam a violagao dos teoremas da singularidade ,
em alguns modelos cosmologicos obtidos a partir das equagOes de
campo modificadas.

Temos entao o seguinte sistema de equagOes

2.9 .3
(0) (0) A°AT A
(1+AA2) G S + AR A A\) + /\A2| "\) e Ik :I Azg , - 32_' 41’12]_\) +
¥ R H H (1422%)
2.2|a,2 2 2 3 2|a 2
A 3\ A A b A A
4 (1420%) uy (1+AA%) (1+35°] e
(3.1)
2. u 2 3, 1,20, 2
S (0) o 3 AA [(]a 3 AATA A\a .
F “\J = = 5 R A + J — “2‘ 5 + E T D (3.2)
(1+AA7) (FTEXA™)

onde usamos o sistema natural de unidades ¢ = G = 1 e k = 871 e

*
Observacao: daqui por diante vamos omitir o sobrescrito (0).
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; ; : : (12)
0 sistema de unidades racionais de carga —'.
Vamos procurar solucgOes para essas equacoes em espa -
¢os homogéneos e isotrOpicos, que representam razoavelmente bem

o universo atual. Assim escolhemos o seguinte elemento de linha:

as? = at? - a(t) ao® (3.3)
com
a 2 dx2 + dy2 + dz2
g =
2
%
onde
L2 =1+ % (x2+y2+22) ¢ E 2%1,0
O caso particular a(t) = cte e € = 1 representa o

elemento de linha do universo de Einstein. Vamos analisar este
caso com detalhe.

O elemento de linha do universo de Einstein se escreve

como:
2 2 2
d52 _ dt2 _ a2 (dx“+dy +dz") (3.4)
1 2.2 2.2
[1 + 7 (x"+y~+27) 1]
com a2 = cte = 1 este elemento de linha caracteriza uma 3-esfe-

ra imersa num espago quadridimensional com seu raio constante e
igual a unidade.

Um calculo direto nos fornece:

0
R°, = 0
1 2 .3
B, s R =Ry = 2
R =R’ +R'. +R%. +R3. = 6
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Com isso temos

Para o guadripotencial A"  faremos a escolha

a¥ {0,an1,an2,an3) (3.5a)

- i s
onde o e uma constante e n sao as componentes de um vetor tan

*

gente as paratéticas( ) da 3—esfera(2), que neste sistema de co-
ordenadas tem componentes:

n1 = =Xy + % XZ

2 1
n- = Xx + 5 yz X = %1 (3. 5B)
1’13 = 1 -—';IT (x2+y2-22)
(16)*

Para cada ponto (x,y,z) da 3-esfera prova-se— que se podem tra
car duas parataticas (geodésicas equidistantes) ao eixo z (ele

mesmo uma geodésica), cada uma delas tendo como tangente nesse
ponto o vetor ﬁ , para cada um dos valores de X da expressao
(3.5b) . Facilmente demonstra-se, pela isotropia do tri-espago, de
que a situacao - descrita acima para o eixo z € valida também pa
ra os eixos x e y, isto é, podemos tragar por qualquer ponto (x,
y,2z) da 3-esfera parataticas aestes eixos, as tangentes a essas
parataticas estando relacionadas com ﬁ por permutacgcoes cicli-
cas de (3.5)ﬁ Assim sendo, podemos, sem perda de generalidade ,

™ - .
utilizar apenas o vetor n em nossa analise futura.

(*)

*

Sao geodesicas equidistantes caracteristicas da 3-esfera (ver Apéndice A).

P g WYy Y
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E importante notar que o vetor A" além de ser tangen-
te a geodésicas € também vetor de Killing do espago-tempo  pois

satisfaz as equacoes:

AUAv"u = 0 . Equacao da geodésica
Au"v i Av"u = Equacao de Killing
Além disso
22 = a"A. = ~a? = cte (3.6)

Com isso temos de (2.17) que a estrutura do espago-tempo € Rie-

manniana neste caso e além disso:

_ _ 2ax k
Foi = [) FJ._j = f3 eijn (3.7)
onde Fuv = Au|v - Av|u e o tensor do campo eletromagnetico
Eijk € o simbolo totalmente antissimétrico de Levi-Civita e

£ o= 1 % (x2+y2+22).

O tensor momento-energia do campo eletromagnético cuja

definicao é

1 1 aB
Epv T 4rm uTav T4 gquaBF ]

)
&
+

(3.7a)

tem componentes

g _ ot

0~ 2w

i 1 2 i 2 i
E 4 = <35 [a™ &8 + 2an nj]
E®. = 0

AU R R e e e e e T e e L i i L TR



nal (3.1) se reduzem a:
2) ~H My o u M
(1-Xa" )G . + ARA Av = =87 (E e + T U) (3...8)

Tomando kT“v = —Aé“U onde A € uma constante, ficamos com o se-

guinte sistema de equacgoes:

SR 2 i 2. 4
; 6 , = 8 ; 3.9
(3) i#3 Ao Fiig a”n"n ( )
de onde se obtem
4
A = 3 (3.10)
() 3(1-20?) = 4a® - (3.11)
() 2=3 —(T-AG7) = 46> & A (3.12)
(3.11) e (3.92) dis6
2
- 4‘; + % = 40L2 + A
de onde vem
K = =Bt (3.13)
Para o campo eletromagnetico temos de (3.6) e (3.2):
PHV. = = A pak o gH
v = 2
4
com R =6 e XA = 3-
Como FOi =0 e Ao = 0
F"l“i = 7¥ &4 (3.14)

A outra equagéo nos fornece a corrente
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Fij‘ o —— (S5 ), = don
1~ |
ij i i
F . = =4 J
“] on +
de onde vem
gt = 8ant (3.15)

Vemos que ha o aparecimento de uma corrente proporcio
nal ao potencial vetor Ai = ani embora a densidade de carga seja
nula. Podemos entender este resultado levando em conta que essa
teoria nao € invariante ou gauge devido ao termo ARAUAU na la-
grangeana, 0 que ja se vé de (3.2) onde Au aparece explicitamen
te nas equacoes de campo.

E importante notar também que dentro do esquema de aco
plamento nao-minimo temos um campo que define uma diregao privi-
legiada, como o campo eletromagnético, servindo de fonte para uma
geometria homogénea e isotrdpica sem recorrer a nenhum artificio.

Tomando o resultado acima como ponto de partida, vamos

agora investir em situagdes mais complexas. Para isso tomare -

mos o seguinte quadrivetor potencial:

a¥ = a%,a',a%,a3)
com
2’ = g(t)
: ; (3.16)
At = a(t)n’
onde n* sdo as componentes do vetor de Killing da 3-esfera, ja

visto anteriormente (3.5), que agora vai representar as componen
tes de um vetor de Killing das hipersuperficies t = cte da seguin

te geometria:
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2 2 2
ds° = Bt® = aliy) JGEIGY sl ) (3.17)
£
onde
£ =14 % (x2+y2+22)

Verifica-se que o potencial A" definido per (3.16) e
tangente as geodésicas de (3.17) pois A“Avnu = 0 mas nao satis-

faz a equacao de Killing Auﬂv + Av“u # 0 e também sua divergén

cia vale
TONN a
Além disso,
A% A“Au = 1B i (3.19)

Queremos encontrar solugdes para as equagoes (3.1) e

(3.2)
2 .2
2 - 2 3 A L v
(1+AA°)G  + ARA A - A [ |A%g + AA -5 +
MV VIRY) uv |u"v 2 (1 + AAZ)
2a2leg2 o Il y3a2lea? a4
" [« 2“"_-31 L“z“":-sn{E +T )
4 (1ead) (1+1A%) 2 (149 He R
(3.1)
a¥a¥ ] \3aka2lay2
PPV = - SRt -3 - 3 zlg % P (3.2)
LA 2 (14 %) 4 (14 2%

Para o elemento de linha (3.17) encontra-se

R = R°. = R a2y i% (a2+1)
a a



a 6 «2
R=65+—7(a+1}
a
Com isso temos que
GOO 4 _%-(éz £ 1) (3.20)
a
1 2 3 a 1 (:2
G g = G 5 = G g = - 2 = a2 (a™+1) (3.21)
De (3.16) obtemos
- a, o .
Foi = al2 T @ a]gijn (3.22)
2
a x k
Fij = 20 ;ihgijk” (3.23)

Com isso, o tensor Ele definido por (3.7a) tem componentes:

0 1 2 a8 5 4.9
E g = E?-[4u + o a (25 + E) ] (3..24)
el o 1 ((402s02a2 (22 + &) 2yt [8EE 202 (28 ay2y i
3 8 taa a ' 5 7 a2 * a'u L Ny
(3.25)

A solucao do sistema (3.1), (3.2) para o caso geral se apresen-
tou praticamente impossivel, mesmo no caso particular éz = cte.

onde © espago-tempo € Riemanniano e as equagoes se reduzem a:

(1+kA2JG 4 ARA A = - Bum(E &T )
Qv v TRV TRV

No entanto o caso particular A2 = cte = 0 fornece uma solugao
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bem simples que passamos a descrever:

Vamos tomar

2 2 2 2 2,2

A" = Bz—a a

=0 B = a“a (3.26)
Escolhendo

%0
alt) = — 4y = cte (3.27)

a

temos que
%o

B(t) = * — (3.28)

o sistema de equagoes (3.1}, (3.2) se reduz a:

GU

T M M
g % ARA A = 8m (E g v T v) £3.+29)

L g— raM 4+ g (3.30)

Com a escolha (3.27) obtemos de (3.22), (3.23), (3.24) e (3.25)

F . =0 (3.31)
oi
2
_ 2aa X k
2
0 o
E 8 = o5 (3.33)
i 4% 4 a® i
E7, = —~[=— A 2 1 .
3 [5— ¢ 3 +na2 n WJ] (3.34)
50 -0

Sabemos pela radiacao de fundo de 3 graus Kelvin que o
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nosso universo passou por uma fasc quente oncde a temperatura da
matéria era muito alta. Nesta fase € de se esperar que tenham ha
vido grandes gradientes de temperatura e outros processos de con
ducdao de calor para atingir-se um estado de equilibrio térmico
no universo. Com base nesse fato,vamos representar o conteudo
material do universo por um fluido imperfeito com fluxo de ca -

lor, ou seja,

i = DVqu - ph

% + unv + q V (3.35)

pv VAT

densidade de matéria

O
=
joF
0}
©
0]
i)

€ a pressao isotropica

p
g e o vetor fluxo de calor
A%

u
8 € a quadrivelocidade do fluxo
huv = gpv-vuvv e o tensor de projec¢ao no triespago orto

onal a .
g Vu

Com isso resolvemos as equagoOes do campo gravitacional:

S ; i 8§ _1i
= i ARATA. = — AA,
{J) £ 3 i a2 i
ou seja,
aa + a +‘I—i=0 (3.36)
6A :
Chamando a2 =u, (3.36) fica,
u-u_ =20
c
onde
B, & B (3.37)
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Resolvendo essa equagao encontramos

2
ult) = + uot + UTt + u2

u1 e u2 sao constantes arbitrarias, e

B = D = e

0 G 3A

Finalmente a solucgao de (3.36) é:

a(t) = (+ u t2+u, teu,) /2 (3.38)
0 1 2
As outras equagdes do campo gravitacional sao:
2 2
Q) - -3 (+2u02+u1) ‘ 12(:0 - -8nr, (3.39)
a a a
2 2
. (+2u.t+u,) 4 -
(%) 1= 5 0 7 1 + —% - qi - 82 = =87 TE‘(sem soma)
J 4 a a a 3Aa
(3.40)
8a,B
o 0 0
(i) - T My = 8n T i (3.41)
d
Para uma classe de observadores com quadrivelocidade
tangente as curvas coordenadas xi = cte., ou seja, vl = 68

o tensor momento-energia (3.35) se decompdOe como:

T o = p
i
T, = -3p
0 _
=y

Assim, de (3.39), (3.40) e (3.41) obtemos:
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3 3 {+2u0t+u1)2 12&02
81TD = g + _‘I i - | (3.42)
a a a
1 (+2u0t+u1)2 4&02 8
81p = — + 7 = g e By (3.43)
a 4 a a 3Aa
8aOB
8nqi = - a4 ni (3.44)
)
Como B = * = temos de (3.44) que o fluxo de calor pode estar

entrando ou saindo da regiao dependendo da escolha de B .

As equagoOes do campo eletromagnético nos fornecem

pHY. o A palygh
| v 2
para pu = 0
BP0 =i e wd RAeT
| v 2
dai,
a® = 25 (3.45)
a
Para y = i
; 4o , ;
iv & U i A X i
F Hv——aT—ﬂ =—"2“'RA + Jd
entao,
: 8a 2
il .ZQ n* (3.46)
a

Vemos que agqui tambem a escolha do sinal de B8 vai de -
terminar o sinal de JO.
E interessante notar que este modelo satisfaz as con-

dicoes de conservagao de energia e carga pois no caso geral:
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Lk 'B'??F (EYY + G*"Y + AraMaY]
Hv _ 1 ony UaV
T =~ By 2 AR
; gV _
pois G ” =0
Assim

pHV # 0 em geral.

Mas, no nosso caso, devido as simetrias e a escolha particular

do potencial A“, temos que:

Il
o

=0 e (ra*aY)
| v

ja que da equagao da geodeésica, AvAu"v = 0 e verifica-se que

usuax")“\J = 0 (3.47)
Assim
Y = 0.
Iy
Da mesma forma
H A H
J = 5 (RA")
Ju ™ 2 ("
gque em geral é diferente de zero, nao havendo conservacao do

guadrivetor corrente. No nosso caso, no entanto, devido a(3.47)
temos que J”nu =0 e JH é conservado.

Vamos agora analisar mais detalhadamente alguns aspec
tos desta solugéo.

De (3.38) vemos que a(t) € real somente se ul(t) =

= 1 t2+u,t+u2 2 0. Temos varios casos em que ul(t) = 0:

0
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1) uy > 0 temos os casos:
uft)
¥ % e du.o
A 1 02
0 t
ult)
2
b) (ul) = 4u0u2
0 t
uft)
) (u)? > 4
& ot UgHy .
0 s t
u{tH
2) w: < 0, {d )2 > 4u.u
0 ! 1 0-2
0 b
/

FIGURA 3.1 - Graficos para a funcao u(t).

Os intervalos onde u(t) assume valores negativos nao
sao permitidos fisicamente, pois neles a(t) assume valores ima-

ginarios.
4

Temos ainda o caso narticular u. = -1 + = (0. Neste
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caso,
= _ 1/2
a(t) = (u1t+u2)
£ L'l2
a(t) =0 para t = - —=
5
g
Assim temos uma singularidade nesta solucao. Para t = - 5o co-
1
izar os

mo u, e u, sao inteiramente arbitrarias, poderiamos util
parametros observaveis: H = é/a (constante de Hublle) e g =
= —-a/a (1/H2)(parémetro de desaceleracao) para determinar os va
lores dessas constantes de modo a torna~la compativel com as
observacgoes.

E interessante notar que o fator de escala dessa solu
cao (a(t)) tem um comportamento assintético, para t > o« dado

1/2

por a(t) « t semelhante ao modelo de Friedmann sec¢do eucli

deana cuja fonte de curvatura é a radiacao (Fig. 3.2).

a(t)




-

Ainda nesse caso, as equagoes que definem a densidade e a pres-

sao para um observador com V' = 6ﬂ] sao:

u 2 120 2

0 .3 . 3% 0
(o) il = TRl = b

a a

2

A 4d B L L P
3! =1 9Tp =g = 3T 3

4a a a

As outras quantidades permanecem inalteradas.
O caso que mais nos interessa € o caso em que U, > 0
2 ; -
e (u1) < 4u0u2, pois neste caso al(t) > 0 para qualquer t nao

havendo portanto singularidades na solugao. A este caso sera de

votado o restante de nossa discussao (Fig. 3.3).

a(t)

= < 2
FIGURA 3.3 - Grafico da funcao a(t) para o caso ug > 0 e (u1) < Quouz.

Analisando as equagOes (3.42) e (3.43), vemos que a

densidade e pressao estdo relacionadas através de:

1 8
p=%5p-—> (3.48)
3 3)X8ma




W =

p = p*-£6 com p* = %-p E = (QWAéa)_1

p* sendo a pressao termodinamica; £ o coeficiente de viscosida
de volumar (bulk)* ; 0= 3 é o parametro de expansao.

Para garantir que o tensor momento energia, definido
por (3.35), (3.42) e (3.44) seja um objeto fisicamente aceitavel,
devemos impor sobre o mesmo certas condigoOes chamadas condigOes
de energia(lz). Temos dois tipos de condigdes de energia, a sa-
ber:

1) A condicdo de energia fraca(ll), que se escreve COmoO:

T vv”v“ >0 ¥ vH

i do tipo tempo ou nulo, ou ainda como

p 2 0 p+p 2 0 (3.49)

2) A condigao de energia dominante(ll) que expressa o) fato
que a velocidade do som num fluido € sempre menor que a veloci-
dade da luz neste meio. Para fluidos adiabaticos esta condicao

sSe escreve cCcomo:

(3.50)

©
v
=
|
©
A
el
A
©

A condigcao (3.49) é satisfeita ajustando-se os parame-

tros livres.

Para p 2 0 devemos satisfazer a desigualdade:

2.2 2
(4u0 t +4u0u7t+u1 ) 12 0

4 4
a a

| W

3
._.§+
a

4 . —
Como a €& sempre positivo, devemos ter:

T No caso geral & depende de p,p, do volume V da temperatura T e no caso do

. . - - [ S
LA s An marrrnile o s re il eanred el S i il e el A Tt mesirly . Torse Dk
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2 2,2 2 2
12(u0t +u1t+u2) + 12 Uy tT o+ 12 u0u1t + 3 u, —48&0 a0
2. .2 2 2

12{u0+u0 Jto o+ 12(u1+u0u1)t + 12 u, + 3u1 - 48&0 2 0

Essa desigualdade é satisfeita para todo tempo t se
u. +u 2 > 0, ou seja u, > 0
0 0 ¢ 0
e, alem disso,
2 2 2 2
A = [12(u1+u0u1)] - 4[12(u0+u0 )(12u2+3u1 —48&0 )] <0
(3.51)

Como Ll.] e Ll2

sem perda de generalidade, escolher u, = 0 (que corresponde a

sao inteiramente arbitrarias, podemos |,

uma translacao temporal da origem) e assim obter de (3.51) a re-

lacao:

que & satisfeita se

Ja a condigdo p+p 2 0 sera satisfeita se

(2u.t+u )2 u 16a'2
2, o™ty g Jo M 4
2 4 - 2 4 =
a a a a
Com u1 = 0 essa condigao se resume em
D 2 5
2(u0+u0 )t o+ 2u2 - 2u0u2 - 16&0 2 0



w

u. +u 2 ¥ 0 =5 u0 > 0

e além disso

2

2
A = —8(u0+u0 )(2u2—2u0u2—16a0 ) €0 (3.52)

Temos de (3.52) que a relacgao

£3...53)

Com estas restrigoes, a condigao (3.49) é satisfeita.

De mesma forma, a condigao (3.50) também &€ satisfeita pois p é
sempre positiva e p+p > U sempre, logo, a pressa0 nunca se tor
na maior que a densidade, mesmo com a pressao sendo negativa em
algumas etapas da evolugao do modelo.

E importante aqui salientar o significado fisico des -
sas condigoes. A condicao fraca é uma imposigao de que a densida
de de energia medida por qualquer observador(*) € sempre ndo ne-
gativa.

Ja a condigcao dominante esta ligada ao fato de que num
fluido a velocidade do som nao pode superar a da luz pois, con -
forme Hawkinglll) dp/dp mede a velocidade do som num fluido

adiabatico, logo p deve ser menor que p para que a velocidade

do som seja sempre menor que C.

*
( )Por qualquer observador queremos dizer que um observador caracterizado por

c1ia cmadriveloneidade V“. node ter oualouer Vu +ipo tenmo o nualo .
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Muitos autores costumam apresentar alcm dessas condi-
¢oes, também a condigao p+3p 2 0 como uma condigdo de energia .

(17) | esta condicdo ndo diz respei-

No entanto, conforme Hawking
to a energia do fluido e sim a convergéncia das curvas do tipo
tempo, mais precisamente, a partir da equacao de Raychaudhuri pa

ra um fluido perfeito:

- 82
6 = R VHVY - =
[TRY) 3
e das equacoes de Einstein
R % ok g R = =kT
TRY; 2! VRY;
U,V o< . : U,V
Segue que como Tuvv V" e a densidade de energia local, RHUV v
seria sempre negativo, e o mesmo acontecendo com 6, ou seja, 0

seria monotonicamente decrescente, havendo portanto uma conver -
géncia no passado das curvas tipo tempo ou nulas dos observado-
res V". No nosso caso, no entanto, as equagdes do campo gravita-

cional estao modificadas:

*
Ry = GyR + XRR A, = <kT.
onde
*
T =T +E
uv TRY) I8
e para um observador com v = 6”0 temos
R vV = R = —kT.. ++ g R-ARA.A
v 00 00 *2 900 00
3uo 3u 2t2
R = -
00 2 K

Assim, a equacao de Raychaudhuri ficaf

D2
0 £ 3u0

A A

3u 3u 2t2

0
5

D
1l




wldds

N 04 6w 0 e koo Vgl

2 0

E obvio por esta expressao que 6 nao € monoticamente decrescen
te havendo um tempo em que 6 muda de sinal. Isso ja era previs
to pois nosso modelo, como vimos, nao apresenta singularidades ,
logo 6 deve mudar de sinal quando passa pelo ponto onde o fator
de escala a(t) € minimo. Por esse motivo a imposigdo p+3p > 0 se
apresenta incompativel com as caracteristicas do presente modelo.

Com relacao as outras componentes do tensor momento-
energia, podemos observar que a equacgao (3.44), que define o ve-

tor fluxo de calor

i 80LOB i
8rg” = - == I (3.44)
a
nao tem semelhanca com a conhecida expresséo fenomenolégica(lg}
q =h BK(T -Ta,) (3.54)
o o |87748 :

onde k & o coeficiente de conducao de calor; T €& a temperatura

do fluido e a a aceleracao da congruencia de curvas,

a = Vo uVu
definida em funcao da quadrivelocidade do fluido.

A expressao (3.44) nao pode ser colocada na forma
(3.44), pois ni nao pode ser escrito como gradiente de um esca-
lar. Além disso, escolhemos a congruéncia normal vH = Gdl e a
aceleragao dessa congruéncia é nula.

Vemos que o fluxo de calor em (3.44) tem a direcao de-
finida pela parte espacial do potencial A". Isso nos leva a pen-

sar que nesta teoria, que nao € mais invariante de Gauge, as

expressoes fenomenologicas devam ser modificadas tendo em conta
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Essa caracteristica pode ser notada também nas equa-
¢oes que definem a densidade de cargas e a corrente do campo ele

tromagnético

A0

i

A
2
a
8
_2‘A
a

onde ambas as quantidades estao relacionadas com o potencial .
No entanto, podemos satisfazer a expressao fenomenoldgica que re

laciona a densidade de cargas e a corrente,

(3:55)

Ut
It

©
*

<

p* é a densidade de carga

escolhendo convenientemente a velocidade do fluido carregado

o
4 0
% = e S
p¥ = a3 a, para B = 2
S P
J_ 4(10”
a

Assim, com uma trivelocidade v = % n para o fluido carregado
a expressao (3.55) é satisfeita.

Esse fato nos leva a pensar que a equagao (3.54) nao
é satisfeita em razao do fluido nao ser comdvel com os observa
dores VM = GJJ. Isto significa que o fluido deve ter uma quadri
velocidade inclinada com relagao as hipersuperficies de homoge-
neidade do espago-tempo, semelhante ao que €& sugerido por Tup -

per(lﬂ).

Assim, escolhemos para decompor o tensor momento-ener

e Ly T T A O e MY LR, L A O N R, Wt et e PN BNk S e i ST I b N L i SR A i, Tt |7 - R - 3 s X
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com
Vv, = ¢
g 1 (3.56)
Vi =3 "i
¢ ¢ y sao fungdes que devem obedecer a relacao ¢2—Y2 = 1 que vem
de
vuvu = 1 {357}

A principio tentamos dar uma interpretacéo de fluido perfeito pa
ra o conteudo material do modelo, motivados por Tupper(li), se -
gundo o qual o mesmo conteudo material pode ter interpretacdo de
fluido perfeito ou imperfeito, dependendo da quadrivelocidade do
observador.

Assim, tentamos para o observador com quadrivelocidade

v" um fluido perfeito:

py = PVEVyTPR,
cuja decomposigao fornece
0 0 0o _ 1. 0 0 0
T g = v vo—ph 0= =g [E o ¥ G 0o * ARA AOI
i i i i i i
T v Y Vi-ph { % =g [ET”.+G + ARA Ai] (sem soma)
0 0 0 1 0
T, = pVv v, - ph g B = s [ARA Ai]
i i 1 i i
T5. = . —ph ., = = = [E". + ARAA.
o = PV & e 5 | J] # 3
Substituindo (3.56), encontra-se:
31102t2 120&2

8n(pg’ + py2) = 5+ —L— - 20 (3.58a)
ad



y2 i i 4oy ® 8
-8m(p+p) 5 N n; + 8mp = — + 73 - T = 5 (sem soma)
a a a a 3la
(3.58b)
Y 8“02
-8m(p+p) - Ny = - 5= Ny (3.58c)
a
2
Y =
(p+p) L3 n'ng = 0 (3.58d)
a

Para satisfazer (3.58d), devemos ter p+p = 0 ou vy =0,
mas isso € incompativel com (3.58c). Isso indica que o conteldo
material dessa solugao ndo admite a interpretacao de fluido per-
feito (pelo menos para essa classe de observadores).

Com esse resultado, retornamos entao para a interpre-

tagao do conteudo material como fluido imperfeito:

Tuv = pvuvv - phuv + quv\J + qvvu

Como q, é ortogonal a v, , ou seja qpvu = 0, qa, deve ter a for-

Be*

ma:

99 = Y0

(3.59)
[
a

Q ny onde qq,6 = -0

Com isso as componentes do tensor momento-energia sao:

0 2 2

T g = P9~ + PY + 2Y¢Q

Ti = ) li * 218 Q - (sem soma)
0 _ 9y 2. 42,0

T, = (p+p) - ny + (Y '+¢7) 2 ny



B

; 2
2 i . .
. (p+p) li ntn, + 20989 o1, i# 73

j 4 Jj 2l j

=
1}

Juntamente com as equagoes de campo (3.29), essas equa

coes fornecem © resultado

o ; 3u02t2 120
=81 [p¢”+pY +2y4Q] = - — - = % 7 (3.60a)
a a a
2. 2 2
2 . u. t 4q
-8n (p+p) s 280 nln. - 2X87n Y90 nln. + 8up = —l-+ 0 & 0 _ 8
2 i 2 i 2 4 4 2
a a a a a 3Xa
(sem soma)
(3.60Db)
8a . B
(p+p) %I n; *+ g (y2+¢2) g = = 2 ny (3.60c)
a
4 3 2y$Q i
(p+p) L5 n'ny + X nTn, = 0 (3.60Q)
a J a J
De (3.60d) vem que
Q= - (L;E# (3.60e)

Substituindo (3.60e) em (3.60a), (3.60b) e (3.60c), obtemos:

3 3u02t2 12&02
Gop &5 ¥ —5— & —4

a a a

2,2 2
u.“t 4o

81p = 5 + —g— - —— - 2

a a a 3la

8a, B
8n Q & 0

a ad

Ecsa ultima equagao pode ser reescrita como
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uOB

ma

(p+p)y _
2a¢ B

ou ainda

$2 = Y2(p+p)2ﬂ2a6

2 2
43 aq

{3.61)

Esse resultado juntamente com (3.57) nos permite deter
minar vy € ¢ (a menos de um sinal).

E notavel que tanto para essa classe de observadores
como para a classe com v = 6%, as expressoes para a densida-
de de energia e pressao coincidam perfeitamente.

Essas ultimas expressOes permitem escrever o fluxo de

calor como

q = YQ = 3 (3.62a)

; do B
¢t =200t - -0t (3.62b)
ma

Yy e ¢ podemr ser determinadas pelas equacdes (3.61) e (3.57):

4u 2t2 16a 2
T "a a a 3la
2 2 8
2 [U] "a
§" Sy
(16&0 )
como Yy = ¢2—1
o2 (1 %a®
[u1%a®- (160y%) ?
e dalil
2.2
2 (16q0 )
i T2

[U]2a8—(16an )
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ou seja,
4
§ = & i) & 73 (3.63)
{[U]2a8~(16&02)2}
16&0
Y = % 73 (3.64)
{[U]2a8-(16a02)2}

Para essa classe de observadores (3.56), as expressoOes
para o fluxo de calor podem ser postas na forma (3.54). Vejamos:

A aceleragao da congruéncia (3.56), definida como

a = Vv Vu
a = “oflu

tem componentes

0 . . 2 a
39 = VooV * VojiV = #0*Y 3 (3.65a)
- ¢ i ot X a
a; = VioV *vif3vT = e g+ v¢ azi ny (3.65b)

Por outro lado, a partir da relacao de Gibbs da termodinamica,po
demos determinar o comportamento da temperatura. Essa relacao se

escreve Ccomo:

Tdo = d(%) + p d(%)

onde 0 = s/n € a entropia por particula, e n = 1/V. V & o volu-
me por particula.
Como n, p e p sao fungbes do tempo apenas, a tempera

tura T também sera fungao do tempo unicamente, ou seja,

T, = 0 T £ 0



48~

Assim, da equagao (3.54)

- h B
qu. = hO‘. K(TIB - Tas)

obtemos as seguintes componentes:

= B _n " 0
dq = h, K(TIB PaB) = h K(TJO—TaOJ - h0 kTa §

0
: . 2 a 2 . :
dg = -y «I[T-T(¢¢p + y 211 - ¢ yxT(y +Y'§) (3.66a)
= n.%(T, ;-Ta,) - h,JkT
43 = By EAErgTIRG! = Ay TKaey
DY . . 2 a QBTK . a
Qg & = Kr]i[T-—T((bci) + Y E)] —; M Y]i(Y +YE) (3.66Db)
Por outro lado, temos de (3.62}a L due
Yo, B
_ 0
90 T T3
ma
banyB
_ 0
94 T 77 N4
a
de onde vem que:
2 . - 2 A 2 - 2 YG B
dy = =Y k[T-T (pp+y g)] - ¢ ykT (y +'y§) 5 0
ma
. 3 . pon B
- - 2 -
qy = - Long B-T00h + v7 D1 - EE T Gy =7y
ma
Ambas as expressOes fornecem a mesma equagao
. . ! o B
-ykT + ycT (¢ + 72 %) - ¢2KT(Y +'Yg) = 03 (3.67)
Ta

gue com a eguacao (3.57) se reduz a:
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IR EIR

- YkT + kT (- 2 y-y) = — (3.68)

ma

Vamos supor que a temperatura T seja da forma

a (3.69)

nyk T

o
L.
o}

+

~

—
o

jvi]

|
e
~

|
- .
I
(93]

As condigcOes a serem satisfeitas para que a condutividade térmi-

ca k seja positiva sao :

(3.70)

RS
1
-
v
[=]

B >0 (n-1) y

Utilizando os recursos da computagao algébrica podemos
verificar que essa segunda condigao € sempre satisfeita para t>0
desde que 0 < uy < 1, que como vimos em (3.53), € satisfeita nes
se modelo.

Com a condutividade térmica positiva (kK > 0), a produ-

(%)

gao de entropia para essa classe de observadores, cuja expres

Sao se escreve COmMO:

é sempre positiva, ou seja,

™) yer Apéndice B.
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pois

MV
£ >0
e n,que € o coeficiente de viscosidade de "shear" é inteiramen-
te arbitrario e, portanto, escolhemos n > 0.

Para encerrarmos o estudo das propriedades do modelo
vamos verificar o comportamento dos parametros cinematicos e ou-
tros aspectos observacionais do modelo.

Os parametros determinados experimentalmente sao basi-
camente o desvio para o vermelho, a constante de Hubble, o para-
metro de desaceleragéo e a anisotropia na radiagao de fundo de
3K, esta ultima mostra que o universo atualmente sofre uma expan
sao praticamente isotrOpica (considera-se a anisotropia observa
da como resultante do efeito DVppler). Além disso, acredita-se
que O universo nao sofra uma rotagéo global. Num modelo de Uni -
verso essas caracteristicas servem para determinar algumas cons-
tantes arbitrarias do modelo, além de eliminar certos modelos gque
nao as satisfazem.

Para uma dada classe de observadores com quadriveloci

dade V" os pardmetros observacionais sdo:

1) constante de Hubble generalizada(gi)
_o(8)° 1 _ a B {¥*)
Bo=3g =39 - 9"
onde 6 = VU“U' OaB o tensor de "shear", na um vetor tipo espacgo




normalizado (nanOL

B

-1) e 64 e o .comprimento representativo de

finido pela relacao acima.

Parametro de desaceleracao

2)
(S8) 1
q= - —
0% H2

3) Tensor de cisalhamento ("shear")

Este tensor determina a deformacaa

fluido, o©

s X i My Y Wy Vv %
Oug = 7 (Byhg + hgth 7) vu"v - 306 h,

de um volume elementar

= 0 para expansao isotropica.

of

4) Tensor de rotacao

0 tensor de rotacgao

com VU

mentar do fluido.
Para a nossa solugao temos no caso de um observador
= u
_60
¥ =M. =38
| a
1 a u,t
3 a 2
(u-.t+u,)
0 2 2
u.(u.t<+u.)
a 1 0" 0 2
q = - = g 5 + 1
H (uot)
UGB £ muB = ) &

P TR
maB = 5 (ha hB hB ha ) Vuﬂv .

Para eccece obeervadores a expancao e isotropica.

do

determina a rotacgao rigida de um volume ele

nao
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havendo rotagao.

Para os observadores com v“ = (b5 % ni) temos:
e=v”“u=$+3§¢
_ 1 _ a B _ (88)°

B=g 8 = geelin =53
(82) 1

gq s -
5% EZ

O tensor OaB tem componentes:

_ 4 3 : 4. a 234 .2,  a
90 Y¢—Y¢(Y—2Y—)+Y¢5-Y¢ S*Y F*z 0
o el Y3 3a YN 3 sa L 22
oi - "ilY F T 23 7 Y 2 2 5 2 Y 23

3 .3 a 2. a 2.2 a ¢

t 5 Y 5 -0 Y = Y9 5+ Y 5= ]
2 a2 a2 a2 3a

2 - 2. - 3 -
2° 2
o,. = n;n.[¢ b5+ 207" 25 4 2 g —ldzi (y=2y 2) -Y—ZQ(Y--?Y 2) +
J J a a 3a a Z a
2,2, _¢
- 2y ¢ 3]_3gij

o}

Ap6s um calculo extenso usando recursos de computagdo eletroni-

ca, encontramos que o comportamento assintotico desses parame -

tros (para t +» =) é:

82 s t_2
2 _ 1 uv -14
w = E wUV & E
2 .. 1 uv _ .=10
o” = > qu E

Isso demonstra que em relagao a expansao 6 os outros parame -

tros decaem muito rapidamente, e para um tempo suficientemente longo

os observadores verao uma expansao aproximadamente isotrdpica e sem rotacgao.
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ramente verificar se o foton continua seguindo as geodésicas nu-
las da geometria, para essa eletrodinamica modificada.

Para isso vamos considerar uma aproximagao Optica geo-
= ~ W < G ok
metrica das equagoes de campo conforme Ellis'—’. Isto significa
que o campo eletromagnético sera considerado um campo de prova

no espaco-tempo livre de cargas e correntes.

As equacOes do campo nesse caso Sao:

Mv A pal
F oz = > RA (3.71)
PV =@
[ v
ou seja,
F = A -A (3.72)
MV v vjp

Uma condicdo satisfeita por aY é:

H =0 3.73)
e )llu (

Vamos tentar uma solucdo oOptica das equagOes de campo

(3.71) do tipo

Au = e(¢)LLl + termos menos significativos (3.74)

onde:a) e(¢$) ¢é uma funcdo arbitraria da fase ¢

b) e(¢) varia rapidamente em relacdo a amplitude Lu,ou se-
ja

de

d_(bK[UL >> e L

v] [uf vi

onde definimos o vetor de propagacao K = 3 ¢ e o colchete [y V]
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significa antissimetrizacao [uv] = V=V,

A condicao a) é condicao de que informacdes arbitra-
rias podem ser propagadas por sinais ou "ondas"; b) ¢é a condi
¢ao que o sinal representa uma onda de alta frequencia com uma
amplitude pouco variavel em relacao a frequéncia da onda.

Substituindo (3.74) em (3.71), (3.72), e desprezando

os termos menos significativos, temos:

1 ' de

FU\) = e K[VLU] + e L[“”\)] e = d¢
oH BV, _ A U
[g7"g (e K[ULU] + e L[V“U]) ]”B =5 RA

''e e temos

—

Em termos de e", e

e" (KuLaKa-LpK“Ka) + el (K, va+Lv" \)KU—Lva" 4B va+Lv|-| UK\)) +

+ e(L LK gVBog¥Br?  1.) = & ReL (3.75)

ufl vis v| B u VT 2 u
Da condigao (3.73),
(RAu}hu =0
temos
g“ae'KuLaR + eLu“uguuR + eLleuglJOL = 10
Em termos de e' e e temos
KO‘LOL =0 LO‘”OL = - -%- LaR|a (3.76)

Assim, obtemos de (3.76) e (3.75) que:
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e -+ K KO‘. = 0 (3-?7)
@' & 5% B P o B B e D
v ™"y bt v
ou seja,
Boa Y = 5 5.8 -§EL°‘R (3.78)
uf v bt v T 2R [ .
[ o A B A
e g LU "a + R pLl + [R Rl&]”u = I RLU (3.79)

A equacao (3.77) implica que KMK = 0. Mas como K =20 K =
anas ) Amp % ufl v w = 2u Kyl

= Ku“u , - assim
K . K =
W v

ou seja, os raios luminosos (curvas cuja tangente €& o vetor KU )
sao geodésicas nulas (KUKU = 0) da geometria considerada. Com
isso vamos calcular o .desvio para o vermelho.

A taxa de variacao de e(¢) medida por um observador

com quadrivelocidade vH e:

= 1 H

Se dois observadores com quadrivelocidades V? e VS medem a taxa

de variacao do mesmo sinal e(¢) a razao dessas taxas de varia -
cao sera (K“Vu)1/(vav)2. Esse resultado pode ser interpretado

como um efeito de dilatacao temporal. Se dt € o intervalo de Eem
(K V¥)
po proprio entre dois pulsos do sinal, entao dtz/dt1 = ——E—G—l
: (K,VY)
isto &€, as frequéncias observadas estao relacionadas por 2

v
vy ) {KUV 31

W

W
2 (KUV ) 1%
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O desvio para o vermelho (Z) & definido como

7 = obs. “em.
A
em.
Vv
147 = obs. » vem.
em. obs.
ou seja,
u
(K V")
142 = —E Sl
(va Jobs.

Para o nosso modelo, a homogeneidade e isotropia do
espago~-tempo garante que todas as geodésicas nulas para o futu-
ro sao equivalentes. Assim, basta considerar as geodésicas na
direcao radial em torno da origem.

Para essas geodésicas temos sua tangente dada por(lz)

1 1

e 1 1 . o _
K = a(t) (1.? E(t—l OIO) ' K]-l - a(t) (1! alofo)
Para os observadores com VU = 6%
u 1
K =
UV a(t)

Assim vale a relacao:

tipica dos modelos tipo F.R.W.

Um dos problemas mais graves da cosmologia padrao c
a existencia de horizontes nos modelos tipo Friedmann-Robertson

-Walker (F.R.W.). A existéncia de tais horizontes torna inexpli

e uwrin ] m Eaamvarnernvn sn o rlen ol pm  w pmrmle mmpnnn 2o el ewn deamw v v Ao e o r e =~ ~ TS
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existem regides causalmente desconectadas. Um horizonte é geral-
mente definido como sendo uma fronteira entre coisas observa -
veis e coisas nao observaveis, para um dado observador. Segundo

Rindler(lg)

podemos distinguir dois tipos de horizontes. O pri-
meiro chamado horizonte de eventos e definido para um dado obser
vador A como sendo uma hipersuperficie no espaco-tempo gque se-
para todos os eventos em duas classes: aqueles que tenham sido cu
que serao observados por A, e aqueles que nunca serao observados
por A. O outro tipo de horizonte € o chamado horizonte de parti
culas e definido, para um observador A em um dado instante de

tempo t ., como uma superficie no triespago instantaneo t = ty

Ol'
que divide todas as particulas em duas classes, aquelas que ja
foram observadas por A no tempo EO e aquelas que nao foram obser

vadas por A. No caso de universos caracterizados pelo elemento

de linha de F.R.W.:

dr2+r2(d82+sen28d¢2)

as? = at? - a%(v)
(1 = r2)2
t 7
. = i it 2 2
com a luz seguindo as geodésicas nulas da métrica (ds” = 0). A
equacdo para os raios luminosos com movimento radial 6 = ¢ = 0 é

dt  _ dr
a(t) 7 € 2
1 + —4-' r

com o0 sinal indicando se o raio luminoso se afasta da origem ou
se aproxima dela.
A condicao necessaria e suficiente para a existéncia

de um horizonte de eventos € a convergéncia da integral(lg):
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pois assim existe para um dado tempo t. uma particula determina-

0
da por

°=J dt=J0 dr
0 ta(t) r01+-§-r

onde Oy faz o papel de uma coordenada radial, tal que um f£foéton

emitido pela particula, no sentido da origem no tempo t atinge

Ol’

a origem num tempo t = «». Fotons emitidos no mesmo tempo t por

0
particulas mais afastadas nunca atingem a origem.

; ‘o E G 19
Seguindo o mesmo raciocinio mostra—se(——)

que a condi
¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de um horizonte de

particulas é a convergéncia da integral

) ou

Nesse ultimo caso quando a(t) é definido para valores negativos
ilimitados de t, como na nossa solugao.

A partir desses conceitos, podemos verificar se a nos-
sa solucao apresenta algum tipo de horizonte.

No caso do horizonte de eventos devemos testar a con -

vergeéncia da integral

No nosso caso, como u, > 0 ; 4u0u2 > 0, essa integral é imediata

e vale

[} 2u.t i
J ; dt L arcsenh r——iL———_‘ = 00
e a 1 NEETEL vl .
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Assim temos que,pela nao convergéncia da integral acima nio te-
mos horizonte de eventos para essa solucgdo.
Para o horizonte de particulas similarmente devemos ve

rificar se a integral abaixo converge:

)

dt

—0 Y u0t2+u0

Integrando nos limites dados, temos:

t — t

0 a 1 2u0t 0
= arc senh| ——— = o
Vv 2 1 Yua. V 4u.u.
—00 uOt +u, 0 — 02

Novamente a integral nao converge demonstrando a ine -
xistencia do horizonte de particulas para essa solucao. Assim ,
do que foi visto, temos aqui um outro ponto favoravel nessa solu
¢do, que como ja vimos, nao possui a singularidade inicial dos
modelos tipo Friedmann. A nao existéncia de horizontes torna pos
sivel o contato causal entre todas as partes do universo,expli -

cando assim a alta isotropia observada.
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CONCLUSAO

De tudo que foi visto podemos concluir que, se abando-
namos o Principio de Equivaléncia Forte, permitindo que outros
campos, como O campo eletromagnético, tenham um papel mais funda
mental na evolucao-dinamica do espago-tempo, esses campos,quando
acoplados convenientemente, podem ajudar na tentativa de solucio
nar alguns problemas apresentados pela Cosmologia padrao. Dentre
esses problemas podemos citar, por exemplo, a singularidade ini-
cial e a existencia de horizontes, que nao estao presentes no mo
delo apresentado. Além disso, em nosso modelo temos processos dis
sipativos que podem ser usados, na tentativa de explicar a alta
entropia observada no universo atualmentetgﬂ]. Um outro fato que
deve ser levado em conta, € que dentro do esquema de acoplamento
apresentado, foi possivel compatibilizar uma fonte anisotrépica,
como O campo AY, com uma estrutura geométrica homogénea e isotro
pica sem recorrer a nenhum artificio. Vale a pena ressaltar tam-
bém que, como esta desenvolvido no Apendice C, a analogia usual-
mente feita entre o acoplamento nao minimo e a atribuigao de uma
massa ao foton nao €, em geral, correta. Além do mais, como vi
mos no texto, a aproximagao oOptica das equagOes do campo eletro-
magnético prevé que o foton segue as geodésicas nulas da geome-
tria, como no caso da eletrodinamica acoplada minimalmente com

a gravitacgao.



APENDICE A

TRIESFERA

As observagées astronémicas sugerem gque O universo
€ homogéneo e isotropico para escalas superiores a 108 anos-luz.
Essas evidéncias provém da observacao de fontes de radio e prin
cipalmente da radiacéo de fundo de 3K. Além disso, existem ra-
zées para se acreditar que o universo seja finito (embora ilimi
tado) .

19) Do ponto de vista da Relatividade Geral, as condi
¢Oes de contorno para uma hipersuperficie fechada sao bem mais
simples que as condicées no infinito de uma estrutura guase-Eu-

clideana.

29) A ideia de Mach, que a inércia dos corpos depende
da interacao mitua entre os mesmos, esta contida, numa primei-
ra aproximacao, nas equagées de Einstein. Mas esta idéia so se
aplica a universos finitos.

Se consideramos valida toda a argumentagao anterior
para a escolha da geometria que mais se aproxima da geometria
do universo, a escolha mais natural é a geometria da triesfera,
que é uma generalizacao 3-dimensional da geometria da superfi-
cie esférica, sendo como esta ultima uma entidade finita mas ili
mitada.

Para visualizarmos esta geometria, vamos imagina-=la
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imersa em um espago Euclideano 4-dimensional.
Considerando um sistema de eixos cartesianos (X,Y,Z,W)
= centrado na 3-esfera (observe que tanto na 3-esfera como na 2-
-esfera sO tem sentido se falar em "centro da 2-esfera" quando
consideramos esta ultima imersa num espaco Euclideano de dimen-
sao superior pois intrinsecamente tanto a 3-esfera como a 2-esfe

ra nao possuem um "centro") (ver Figura A.1)

X
- z
FIGURA A.1 - Coordenadas intrinsecas e extrinsecas da triesfera,
A relacao entre as coordenadas extrinsecas (4d-espago

Euclideano) e intrinsecas (X,9,¢ na 3-esfera) & dada por:

X = a sen X sen 0 cos ¢

- Y = a sen X sen 6 sen ¢
(A.1)
Z = a sen X cos @

W = a cos X

- Dai segue que o elemento de linha da 3-esfera é:

- 4% = ax? + ay? + daz® + aw?

2r-!,2 ,,2.‘l:|(‘\2

2r\:|J|1 f=" "\
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onde a € o 4-raio da superficie esférica 3-dimensional

W2 + X2 + Y2 + 22 = a2

A homogeneidade e isotropia da 3-esfera €& evidente pois qualquer
rotacao no 4-espago Euclideano, que leva um ponto da 3-esfera em
outro, deixa inalterado o elemento de linha (A.2)

Em vez das coordenadas X, 0, ¢ podemos usar outras co

ordenadas intrinsecas X, y, z como na Figura A.2, onde a rela -

= X

p(x,

FIGURA A.2 - Coordenadas x, y, z da triesfera.

cao entre as coordenadas é:

z

cos 6 =
‘/ 2 2 21
X +y +Z
tg¢ =§~
2 tg % = ¥ x2+y +z2

Com essa transformacao o elemento de linha (A.2) fica:

2 2 2 T
daz - a2 F dx‘+d¥ +c}z — (A.3)
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Apesar de possuirem algumas propricdades semelhantes ,
como o fato de serem entidades finitas mais ilimitadas, a 2-esfe
ra e a 3-esfera possuem algumas dissemelhancgas, por exemplo, sa-
bemos que na 2-esfera néo existem geodésicas paralelas pois toda
geodésica da 2-esfera € uma circunferéncia maxima, e essas se en
contram em pelo menos dois pontos. Na 3-esfera, no entanto, exis
tem pares de geodésicas nao coplanares que mantém entre si uma
distancia constante. A esses pares de geodésicas damos o nome

(lé'léj. Utilizando-se

as coordenadas das intrinsecas (x,y,z) da 3-esfera, 111|t:>s*:,ra—se(2'EJ

de parataticas, ou paralelas de Clifford
que pode-se tragar por cada ponto da 3-esfera duas parataticas
ao eixo 2 (que é uma geodésica da 3-esfera) cada uma delas ten-

+ o —
do como tangente o vetor n cujas componentes sao:

- €y + 1 Xz

=
1

2
2 1
n = £X + E Ya
n3 = 1 - % (x2+y2~22J
€ = +1 para a paratatica a direita e € = -1 para a paratatica a

esquerda do eixo z.

Temos assim um campo de parataticas ao eixo z pois a
cada ponto (x,y,z) da 3-esfera as duas parataticas ao eixo z que
passam por aquele ponto ficam univocamente determinadas pelo ve-
tor ﬁ .

A situacao acima descrita também se aplica aos eixos
X e y, isto é, também podemos tracar por cada ponto da 3-esfera
duas parataticas ao eixo x e ao eixo y. E facil ver que pela ho-
mogeneidade e isotropia da 3-esfera as expressoes para as outras

parataticas estarao relacionadas entre si através de permutacgoes



ciclicas. Assim, temos para o eixo x, fazendo as permutacoes
z+> X, X~>y, y~+ z. As parataticas a esse eixo tém como tangen

te para cada ponto da 3-esfera o vetor o de componentes

T - % (y%-z%-x?)

L =
S |

o = -€Z2 + %5 YX
3 1,

o = ey + 3 2X

Procedendo da mesma forma para o eixo y, obtemos através da per
~ -*
mutagao z » y, y - X, X > Z2, em 1 ©O vetor § com componen -

tes

1 1

B = ez + Vi Xy

82 = 1 - 1 (2%ex-y?)
83 = — gX + % zy

E facil verificar que esses 3 vetores sao linearmente

independentes, ou seja:

Pela sua proOpria construg¢ao, cada um destes campos satisfaz a

equacao da geodésica:

=
=
=
L
I
]
e
.
]
fos]
=
(o]
—
1
an ]

mas além disso eles também satisfazem a equagao de Killing
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onde os dois pontos significa derivagao covariante no triespaco
da métrica (A.3).
Como consequéncia disso, esses campos tém divergéncia nula, ou

seja,



APENDICE B

FLUIDOS RELATIVISTICOS

A descricao do conteudo material do universo como um
fluido € bem razoavel na escala de aglomerados de galaxias. Nes-
sa escala podemos tratar os aglomerados de galaxias como particu
las de um gas que preenche o universo (apesar dessas particulas
apresentarem uma estrutura interna isso € ignorado). Com 1isso
podemos adotar a visao macroscopica da teoria cinética dos ga-
ses, tratando o gas como um fluido. Em geral, na literatura en -
contramos frequentemente o conteudo material do universo repre -
sentado por um fluido perfeito, sem termos dissipativos. Na atu-
al fase em que se encontra o universo, a descricao em termos de
um fluido perfeito €& bastante razoavel, no entanto quando a den-
sidade de energia era maior, como por exemplo no universo primi-
tivo, os efeitos dissipativos devem_ter sido essenciais para a

descricao dessa fase.

— Fluidos Perfeitos

Quando o fluido esta em equilibrio termodinamico, nao
havendo portanto fluxo de calor entre as partes deste e além dis
so, nao havendo processos de viscosidade entre as particulas do
fluido, esse pode ser tratado dentro da aproximagao de fluido

perfeito. Para descrever fisicamente um fluido precisamos de cer
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tos campos escalares, vetoriais e tensoriais. No caso de um flui
do perfeito, a sua densidade, pressdo e quadrivelocidade sio su-
ficientes para determinar o seu comportamento. Essa descricio se
torna mais simples com a introducao de um campo tensorial que
contém todas as informagoes sobre o fluido. Este campo € conheci
do como tensor momento-energia do fluido, e na forma de fluido

(6)

perfeito tem a forma —
T = quV -ph (B.1)
onde ¥ é a quadrivelocidade do fluido (no caso do "fluido gala

tico" Vu é a 4-velocidade de um observador que vé os aglomera-

dos de galaxias ao seu redor sem movimento médio) normalizavel ,

. - H _ _ g - S
isto e, V V“ = T huv = guv Vuvv € o tensor de projecao.
E facil ver que
3 U,V
1uvv V' = p
g V¥ o
3 Tu h v o p

ou seja, p e p representam a densidade de energia e a pressao
medidas no referencial proéprio de um observador com 4-velocidade

V L]
u

Seguindo o formalismo proposto por Eckart{gga, defini-

mos o vetor corrente de particulas N = nv® onde n é a densida
de do numero de particulas (n = 1/V onde V € o volume por parti
cula). O fluido perfeito € descrito pelas equacOes da continuida

de:
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e da conservacao do momento-energia

0B

e = °

Utilizando um sistema de coordenadas onde a afinidade se anula
localmente, essas equacOes se escrevem COMO

= D (B.2)
=0 (B.3)

A equacao (B.2) projetada na direcao de VGL nos da a conservagao

da energia

que nos fornece

B8

- B.4
[(Q+P)V ]lB PIBV ( )

Por outro lado, (B.3) nos da

nVala # Van a =0
que, junto com (B.4) resulta
ap _ o P 1 =

ik [Bva = nV [(nlia + p_(nlia] 0 (B.5)

Da relacao de Gibbs da Termodinamica temos

_ o s
kTdo = d (n) + pd (n)

ou
- (L i,
kT0|a_ (n)lOL + p (n)|a (B.6)
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- ca que, juntamente com (B.5) resulta em:

— aB|3Va = an [(%)]a + p(%)lu] = s M

B

k TU] 0

8 =

isto &,

Isso significa que, como era de se esperar, num fluido perfeito
a entropia de cada particula é constante ao longo de sua linha

de universo, nao havendo efeitos dissipativos.

- Fluidos Imperfeitos

Vejamos agora as equagoes que regem o comportamento de
fluidos imperfeitos. Tais fluidos apresentam efeitos dissipati-
vos (viscosidade e fluxo de calor) e, portanto, a expressao para

— o tensor momento-energia desses fluidos deve diferir da expres-
sdo para fluidos perfeitos. O 4-vetor corrente de particulas N%=

=, - }
= nvVv tambem deve se alterar. Vamos representar essas mudancgas

B

em T*F e N* por &TaB e AN® , respectivamente. Assim, temos

as expressoes

%8 = ovovB - pn®P 4 pTOB (B.7)
N* = nv® + aN® (B.8)

Seguindo a interpretacgao de Eckart(gg) v* é a velocidade do flu-

xo de particulas. Assim, para um observador que se move com o}

fluido (V¥ = &Y a1y,

. 0) temos gue



s

aAT* V Vg =0 (B.9)

MY e 0 (B.10)

A forma de ATaB deve ser estabelecida a partir dessas equacgoes,
obedecendo a segunda lei da Termodinamica. Essa Ultima deve es -
tar contida nas equacOes de conservacao de energia e do namero
de particulas.

Da conservacao de energia e do numero de particulas te

mos:

%8 v - nv® [(%)IOt ¥ p(%)la] + AR (*)

B o |8Ya =

que, junto com a relagao de Gibbs (B.6),fornece

af

nkTVBGIB‘=_ AT |Bva (B.11)

Definimos o 4-vetor corrente de entropia como:

aB
o _ o AT
S” = knoV™ + T VB
de modo que para um observador que se move com o fluido SO 2
.I..

= nko = densidade de entropia do fluido .

A taxa de produgao de entropia é dada por

(*)Utilizanos o sistema de coordenadas local onde FGBU = & 4

A
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tn
]
n

o 1 af
(nkoV )l@ + (T AT VB)]u

o aTaB T!a o3
= Vv s
S T Bla " AT VB (B.12)

onde usamos a expressao (B.11) e (B.3).

' P o
De acordo com a segunda lei da termodinamica, S |a e Oy

(22)

assim &TGB devera conter uma combinacac de gradientes de tem

peratura e derivadas da velocidade,de modo que (B.12) seja posi-

tiva para qualquer configuracao do fluido.

(21)

Seguindo o desenvolvimento proposto por Weinberg —' ,

o

encontramos, no referencial sincrono (V = 63) que:

prtI
sl B e T T

i ] - . - . b 3 » . . - .
Como AT J e simetrico nos indices i,j, somente a parte simetri
ca de vi|j ira contribuir na expressao acima.
Temos que a parte simétrica de Vilj e dada por

V . . - = V . .
(i]3) z | il3
onde o primeiro termo € a parte simétrica sem trago.
Assim, no referencial sincrono obtemos que a taxa de
producdao de entropia é dada por

2
|2

i0 1]
. AT 2

o AT

lo = T2

]

g 1
jV |£) +3 gijv

8 sO deve depender dos

e pela argumentacao acima, de que aT®
gradientes de temperatura e derivadas da velocidade. Temos que pa

ra SuIu tenha um sinal definido, devemos ter:
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] _ im_js 2 ) - 45 8
AT - = ng g (Vm|S+vs|m “ g IgaV lﬂ) + £gT- v |2 (B.13)

art? o gtd (le—T\}j) (B.14)

(22)

Por analogii com o caso classico —', identificamos os coeficien
tes n, £ e Kk como os coeficientes de viscosidade de cisalhamen
to ("shear"), viscosidade volumar ("bulk") e a condutividade tér

mica, respectivamente.

Com isso, a taxa de producao de entropia tem a seguin-

te expressao:

- K 1 Js -2 .
o= ng (TIJTV)(TI TV)+ 9 Mg (V|S slm = 3 Fus? 8! X

2
(Vi|j+vj 3 3 9; VR ) + -—(V |£) 2 0

Para generalizar essas expressoes para um referencial qualquer,

o

temos que por AT numa forma independente de coordenadas. Para

aB

isso vamos decompor AT em suas partes irredutiveis para uma

4-velocidade V* gualquer.

aT™B - (m‘“"vuvv)v“vg + AT aPpBO L ATPYy oh Bv“ + aTP% h DLVB )

As expressoes (B.13) e (B.14) para uma 4-velocidade arbitraria

correspondem a:

ATt — ApOB = - TV, )

Kl A A

a

oy, BV 2 av,, A

AT —s ATP%, %p B
p o
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00

AT = AT™Yv v = 0
Hov

Com isso obtemos a seguinte forma para &TaB

AT®® = gBv® & %P 4 nn®B 4 En®B (B.15)
onde

5% = KhaB(T[B - V)

aB ay, Bv 2

il = -l h (Vul\)+v\)' ot ‘3— hu\)a)
e

B = VA

Finalmente o tensor momento energia para um fluido com
efeitos dissipativos é

78 pVaVB— pxp%B | anB . qBva . nﬂaB (B.16)

onde p* = p-£6 € a pressao isotrdpica e p a pressao termodina
mica.

Com essas expressoes podemos escrever a taxa de produ

cao de entropia como:

MV .

i (3 _ >
P 37 "uv T ] 49, 20 (B.17)
como g, € do tipo espacgo q“qu < 0, e com isso o ultimo termo
da expressao (B.17) contribue positivamente para a variacao da

entropia.



APENDICE C

CAMPO DE PROCA EM ESPACOS CURVOS

A presenca de um campo de Proca em um espag¢o-tempo cur

vo pode ser descrita canonicamente através da Lagrangeana

_ Y=g 2.1 _ @Hv
L =32 (R + Am"A Au F Fuv) + L (C.1)
onde » e m sao constantes.
Lu inclue o conteudo material e o termo de corrente.
Variagoes dessa Lagrangeana juntamente com o principio

de minima acao, fornecem as seguintes equagoes

G = —k(E +T ) - Am?A A (C.2)
Y v’ v TR

% P gt (e.3)

Notamos em (C.1) uma semelhanca formal com a Lagrangea
na para os campos eletromagnético e gravitacional, acoplados nao
-minimalmente. No entanto, como veremos, essa semelhangca & pura

mente formal, sO se aplicando no caso em que R é constante.

Para a métrica de Einstein:

2 2 (dx2+dy2+dzz)

[1+ 4 (Cay?ez®)?
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e usando como 4-potencial o vetor A“, definido em (3.5)(2), obte

mos das equagoes (C.2) :

0 0 2
(0) —3=—kT0—4C¢
(?) amalnin. = 8aZnin. i# 3
i i i 3.
(j) - 1 = = kT g 40° + 8a“n n; - Am“an ny i=3
de onde vem que
kTOO =3 = 4a2
krl, = 1 + 40?
i
Amz = 8
As equagoOes (C.3) fornecem:
FOl =0 = F01”i _ JO -0
FlJ“ - 4anl _ % mzunl o Jl
—_ Jl = 8anJ_'

Este resultado € semelhante ao obtido no Capitulo 3, para a mes

ma métrica e o mesmo potencial. No entanto, para o caso da mé -

trica de F.R.W. a situacao muda drasticamente. Para esta métri-

ca temos:
2 2 2
dsz _ dt2 _ a2(t) (dx +dy +dz") - 1,0
5 2 2 2.2
[1 + 73 (x"+y"+27) ]
H

Utilizando como potencial A o mesmo potencial do Ca



Pl

pitulo 3, definido pelas expressdes (3.16), (3.26), (3.27) e

(3.28), ficamos com o seguinte sistema de equacgdes:

. 2 "
(l-) L #E )\mzaznin. 5 BE nln. - kTt
] J ]
0 2 - i
(i) AmTaBnT = - k TO
0 -
() === (@ "+¢) + Aszz = - k70 - 40°
0 2 0
a
i 2 2a W
(i) l:J —a—z-(a )-——a+)\mAAi=
. 2
i 2 8a
= = kT it 4da” + 5~ N Ny
a
Se tomamos le = 0, como no Capitulo 3, a primeira dessas equa -

¢oes ja se torna incompativel, o que ja demonstra que nosso caso
nao ha mais semelhanca entre essa abordagem e a desenvolvida no
corpo deste trabalho. Mesmo admitindo que Tij # 0 a situacao se
torna muito complexa. E pouco provavel gque haja uma solug¢ao sim-
ples para o sistema de equacdes acima. O Unico caso analisado foi
o caso mais imediato em que escolhemos a segao plana (e€=0), B =0

e o = cte. Para esse caso as equagoes (C.2) se resumem a:

i ; a, 2 8 2
(j) i#3 8(3) +?=)\m
cuja solucao é
alt) = % cos hwt

onde w = Vim /8

Com esse resultado as outras equagées fornecem



=

2 2
- 8mp 3w tg h™ wt - 4a2 cos h2 wt (C.4)

81p = - wz tg h2 wt - 2m2 - 4&2 cos h2 wt (C..3)

Além disso, as equagdes (C.3) fornecem

Esta solugao, apesar de matematicamente correta, nao

€ uma "boa" solucao em termos fisicos, visto que a densidade

— em (C.4) se torna negativa em determinadas etapas na evolucgao
temporal da solugao (ver Fig. C.1) e a pressdao & sempre negativa

para qualquer tempo. Esses exemplos demonstram que a idéia de

que o acoplamento ndao minimo é equivalente a atribuig¢do de uma

massa ao campo eletromagnético € falsa. Essa equivaléncia sO

- é "valida aproximadamente” no caso em que R € constante.

!
! p(t)

FIGURA C.1 - Grafico da densi

dade como fungao do tempo.
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