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Abstract: Inverse scattering problems are introduced, with a particular care of inverse 
diffraction as regards the physical point of view, and of uniqueness problems as regards 
the mathematical point of view. 

1 Introduction 

Un bebe apprend it interpreter ses informations visuelles. Ainsi la diffusion de la lumiere 
par les objets lui permet-elle, sans toucher les objets eux memes, d'apprehender leurs 
distances, leur forme, leur couleur, Ia texture de leur surface, etc. Bebe resoud ainsi pour la 
premiere fois un probleme inverse de diffusion, et, si 1'0n pense par exemple aux distances, 
a pour la premiere fois l'occasion de comprendre que Ie probleme peut etre mal ~, c'est 
adire que l'information peut etre insuffisant.e pour evaluer les parametres souhaitq';tNo~ 
allons voir ensemble d'autres prob1emes invC"rscs de diffusion, et des problemes voi~s affb 
de Inieux comprendre leur importance. leurs stlcces, leurs difficultes. ~-", t.J:) 
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2 Description de problemes inverses de diffusion 

2.1 Les Sondages 

Au cours d'un sondage, des signaux sont emis en direction d'une cible, et, qu'il s'agisse 
d'un "milieu traverse" ou d'un "obstacle", diffuses par elle. Les signaux diffuses sont 
ensuite analyses, et l'information qu'ils contiennent utilisee pour connaitre la cible. Le 
probleme physique va donc etre decrit par un certain nombre de grandeurs caracteristiques 
de la nature du sondage, les parametres representant la cible, et les mesures effectuees. 
L'acte de modelisation conduit it representer Ie probleme par une application M d'un en­
semble C de parametres dans un ensemble £ de resultats, chacun d'eux "largement" definis 
pour etre des espaces mathematiques simples, generalement normes, quitte it introduire 
des contraintes qui delimitent dans C Ie sous ensemble de parametres Co physiquement 
acceptables. Evidemment l'image M(Co) sera toujours "plus petite" que £. 11 est essen­
tiel que la topologie definie dans chacun des deux espaces ait un sens physique, que donc 
elle permette dans C une comparaison satisfaisante des parametres et dans £ la prise en 
compte des erreurs. Cette precaution la.isse en general peu de liberte de choix dans £. 
Passons maintenant en revue quelques donnees des problemes physiquement rencontres. 

(a) Grandeurs caracteristiques des sondages 
(aI) nature du porteur des signaux: ondes acoustiques, elastiques, electromagnetiques, 

ou bien ondes de matiere (faisceaux de particules). 
(a2) position et nature de la source: une ou plusieurs ondes planes arrivant de l'infini 

("directions d'illumination") ou bien onde plus ou moins cent ree , eventuellement in­
terne au milieu (source "ponctllelle" ou "etalee"), ou bien grand nombre de directions 
d'illumination ou de sources avec posit.ions geographiquement correlees (tomographie, 
scanning). 

(a3) nature des signaux: onde stationnaire, "pulse" de courte duree, ou bien, en cas 
limite dans des problemes voisins, coura.nts continus. 

( a4) conditions de propagation : rectiligne (ex. sondages X, 1) ou bien propagation 
en rais incurves par Ie milieu physique (cela vellt dire que la direction de propagation de 
l'energie est· concentree au voisinage d'une ligne appelee Ie rai - ex. sondages acoustiques 
ou elastiques de courtes longueur d'onde - les rais sont alors trajectoires orthogonales des 
surfaces d'onde et la propagation est dite semiclassique) - ou bien propagation ondulatoire 
loin de l'approximation semiclassique (sondages diffractifs). Dans des problemes voisins, 
la partie "propagation" peut se reduire a. un transitoire non etudie et une grandeur etablie 
(courant ou champ) est seule mesnree (tomographie de resistivite, MEG). 

(b) Catacteristiques des mesures 
Les mesures von t etre definies par 

(bI) leur position : proches ou lointaines, coincidant avec la position de la source 
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(mesure dite monostatique par les radaristes, ou zero offset par les sismiciens), ou pas 
(mesures multistatiques). II peut n 'y avoir que quelques mesures ou un grand nombre ­
disposees au hasard ou correlees (tomographie). 

(b2) leur nature. L'intensite du signal ou une grandeur de meme nature, est plus 
facile a atteindre que l'intensite et la phase, qui donnent l'amplitude, et s'il y a lieu la 
polarisation. Cette intensite est eviderrunent liee it celle du ou des faisceaux incidents. 
Prenons une seule direction d'illumination. Si les interactions sont toutes homogenes 
(en particulier dans Ie cas lineaire) la quantite importante est evidemment Ie rapport 
de l'intensite des signaux de type donne emergents dans une direction donnee a. celle du 
faisceau incident. Pour les faisceaux de particules, on utilise couramment une variante de 
cette notion, la section efficace, qui est Ie rapport du nombre de particules d 'un type et 
etat donnes comptees sortantes dans un pinceau d'angle solide (0, dO) a. dO fois la densite 
du faisceau de particules incident, mesuree dans une section droite. 

(c)Exemples de tomographies de sondages 
Les analyses d'information agrand nombre de sources ou/et de mesures geometrique­

ment correlees sont les plus riches en general et i1 est bon d'en avoir quelques exemples 
it l'esprit. Le plus simple est la tomographie X ou I, mise en oeuvre dans les scanners 
medicaux ou autres, caracterisee par des rais droits, et par plusieurs dizaines d'observation 
et de mesures. Chaque mesure physique donne alors l'integrale de l'opacite du milieu 
suivant Ie rai, et l'analyse inverse cherchera a. etablir une carte de cette opacite - quitte 
aux medecins ou aux physiciens a relier l'opacite au parametre qui les interesse partic­
ulierement. Plus comp]exe, la tomographie acoustique en milieu de densite variable met 
en oeuvre plusieurs emetteurs servant aussi de recept.eurs et joints entre eux par plusieurs 
rais courbes si les sources ont un spectre assez large. On peut considerer que l'exploration 
du globe terrestre par analyse des sismogrammes correspondant aux divers tremblements 
de terre, et recueillis dans un grand nombre de stations fixes, est une tomographie du 
meme type, etaIee sur les annees. Chaque mesure physique donne alors Ie temps d'arrivee 
du signal, donc l'integrale de l'inverse de la vitesse de propagation Ie long du rai, et 
l'analyse inverse cherchera aetablir une carte des vitesses. A plus basse frequence, ou 
l'energie n'est plus concentree sur des rais, on trouvera de la tomographie de diffraction. 

Nous avons pris la des sondages de milieux traverses. De la me me fa<.;on, il existera, 
apartir de plusieurs points d'illumination et d'observation, une possibilite de determiner 
la forme d'un obstacle si l'ori connait certains des parametres de sa surface, ou meme de 
determiner ceux-ci ainsi que la forme si )'on a suffisamment d'information. 

2.2 Les recueils d'information passifs ou mixtes 

II peut arriver que la source d'un sondage n 'est pas controlee par l'observateur. On 
appelle problemes inverses de source ceux ou les caracteristiques des sources sont l'objet 
de l'analyse. Certains de ces problemes mettent. encore en jeu la diffusion, et celle-ci est 
utilisee pour determiner la source. Dans d'aut.res cas, la diffusion n'est plus Ie phenomene 
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physique essentiel pour l'analyste. 
A la premiere categorie, nous pouvons rattacher par exemple la determination des 

foyers de tremblement de terre (ondes elastiques), ou des positions d'engins bruyants 
(e.g. sous-marins), celle des sources d'emission couplee e+e- (camera electron-positon) 
ou d'analyse d'emissions radioactives (scintillateurs). 

A la seconde categorie nous pou vons rat tacher Ie scanner a resonance magnetique, dans 
laquelle les "sources" fonctionnent en absorbant par resonance Ie champ de radio-frequence 
applique et indiquent, pour un champ magnetique inducteur donne, la densite locale de 
spins de protons. Nous pouvons aussi y rattacher un certain nombre de cas limites, que 
nous avons deja evoques, et ou les transitoires qui mettraient en jeu la diffusion, etant sans 
interet ou trop difficiles a mesurer, on mesure une grandeur physique etablie au niveau 
des mesures par Ie phenom€me physique "source". On peut dire que la cardiologie et 
I 'electroencephalographie s 'y rattachent, (le comportement dans Ie temps du phenomene 
inducteur est ici seule quantite interessante). S'y rattache aussi la magnetoencephalo­
graphie, ou les positions de cellules excit.ees doivent etre determinees par les variations 
du champ magnetique qu'elles induisent lors de leur excitation, tout autour du cerveau. 
Moins passive est la tomographie de resistivite, ou les mesures de l'operateur voltage -+ 

intensite tout autour de la region etudiee sont les donnees du probleme, la conductivite du 
milieu dans cette region, Ie parametre a determiner. II ne s'agit pas ici d'une tomographie 
de source mais d'un cas limite de tomographie de sondage. Un autre cas limite est atteint 
avec les mesures de modes naturels d 'un objet - par exemple Ie globe terrestre - ou bien 
une corde vibrante d'epaisseur variable - ou bien un tambourin d'epaisseur et de forme 
variable - Ces problemes inverses dits spectraux sont a la fois les plus anciennement 
etudies (Lord Rayleigh) et les plus celebres des mathematiques. L'epaisseur de la corde, 
les parametres de Lame du globe terrestre, sont les quantites a determiner, mais aussi 
(l'exemple du tambourin Ie montre c1airement.), Ia forme, la possibilite de trous, etc. Si 
je les cite c'est parce qu'ils sont beaucollp plus proches des problemes de diffusion que 
les problemes de source ou que les problemes de tomographie non diffractive. C'est aussi 
parce que la recherche mathematique sur ces problemes a ete la plus riche en resultats, 
souvent tres profonds, et a superbement ec1aire Ia recherche sur les problemes de diffusion. 

3 	 Modelisation des problemes de diffusion d 'une onde 
scalaire 

3.1 L'equation d'onde 

Qu'il s'agisse d'un faisceau de particules neutres non relativistes, regi par l'equation de 
Schrodinger, ou d'ondes acoustiques dans un milieu, regies par l'equation de Hehnholtz, 
la diffusion d'ondes scalaires planes est la plus simple dans sa categorie, mais montre 
deja tous les problemes essentiels que 1'0n peut rencontrer. Si Ie faisceau incident est 
represente par une onde plane, de frequence ou d'energie bien determinee, de vecteur 
d'ondes k (donnant la "direction d'il1umination"), l'onde tota.le en presence d'une cible 
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ou d'un milieu diffuseur pourra toujours etre representee asymptotiquement par 

\lI(k, r) = exp[ik.r] + r- 1 exp[ikr]A(f, k) + O(r-I) (3.1) 

ou r est Ie vecteur position, r sa longueur, f = r/r, et les memes conventions sont 
appliquees it tout autre vecteur. La mesure fournit IAI2 et il s'agit de determiner les 
parametres du milieu, c'est it dire, en mecanique quantique, Ie potentiel V(r) dans 
l'equation de Schrodinger 

-~\lI + V(r)\lI = E\lI } 
(3.2)

\lI et grad \lI cont.inus 

(j'ai indique aussi les conditions de resolution). S'il s'agit de propagation acoustique, 
l'equation d'ondes est 

,\ div p-I gra.d P +w2 P = 0 } (3.3)
P et p-I grad P continus en milieu continu 

Dans un milieu heterogene fait de morceaux acolles Ie long de surfaces telles que S, avec 

vecteur normal tel que v, les conditions de resolutions sont P et p-I ~~ continus. P esl 

la pression, ,\ Ie parametre de Lame, p la masse specifique. La source, ou l'onde incidente, 
vient d'un milieu "exterieur" ou les parametres sont constants, disons '\0, Po. Si on pose 
0' = p-2 et k2 = Pow2 I '\0, on peut reecrire (3.1) sous la forme: 

0'-2 div 0'2 grad P + (k 2 
- Vo)P = 0 (3.4) 

OU Va = w2[po/'\0 - pl'\] est nul dans Ie milieu exterieur. Nous avons suppose la den­
site p partout strictement positive. Si on suppose en outre que ,\ et p sont deux fois 
differentiables, et en posant \lI = O'P, I 'equation (3.4) se reduit it I'equation de Schrodinger 

(3.5) 

avec 

v; = Vo + 0'-I ~O' (3.6) 

Mais si Ie milieu est discontinu, avec par exemple une surface de discontinuite Stelle 
que 0' et 8O'I8v sont continues de part et d'autre mais presentent un saut it la traversee, 

alors seule l'equation (3.4) reste valable, el doit eire complelee par P et Q2~~ continus a 
travers S, it moins qu'on reduise (3.4) de part et d'autre it l'equation (3.5) pour 111 = O'P, 

. d ,T'I 8\l1 ,T. 80' I . , ., S M" dmals ans ce cas 'l' 0' et 0' 8v - 'l' 8v sont es quantIt.es contInues a travers . erne ans 

un milieu deux fois differentiable, (3 ..5) n 'est equivalent a (3.2) que pour E = k2 fixe. En 
2 k2 2effet Vi croit comme w = c , oi.l C = ('\1p)~ est la vitesse du son dans Ie milieu, tandis 

que Vest en principe independant de E. 
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Dans la suite, nous etudierons Ie probleme Ie plus simple possible, celui regl par 
l'equation (3.2), et en supposant que la don nee d'entree est l'amplitude de diffusion A 
qui apparait dans (3.1) et non son module - ce qui peut etre jusitifie si un probleme 
preliminaire, celui de la phase, est resolu. Nous n'en parlerons pas davantage. 

3.2 Caracteres mal poses 

Pour un probleme parfai tement bien pose, Ie parametre correspondant it un resultat donne 
devrait exister, etre unique, et ne se modifier que peu quand Ie resultat est peu modifie 
(stabilite). Les caracteres mal poses les plus evidents sont donc l'absence d'existence ou 
d'unicite. Dne regIe empirique simple, definie pour des resuitats exacts, predit que la con­
naissance d'un continuum de dimension donnee dans l'espace des resultats ne peut donner 
d'information complete que sur un continuum de meme dimension. Si nous appliquons 
cette regie it la determination de V(r) dans (3.4) (3 variables continues) it partir de A(r, k) 
dans (3.1) (5 variables continues) nous pouvons attendre que Ie probleme soit mal pose 
par surdetermination : l'information donnee doit satisfaire des contraintes reductrices 
pour correspondre au modele propose. 

La prediction est correcte : si E ~ 00, et V n 'est pas trop singulier, A est donnee 
avec une precision croissante par "1'approximation de Born", pour laquelle elle est pro­
portionnelle it la transformee de Fourier du potentiel. Si on connait donc A pour tout 
r et tout k, toutes les valeurs de A pour k sont contraintes. II est simple d'etudier Ie 
cas ou V(r) ne depend que de r (symetrie spherique) - donc une variable continue. A ne 
depend alors de k et de () et la surdetermination su bsiste ainsi que sa prediction par la 
regIe empirique. Mais A peut etre decomposee en polynomes de Legendre, ses elements 
sont necessairement de la forme ei61 sin be (be E R : unitarite) et sont relies it V(r) par la 
forme asymptotique des resolutions des"equations d 'onde partielles" 

d
2 

\l1 e + [k2 _ l(l+l) _ V(r)]\lI = 0 }
dr2 r2 I (3.7)

We(k,r) ""-I At(k)sin(kr - I; +bt)(r ~ (0) 

ou £ est entier ou nul. Dans ces equations s'ajoute a.u potentiel V(r) un potentiel repulsif 
dit "centrifuge" -£(£ +1)/r2, et si Ie potentiel est regulier et raisonnablement borne, avec 
une decroissante plus forte que r- 2 it 00, Ie terme repuisif devient dominant et 51 ~ 0 des 
que £ est un peu grand. Pour k ~ 0, les petites valeurs de £sont les seules significativement 
importantes. On peut done se poser les deux problemes suivants, ou les continuums des 
donnees et des parametres ont a. peu pres la. meme dimension. 
Probleme inverse it E fixe. Peut-on determiner V(r) a partir de I 'ensemble des 51? La 
reponse est non si la "queue" de V(r) n'est pas fortement contrainte - exponentiellement 
decroissante ou inexistante (potentiel a. support fini) par exemple. 
Probleme inverse it £ fixe. Etudie d'abord pour e = 0, la solution de ce probleme a 
constitue Ie premier des sous produits de l'analyse des problemes spectraux faite par 
les mathematiciens russes Gelfand, Levita.n, et 11archenko. La reponse est : 5o(k) ne 
determine pas V(r). 11 faut aussi conna.itre les "energies des etats lies", c'est it dire les 
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valeurs -En = k; de k2 pourlesquels l'opera(.eur - :2 +k; - V(r) qui apparait dans (3.7) 

a des fonctions propres dans L2{R). II faut en plus, sauf contraintes particulieres sur V, 
connaitre des coefficients de normalisation, un par etat lie, qui permettent de reconstruire 
les projecteurs dans L2 sur les espaces propres correspondants. Un resultat tout it fait 
semblable vaut pour chaque valeur de emais, si eest assez grand, Ie potentiel effectif est 
repulsif et il n'y a pas d'etat lie, ce qui illustre la surdetermination du probleme ou 1'0n 
donne tous les 6i pour t.out k. 

3.3 Les problemes voisins 

Les problemes inverses de diffraction pa.r des milieux diffusants presentent des exten­
sions parfois compliquees mais de meme nature que les problemes etudies. Le modele 
est toujours regi par I'equation (3.1), les questions posees sont de meme nature, que 
les parametres repartis soient f. et Jl (on des electromagnetiques, pour lesquelles apparait 
la possibilite de mesurer des polarisations, et qui conduisent d'une certaine maniere it 
une extension vectoriel1e des prohlemes ci t.es), ou bien A, Jl, et P (ondes elastiques, qui 
se separent dans un milieu homog€me en ondes de compression et de cisaillement de 
vitesses differentes, contrairement au cas electromagnetique, et qui conduisent d'une cer­
taine maniere it une extension tensorielle des problemes cites). II y a un peu plus de 
nouveaute dans les determinations de forme d'obstacle - par exemple, dans Ie cas acous­
tique, regi par l'equation de Helmh01tz 

(3.8) 

dans Ie milieu exterieur, un obstacle de domaine n, surface an, impenetrable, et sonde 
par une onde plane, donnera asymptotiquement la figure (3.1), mais Ie modele sera decrit 
par (3.8) et les conditions limites sur 

inc + lI
su = u ?line = exp[ik.x] (3.9) 

u(O) (.X E an) n eRn, n ~ 2 } (3.10)8; -Zh~'lts=O(r-l) r--+oo) 

et Ie probleme inverse reside dans la determina.tion de an it partir de A, k etant fixe. 
Meme it incidence fixe (toutes directions emergent.es), ce probleme, s'il a une solution, 
n'en a qu'une. Il y a lieu de cit.er ici parnli les prob1emes voisins de celui des sondages 
avec propagation Ie probleme d'auscultation d'un domaine par injection de courants et 
determina.tion de la relation potentieJ applique int.ensite en tous les points de la surface. 
Ce probleme, peut etre ecrit SOllS la forme 

di v i grad 11 =0 x Ene Rn n ~ 2 (3.lla) 

ulan = f (3.11b) 
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dans laquelle on cherche it determiner la conductivite I dans n en mesurant l'intensite 

'Y ~~ sur an pour tous les potentiels u = f appliques sur an. II est equivalent pour 'Y E C2 

au meme probleme avec 

~tL-lIu=O (3.12) 

au lieu de (3.11a), et sembiable au prob1eme de trouver la vitesse des ondes acoustiques 
it partir de mesures sur an par des emetteurs recepteurs oscillant harmoniquement de la 
pression Pw , regie dans n par I 'equation 

2w
~xPw(x,y) + c2(x)Pw(x,y) = -8(x - y) (3.13) 

Divers auteurs, en particulier A. Nachman, sont arrives it des theoremes d'unicite dans 
des conditions de generalite satisfaisantes, pour des dimensions d'espace superieures ou 
egales it 2. Cela ne veut pas dire qu'il y ait existence, et Ie probleme est surdetermine pour 
n 2:: 3, (la regIe empirique citee 1'indique d'ailleurs clairement). Ces resultats s'opposent 
d'ailleurs au prejuge suivant Iequel on ne peut pas determiner de detail tres inferieurs it 
la longueur d'onde d'un signal - nous essaierons de comprendre ce paradoxe sur un autre 
probleme dans la section suivante. 

3.4 Regularisations 

On peut regulariser Ie probleme inverse chaque fois que 1'0n peut rattacher son caractere 
mal pose it la presence d 'erreurs de mesure et chercher une solution generalisee qui re­
produise it peu pres les resultats des mesures. La regularisation n 'est acceptable que si 
eUe definit ainsi une application de l'espace des resu1t.ats dans celui des parametres stable 
par rapport aux erreurs de mesure. Ainsi, typiquement, un probleme surdetermine pourra 
etre regularise une premiere fois en venant d'elements quelconques dans £ it l'image M{C) 
des parametres physiques, revenant ii, C puis choisissant dans C, s'il n'y a pas unicite, Ie 
parametre Ie plus plausible. Lorsque Ie premier pas consiste it prendre un element de 
M(C) Ie plus pres possible du resultat de mesure on dit qu'on a calcule une quasisolu­
tion ; lorsqu 'on fait un compromis entre deux minimisations couplees dans C et £, une 
solution approchee. On utilise bien sotlvent des normes quadratiques, qui ont l'avantage 
de permettre une interpretation statistique simple. L'ennui est la presence, dans Ie cas 
non lineaire, de nombreux minima secondaires qui introduisent une non unicite dans la 
methode. Diverses recettes permettent parfois de reduire l'importance de ces minimas 
secondaires (ajout de contraintes, etudes de convexite, choix heureux d'une discretisation 
avec homogeneisation de domaines) ou de les contourner (recuit simuIe par exemple). 
Dans les cas tres mal poses il convient de redefinir les parametres descriptifs du milieu 
ausculte en se limitant it ceux qui sont indispensables pour une decision ulterieure et 
qu'on peut peut-etre determiner (technique des questions bien poses pour un probleme 
mal pose. 
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4 Peut-on traiter separement existence, unicite et 
stabilite ? 

A voir la litterature, il semble bien souvent que lorsque Ie continuum des donnees corre­
spond en gros acelui des parametres, il n 'y a qu'un probleme central, celui de l'unicite, et 
les techniques de regularisation maitrisent les autres problemes. Naturellement ceci n'est 
pas correct. Je voudrais d 'abord observer qu'il existe deux causes bien differentes de non 
unicite. 
(1) Non unicite due au caractere fini du nombre de mesures. 
(2) Non unicite due au caract ere reducteur de la modelisation d'une experience donnee. 

Nous avons vu par exemple que si A et p sont de classe C2, l'equation de l'acoustique 
a frequence fixee retient en fin de compte un seul parametre, l'impedance ou Ie potentiel 
equivalent, et A, p ne peuvent etre separes par une experience de diffusion dans ces condi­
tions. On a montre recemment que dans Ie cas discontinu, si 1'0n choisit independamment 

l'un de I'autre les sauts de c< et de ~~ sur la surface de discontinuite, on peut faire ap­

paraitre des ambiguites de forme qui n 'existent pas pour un diffuseur impenetrable par 
exemple. 

En premiere analyse, la non unicite due a.u caractere fini du nombre des mesures de­
vra disparaitre si celles-ci sont suffisamment nombreuses pour rendre Ie probleme bien 
pose. C'est donc une non unicite "faibIe", au contraire de l'autre, inherente au modele. 
Mais qu'en est-il de l'unicite ? II peut se faire qu 'elle soit accompagnee d'existence et de 
stabilite pour des topologies raisonnables dans £ et C. On peut raisonnablement parler 
d'unicite forte. Mais il peut aussi se fa.ire que I'existence soit conditionnelle (probleme 
surdetermine) et que toute topologie raisonnable dans l'espace des resuitats, donc per­
mettant de decrire les erreurs de mesure, rende la construction du parametre instable 
ou seulement logarithmiquement stable, c'est a dire avec des erreurs sur Ie parametre 
decroissant seulement comme 1/ log lEI, OU Eest l'erreur de mesure. II est normal de 
parler alors d 'unicite faible. 

Voici un exemple simp1e. C = L2(R), £ = L2(R), M est decrit par la transformation 
de Fourier: 

1
+00 . 

f -+ F : F()') = -00 e-2~1r'\x f( x )dx (4.1) 

Ia non unicite de modele est due a l'existence de fonctions presque partout nulle et se leve 
en divisant L2 par la relation d'equivalence "presque partout egal". L'unicite est forte, a 
cause de l'egalite de Parseval, et la. non unicit.e faible puisque 

Ilf - fall = IIF - Fall (4.2) 


Mais supposons main tenant que les mesurcs ne puissent atteindre aF que pour). E 

[-a+a] = 1. La non unicite devient forte - pour F donne, F un prolongement quelconque 

dans L2(R) a support excluant J, une solution f restera solution si on lui ajoute F(F). 

Toutefois on peut restaurer l'unicite si fest elle-meme contrainte a un support fini 10, 


9 



5 

car Fest alors une fonction entiere de type exponentiel, determinee par ses valeurs sur 
I. Malheureusement la resolution que 1'on peut obtenir pour fest alors limitee par une 
instabilite logarithmique et on ne peut guere que doubler la limite de Shannon. C'est la 
limite de superresolution, qui apparait donc, et l'on ne peut parler que d'unicite faible. 

Revenons alors au probleme inverse de Schrodinger aenergie fixee en symetrie spherique 
- l'amplitude de diffusion est donnee par 

00 

A = f( 8) = k- 1 I)2f + 1)ei61 sin btPt(cos 8) (4.3) 
o 

et pour V suffisamment "petit", les "bt" sont petits et fest donnee a tres peu pres par 
l'approximation de Born 

2ksin ~f(O) = -10'00 sin(2kRsin ~)V(R)RdR (4.4) 

Ainsi les mesures de f( 8) ne donnent-elles la transformee de Fourier de V qu 'au plus sur 
l'intervalle [-2k,2k]. Si l'on n'a aucune connaissance supplementaire a priori de V, nous 
avons une non unicite forte. Mais si Vest it support compact, nous retrouvons l'unicite, 
a la superresolution pres, donc unicite faible, et Ie principe de Heisenberg est respecte. 
II est remarquable que dans ce cas, et en dehors des conditions de l'approximation de 
Born, on peut montrer que la mal position du probleme est toujours la meme. En effet si 

2ilitpour f = 0,1, ...71t = e , on peut toujours approcher 71t par une fraction rationnelle en 
.e aussi bien qu 'on Ie desire, avec nunlerateur et denominateur complexes conjugues l'un 
de l'autre. II existe ensuite une suite finie de transformations de Darboux generalisees 
dans 1'espace de V et celui des bt qui ramenent la correspondance V -+ bl it celle d'un 
"petit potentiel" it des "petits" dephasages, correspondance qui peut done etre decrite par 
l'approximation de Born. Les transformations etant reversibles renvoient les conclusions 
faites dans cette approximation au cas general. 

Remarques finales' 

On ne peut pas conclure une introduct.ion aux problenles inverses. L'avenir verra sans 
doute la prise en compte de la nonlinearite du milieu qui pour de longs parcours peut mod­
ifier Ie signal de fa~on considerable. Dans certains problemes de propagation, par exemple 
celui des tsunamis, les donnees recueillies sur une cote ne peuvent fournir que tres peu 
d'information sur la source, quel que soit ]e nombre des instruments de mesure, ceci parce 
que Ie signal a ete completement transforme au moins deux fois par son evolution non 
lineaire. Ce sont les problemes de diffusion ou la diffusion est minimum, et l'energie reste 
concentree Ie long de rais, qui ont donne lieu au plus grand nombre d'applications pra­
tiques dans l'imagerie. Les techniques d'attaque des problemes inverses correspondants, 
dont nous n'avons pas parle, et qui sont bien connues de tous, sont les techniques classiques 
des problemes inverses lineaires, avec une specificite due a la disposition geometrique des 
sources et des mesures (scanning) et parfois a. la recherche de resolution"en temps reel" 
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(imagerie medicale) mais non it la diffraction. Dans les problemes inverses de diffusion 
l'avenir verra sans doute aussi des etudes de diffraction diffusante et absorbante appar­
entees aux etudes generales de transport. 

Au cours des etudes de probleme inverse, plusieurs phases evolutives ont vu l'apparition 
de methodes bien distinctes .en mathematiques, en physique, dans les sciences de la terre, 
puis leur rencontre, it laquelle j'ai participe autant que j'ai pu, puis, it nouveau dans 
les annees recentes, leur 'separation, due it la trop grande specialisation des chercheurs. 
Les problemes inverses I1'appartienhent ni it l'analyse, ni it l'analyse numerique, ni aux 
physiciens ou aux geophysiciens theoriciens. L'attaque d'un probleme inverse exige des 
aller-retours entre la modelisation ,du probleme, analytique, numerique et analogique, 
les mesures de terrains et l'analyse ~athematique du probleme. De ce fait il n'y a pas 
de tres bon travail pour les speCialistes dans notre domaine mais plutot pour ceux qui, 
avant tout, servent de lien entre tous ceux qui attaquent Ie probleme. C'est, par essence, 
un domaine interdisciplinaire, ou les relations humaines sont aussi importantes que la 
recherche individuelle, car chacun doit apprecier les nombreux points de vue it partir 
desquels il est necessaire d 'etudier Ie probleme. 
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