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Resume 

La conception et Ie dimensionnement des aimants supraconducteurs fait 
appel aux proprietes thermomecaniques des materiaux utilises. Certaines 
proprietes sont dependantes de la temperature. Cette note decrit comment la 
prendre en compte lors des simulations numeriques. 
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I Introduction 

L'o.bj~ctif de ce me!l;~rand?m ~st de mettre en evidence l'importance de la prise en compte des 
vana~lons des propn~tes mecanlques (modules de Young et coefficients de retreint thermique) en 
fonctIon de la temperatur~, notamment lors des simulations numeriques du refroidissement de 
structures tell~s, que l~s almants supraconducteurs. Apres un bref rappel sur la thermoelasticite, 
nous ,:errons a !aIde dun exemple sImple (montage permettant la mesure du coefficient de retreint 
thermlque de cable supraconducteur) comment la variation des proprietes mecaniques en fonction 
de,la temperatur.e. doit etre prise en compte, principalement dans Ie code CASTEM2000. Ce 
mem~randum utIlIse comme fil conducteur Ie principe de mesure du coefficient de retreint 
thermlque de cables en NbTi et Nb3Sn utilises dans les aimants quadripolaires. 

II La thermoelasticite 

1I.i Rappe/s theoriques 

Durant la phase de conception des aim ants supraconducteurs, de nombreux calculs multiphysiques 
sont effectues. Lorsque l'on simule Ie refroidissement d'une structure, on fait intervenir une 
grandeur supplementaire par rapport a la mecanique (dans un premier temps I' elasticite) : la 
temperature. La temperature induit une deformation supplementaire de dilatation (chauffage) ou de 
retraction (refroidissement) qui se rajoute aux deformations purement d'origine mecanique (liees 
aux efforts mecaniques). De plus, lorsqu'un aimant passe de la temperature ambiante a celle de 
I'Helium liquide, ces proprietes mecaniques (modules de Young notamment) evoluent. La prise en 
compte de ces evolutions est necessaire afin de permettre des simulations plus riches et plus 
proches de la physique. 

II. i.l Loi de comportement elastique 

Tous les materiaux solides possedent un domaine dans lequelles sollicitations n'entrainent qu'une 
variation de deformation elastique. Cette deformation est reversible, elle est purement d'origine 
mecanique, due ades efforts sur la structure. En se pla9ant dans un cadre isotherme, et en faisant 
l'hypothese des petites perturbations (on reste dans Ie domaine de l'elasticite), on peut relier les 
deformations aux contraintes par une loi de comportement: 

1 + v V 
E·· == ---.::- cr·· - E crkk C··IJ D IJ IJ 

(I) 

ou cij represente Ie tenseur des deformations, 
cr··IJ Ie tenseur des contraintes, 
E Ie module d'elasticite, 
v Ie coefficient de Poisson, 
cij Ie symbole de Kronecker. 

II.i.2 Loi de comportement thermoelastique 

La thermoelasticite fait intervenir une variable de plus par rapport a l'elasticite : la temperature. 
Cette grandeur physique peut avoir des influences preponderantes sur Ie comportement d'un 
materiau ou d'une structure. A titre d'exemple, Ie module d'elasticite d'un bronze passe de 130 GPa 
a20°C a 61 GPa a 180°C. II n'y a pas que Ie module d'elasticite et Ie coefficient de Poisson qui 
dependent de la temperature. Dne deformation supplementaire, d'origine purement thermique 
intervient, c'est la dilation thermique (applications ahautes temperatures) ou Ie retreint thermique 
(applications cryogeniques). Afin de prendre en compte ce phenomene supplementaire, la relation 
qui relie les deformations aux contraintes doit prend en compte la temperature. C'est la loi de 
comportement thermoelastique. 
Soit une temperature de reference To d'un element de volume d'un materiau elastique, et T la 
temperature it un instant posterieur. On note e == T - To, I' ecart de temperature tel que e soit petit 
devant To. La loi de comportement thermoelastique s'ecrit alors : 

1 +v V 
E·· cr·· - E crkk C·· + ae C·· (2)IJ IJ IJ IJ 
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Ie tenseur des deformations, ou 	 €ij represente 
Ie tenseur des contraintes, cr jj 
Ie symbole de Kronecker, (5ij 
Ie module d'elasticite qui depend de la temperature, E 

v Ie coefficient de Poisson qui depend de la temperature, 


a Ie coefficient de dilatation thermique. 


Dans un souci de simplification, on se place. dans un c~dre unidimensionnelle (ca~ d~ la 
traction/compression), on obtient alors l'expressl0n de la 101 de comportement thermoelastlque 
suivante deduite de (2) : 

cr T 	 (3)€=E + JadT 
To 

II.ii 	 Application de la thermoelasticite : la methode de la contrainte d'origine 

thermique. 


Cette methode, decrite dans Mecanique des Materiaux Solides de l Lemaitre er lL. Chaboche 

(1988), permet de determiner les evolutions du module d'elasticite et du coefficient de retreint 

thermique en fonction de la temperature. 

Elle est basee sur la mesure de la contrainte induite par un changement d' etat thermique pour une 

geometrie determinee et figee. 

Le principe consiste en une eprouvette de compression (1) en serie avec un dynamometre (2) placee 

entre deux plateaux (3A et 3b). Ces sont 'ettis it un deplacement nul (~d = 0). 


d 

Figure 1 : Dispositif d'essai 


L' eprouvette est soumise it un champ de temperature homogene, des contraintes supplementaires 

(d'origine thermique) vont etre induites par ce changement d'etat de reference. 


La deformation de reference ou initiale €j de l'eprouvette est alors (T = To) : 


(4) 


Force de compression initiale, 

module tangent it la temperature To, 

Surface de l' eprouvette. 


L:ensem~le est e~s,uite soumis it un champ de temperatu~e different d~ .1' etat de reference T 2, la 
deform~tto~ ~e I eprouvette se met sous la forme SUlvante, en utlhsant l' expression de la 
thermoelastlcte et en supposant une raideur du montage infinie : 

Retreint thennique sous CASTEM2000 	 STCM 99-06, page 4/12 



(5) 

ou a 2i repn!sente Ie coefficient de retreint thermique entre l'etat initial et l'etat actuel. 

En exprimant I' egalite des deformations et en tenant en compte des deformations du moule on 
obtient I' expression qui nous permettra de determiner Ia variation de Ia force de compression: ' 

F -F T
62 =6i + ( RmOld I + JT; a",.,ld dT 

J (6) 

En utilisant Ia loi de Ia thermoelasticite, on a alors : 

(7) 


On remarque que cette expression fait intervenir les modules de Young it la temperature T j et T 2

En reiterant plusieurs fois cette operation, on peut exprimer I' egalite des deformations entre Ia 
temperature ambiante (300K) et la temperature de I 'Helium liquide (4K), par exemple : 

(8) 


et obtenir ainsi l'expression de Ia variation d'effort de compression induit par Ie changement de 
temperature : 

F 300K F 300K +F4K + T~a . dT = + (F4K - T~a dTJ (9)E.;"S J ( COIl S Rffiold J ( moldE300K 
T300K T300K 

II. iii Application de la thermoelasticite : determination du coefficient de retreint 
thermique 

La determination du coefficient de retreint thermique integre entre Ia temperature finale T f et Ia 
temperature initiale T j est' obtenue it I' aide de la formule precedente, sous reserve de connaltre les 
modules tangent aux contraintes et temperatures initiale et finale et en tenant compte des 
deformations du moule d' essai, telle que: 

F 300K F 300K +F4K + T'll'a . dT = + (F4K - T'll'a dT J (10)~ J ( COil RIl10ld J { moldE300K S 
T300K T300K 

ce qui donne : 

F 300K _ F4K + (F4K - F 300K + T'll'a dTJ (11)E300K S ~ RIl10ld J ( mold 

T300K 
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III 

L'exploitation correcte de cette methodologie necessite une bonne connaissance des modules 
tangent aI' etat initial et I' etat final. , . 
La raideur du moule Rnold a ete determinee en rempla9ant I' eprouvette par un matenau dont les 
caracteristiques sont connues (Ei' E2, Q,2J 

Calculs fhermoelasfiques avec CASTEM2000 

1l1.i Influence des propriefes mecaniques lors du refroidissement 

L'exemple du dispositif d'essai a ete simule pat elements finis avec CASTEM 2000. La geometrie 
etudiee est illustree sur la figure suivante. Elle represente la section dtune eprouvette en materiau 
homogene (Aluminium ou Titane) utilisee pour la calibration du montage d'essai de retreint 
thermique. 
Les conditions aux limites utilisees sont : 
• 	 Blocage en deplacement sur la face inferieure, 
• 	 Blocage en deplacement ou libre sur les faces laterales, 
• 	 Distance d imposee de maniere a obtenir un etat de contrainte a temperature initiale et 

maintenue fixe durant tous Ie chargement thermique. 

Figure 2 : Geometrie modelisee avec CASTEM2000 

Le materiau co~stituant l'eprouvette est de type aluminium. Le module d'elasticite varie avec la 
temperature,', Dlfferents type~ ~'evolutions o~t ,et~ simulees, (cf. figure suivante) afin de rendre 
compte de I Influence des vanatlons des caractenstlques en fonction de la temperature sur Ie resultat 
obtenu. 

l 
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80000 
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100 150 200 250 300 350 400 
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Figure 3 : Evolutions du module de Young en fonction de la temperature 
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Les conditions de chargement imposees sont : 
• 	 une precompression a300K puis blocage des deplacements, 
• 	 et mise afroid jusqu 'a 4 K (la distance d est fixe). 

Les contraintes initiales et finales sont calculees et comparees en fonction du type d'evolution du 

module d'elasticite utilise pour les differentes simulations. Le fichier CASTEM utilise pour cet 

exemple est en annexe. 

Le tableau suivant rassemble les resultats obtenus. 


ontralnte a 

Tableau 1 : Influence des proprietes mecaniques pendant Ie refroidissement 

IIIJi Conclusion et analyse des resultats numeriques 

Au vue des resultats obtenus, on remarque qu 'un mauvais choix de module de Young peut 
engendrer un ecart important (de 25 MPa a41 MPa). 

La prise en compte de la variation du module de Young entre la temperature initiale et finale est 
preponderante dans la justesse des simulations. 

Par contre, la forme de I' evolution du module de Young en fonction de la temperature est 
negligeable, on ne s'interesse qu'aux etats finaux et initiaux. 

III. iii Determination des modules tangents pour un cable supraconducfeur type Nb Ti 

L'etude de l'essai de retreint thermique applique au cable supraconducteur en NbTi effectue au 
STCM, permet de mettre en evidence la necessite de prendre en compte l'evolution des modules de 
Young en fonction de la temperature et de la deformation. En effet, l'evolution du module de Young 
n'est pas lineaire pour Ie cable supraconducteur. Son comportement mecanique est fortement 
hysteretique, ce qui implique une reponse differente lors du chargement ou lors du dechargement 
(cf. figure suivante). On peut analyser, par exemple, Ie trajet de chargement et les valeurs de 
modules de Young durant l'essai de retreint thermique : 

1. 	 mise en place de l'eprouvette dans l'etat de reference (a temperature initiale = T ambiante) 
2. 	 mise sous compression, Ie trajet de chargement subit par I' eprouvette est alors positif (dcr/ dt > 

0), on suit la courbe jusqu'au point A de la figure 2. 
3. 	 lors de I' essai, Ie refroidissement entraine une diminution de la contrainte, donc Ie trajet de 

chargement subit par Ie cable est inverse, on decharge (dcr/dt <0). 
On suit la courbe du point B au point E. 

Les caracteristiques mecaniques a prendre en compte pour la determination du coefficient de 
retreint thermique sont donc celles mesurees lors du dechargement entre 300K et 4K. 
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Figure 4 : Evolution des modules d'elasticite en fonction de la temperature (300K et 4K) 

III.iv 	 Exploitation des resultats experimentaux avec la prise en compte des bonnes 
proprietes mecaniques des materiaux 

Le tableau suivant regroupe les differents coefficients de retreint thermique integre entre 300K et 
4K calcules avec les proprietes adequates. Les trois premiers materiaux permettent la 
caracterisation de la raideur du mou1e d'essai. 

Ensuite, des mesures ont ete effectuees sur Ie cable supraconducteur (cas du NbTi). 

Materiaux 	 alpha expo 1/Rmoule 

Titane 

Aluminium 

Cable NbTi 


Tableau 2 : Coefficients de retreint thermique integre entre 300K et 4K 
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IV Conclusions et Perspectives 
A l'aide d'un exemple simple, nous avons vu l'importance de prendre en compte la variation du 
module de Young entre la temperature initiale et finale. En effet, un mauvais choix ou une non 
prise en compte du phenomene de renforcement du module peut entrainer des erreurs de l'ordre de 
plusieurs dizaines de MPa. 
Un exemple de programme CASTEM, en annexe, expose une methodologie afin de prendre en 
compte Ie renforcement du module avec la temperature. 
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V Annexe 

*************************************************** 

* 
* Simulation de la manipulation de retreint thermlque 
* sur des conducteurs supra 

* 
* version, cal cui elastique 
* descente en temperature, module et alpha dependant de 
* la temperature 
* 
* 
* 
* 
* Unites mm, Pa 

* 
*C.G. , Ie 26 Mai 1999 

************************************************** 


* 
* Parametres generaux 
OPTI'DIME' 2 'ELEM' QUA8 'MODE' PLAN CONT ; 
DENS 1.; 
* 
* Definition de la geometrie 

* 
* * largeur conducteur 
larg:= 15.45 ; 
* nb d'element dans la largeur 
nbl 5; 
* * hauteur conducteur 
haut = 17.95 ; 
* nb d'element dans la hauteur 

nb2 3; 


* 
* Points 

A= largO.; 

B larg haut; 

C:= O. haut; 

D=O.O. ; 

* 
* lignes 
* 
Ll DROITE nb 1 D A; 

L2 = DROITE nb2 A B ; 

L3 = DROITE nb I B C; 

L4 DROITE nb2 CD; 

conti Ll ET L2 ET L3 ET L4; 

*trac conti; 


* 
* Surfaces 
* 
surfl 'DALLER' L 1 L2 U L4 'PLAN' ; 

*trac surfl ; 

* 
* fin geometrie 
*-----------------------------------------------
* 
* 
* Debut du calcul eJastique 

* 
* Definition du modele 

* 
* Definition de l'evolution des caracteristiques 
* du materiau en fonction de la temperature 
* 
litemp = PROG 0.0 150.0 300.0 ; 

liyoung PROG 88000. 72000. 72000. ; 

ev _ cara = EVOL MANU 'T Iitemp YOUN liyoung ; 

*dess ev cara; 

MOD I ';-'MODE' surfl 'MECANIQUE' 'ELASTIQUE' 'ISOTROPE' 


MATI 'MATE' MODI YOUN ev_cara NU 0.3 ALPHA 1.56E-6; 
* 
* 
* definition des conditions limites 
* 
*CLl = 'BLOQUER' UX L2 ; 

*CL2 'BLOQUER' UX L4 ; 

CL2 = BLOQUER UX A; 

CU 'BLOQUER' UY Ll ; 

*CL T CL 1 ET CL2 ET CU ; 

CLT =CL2 ET CU ; 

* 


* chargement mecanique constant 
* deplacement impose 

* 
BLO 1 =- 'BLOQUER' UY U ; 

BL02 = 'BLOQUER' UX U ; 

FTOT = (DEPI BLO I -1.8E-2) ; 

LI 1 PROG O. 0.2 1. ; 

LI2 PROG O. 1. 1. ; 

EV = EVOL MANU 'Temps' LIl 'F(t)' LI2 ; 

CHAI CHAR 'MECA' FTOT EV ; 


* 
* definition de la partie chargement thermique 
* pour prise en compte du changement 
* de proprietes materielles 
* principe:
* creation d'un champ par element 
* evolution constante 
* chargement 


* 

TO 'MANU' 'CHPO' surfl I 'T' 300.0 'NATURE' 'DISCRET' ; 

LII == PROG 0.0.41.; 

LI3 = PROG l. 1. 0.0 ; 

EVT = EVOL MANU 'T' LII 'F(t)' LI3 ; 

CHATO char'T' TO evt ; 

* 
* 
* 
* Resolution du pb 

* 
* 
* --------------------------CALCUL PAS A PAS-------------------------* 

* 
LIS TPS PROG O. PAS 0.1 1.; 

TABI =TABLE; 

TABI.'MODELE' == MODI ; 

TAB I.'CARACTERISTIQUES' MATl ; 

TAB I.'CHARGEMENT' CHAI ET CHATO ; 

TABI.'BLOCAGES_MECANIQUES':= CLT ET BLOI ; 

TAB l.'TEMPS CALCULES' := LIS TPS; 

TABI.'TEMPS=SAUVES' = LIS_TPS; 

* 
* 
PASAPAS TAB 1 ; 
* 
* -------------------------TEST CALCUL --------------------------* 
* 
SI (TAB 1.ERREUR) ; 


MESS 'Erreur reperee lors de I execution du calcul' ; 

SINON; 


MESS 'Aucune erreur lors de I execution du calcul' ; 

SITABl.CONV ; 


MESS 'Convergence du calcul' ; 
SINON; 

MESS 'Pas de convergence du calcul pour Ie nombre d'iterations 
demande' . 

FINSI; , 
FINSI; 
* 
*-------------------------POST TRAITEMENT --------------------------* 
* 
TAB2 TABI.DEPLACEMENTS; 

tab3 := tab I.REACTIONS; 

tab4 = tabl.CONTRAINTES; 

NDIM DIME TAB2 ; 

IB=O; 

* 
* 
REPETER BOUC 1 (NDIM) ; 

RES! =TAB2.IB; 

SIG1= tah4.IB ; 

FREA== tab3.IB ; 

* 
* Courbe F en fonction du temps 
* 
'SI' ('NEG' IB 0 ); 

mod2 = MODE Ll 'MECANIQUE' 'ELASTIQUE' ; 

essail REDU FREA Ll ; 

essai2 chan 'CHAM' mod2 essai I 'STRESSES'; 

essai3 = INTG mod2 essai2 FY; 

mess IB 'effort' essai3; 

essai4 INTG mod2 essai2 FX; 

list essai4; 

'FINSI'; 
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* 
* 
* 
'SI' ('EGA' 18 2 ); 
* 

* 
** 
* courbe force - deplacement surface sup 
* 
* Deformee 
* 
DEFO DEFO RES I surfl O. ; 

DEFI:= DEFO RES I surfl 5.E6 'ROUGE'; 

'TITRE' 'Deformee du cable en compression -elastique-'; 

*TRAC (DEFO ET DEF I); 

* 
* contrainte 
* 
SIGXX = 'EXCO' SMXX SIG I ; 

SIGYY ='EXCO' SMYY SIG I ; 

SIGXY :: 'EXCO' SMXY SIG I ; 

'TITRE' 'contrainte xx du cable en compression -elastique-'; 

*TRAC MODI SIGXX surfl; 

'TITRE' 'contrainte yy du cable en compression -elastique-'; 

*TRAC MODI SIGYY surfl; 

'TITRE' 'contrainte xy du cable en compression -elastique-'; 

*TRAC MOD I SIGXY surfl ; 

'FINSI"

* ' 
* Contrainte moyenne 
* 
tempol :: 'MANU' 'CHML' modi 'SCAL' 1. ; 
isurf= 'INTG' MODI tempo I 'SCAL'; 
isig = 'INTG' MOD 1 SIG I 'SMYY' ; 
mess 'contrainte moy : ' 18 (isig I isurf); 
* 
* Deplacement moyen 
* 
mod2 = MODE L3 'MECANIQUE' 'ELASTIQUE' ; 

tempo2 'MANU' 'CHML' mod2 'SCAL' I. ; 

ilong = 'INTG' MOD2 tempo2 'SCAL' ; 

dep 1 chan 'CHAM' mod2 RES I 'STRESSES' ; 

idep= 'INTG' MOD2 dep I 'UY' ; 

mess 'deplacement moy : ' 18 (idep I ilong); 

* 
mess 'longueur: '18 ilong; 
* 
* Assemblage de la courbe 
* 
'SI' ('EGA' 18 0 ); 
lis 1 = PROG (idep I i long) ; 
Iis2 "" PROG (isig I isurf); 
'FINSI'; 
* 
lis I lis I 'ET' (PROG (idep I ilong»; 

lis2 = Iis2 ,ET' (PROG (isig I isurf); 

evsd:: 'EVOL' 'MANU' 'Deplacements' lisl'Contraintes' Iis2; 

*dess evsd; 

* 
* 
18=18+ I' 
FIN Bouci; 
dess evsd; 
* 
Iis3 = ENLEVER lis2 1; 

evtd 'EVOL' 'MANU' 'Temps' LIS_TPS 'Contraintes' lis3 ; 

dess evtd ; 

list lis3; 

* 
OPTIDONN 3; 

tab3 tab I.REACTIONS; 

essai = tab3.2 ; 

mod2 = MODE Ll 'MECANIQUE' 'ELASTIQUE' ; 

essai I REDU essai Ll ; 

essai2 = chan 'CHAM' mod2 essai I 'STRESSES'; 

essai3 INTG mod2 essai2 FY; 

list essai3; 

essai4 INTG mod2 essai2 FX; 

list essai4; 

* 
* 
mod3 MODE L3 'MECANIQUE' 'ELASTIQUE' ; 

ftotl = REDU essai L3 ; 

ftot2 chan 'CHAM' mod3 ftotl; 

ftot3 = INTG mod3 ftot2 FY; 

list ftot3; 

* 
* 
OPTIDONN 3; 
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