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Resume -Panni les fluides cryogeniques utilises dans les applications industrielles ou en laboratoire, 
l'helium II offre des proprietes remarquables; cependant, son comportement, tant mecanique que 
tbennique apparait comme particulierement complexe. En ce qui conceme Ie transfert tbermique au 
creur de ce fluide et a travers l'interface avec un solide, les deux lois phenomenologiques proposees 
dans [1] et [2] sont admises comme les plus realistes; nous proposons ici, apartir d'elles, un modele 
matbematique relativement standard devant permettre, tant du point de vue strategique que 
numerique, d' assurer de f~on optimale la temperature souhaitee dans les problemes lies au 
refroidissement par l'helium II; cet objectif est particulierement crucial pour les supraconducteurs 
multifilamentaires [3]. 

Nomenclature 

P pression, bar Symboles grecs 

q flux de chaleur, W· m-2 As conductivite thermique du solide, W· m -I . K-' 
rd source de chaleur, W· m-3 .Q domaine occup6 par helium II 

T temperature, K r HS interface helium-solide 

1. Introduction: Breve description du comportement de I'helium II 

Contrairement aux corps habituels, l'isotope stable de l'helium 4 (note ; He) n'est pas 
solide a temperature nulle et pression atmospherique; il presente deux phases liquides 
distinctes, l'helium I et I'helium IT, separees par Ia ligne A. dans Ie diagramme de phases 
(figure 1). Les proprietes de l'helium IT sont interpretees dans Ie cadre du modele a deux 
fluides: d'une part Ie fluide normal, doue d'une viscosite et d'une entropie, donc responsable 
des phenomenes thermiques; d'autre part Ie superfluide d'entropie nulle et qui s'ecoule sans 
viscosite. Ces deux fluides indissociables interagissent lorsque Ie flux de chaleur transfere 
depasse une valeur critique; il nait alors une force de friction mutuelle qui induit un gradient 
de temperature. 

2. Representation proposee pour Ie transfert thermique dans I'heIium II 

Le transfert d'une densite de flux de chaleur q dans l'helium IT statique semble assez bien 
decrit par la loi dite de GORTER - MELLINK [1] qui, pour une pression P, s'ecrit: 
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(1) 

La fonction f appelee «fonction de transfert tbermique» peut etre obtenue 

experimentalement. Elle n'est deflnie que pour 0 < T < T (P) , 7;,(p) etant Ia valeur de.la1 

temperature aIa pression P sur Ia ligne A. de transition «He I - He II» (figure 1). L'allure de 
fest sensiblement celle representee. sur Ia figure 2 pour P =1bar; I' expression generale qui 

en est proposee dans [4] s'ecrit: 

(2) 

dans laquelle la fonction K(~ (P)) est une donnee dont la valeur est fixee avec P. 
Par ailleurs, lorsque Ie flux de chaleur provient d'un solide atemperature r:, la condition a 

l'interface, connue sous Ie nom de loi de KAPITZA [2] s'ecrit: 

-q .n= a(T:4 
-.T4 ) ; (3) 

Ie vecteur n correspond a la normale exterieure au fluide; « Ie coefficient de Kapitza» a est 
positif et depend du milieu solide considere et de la surface; on admet souvent que a est une 
constante. 

Au vu des relations (1) (2) (3), on imagine aisement que I' evaluation du champ de 
temperatures dans un systeme refroidi par I'He IT va etre un probleme tees complexe; d'ou Ia 
necessite de proceder it une modelisation mathematique permettant d'introduire des methodes 
de resolution deja eprouvees. 

3. Normalisation de I'equation de la chaleur stationnaire dans helium IT 

Si I' on veut representer Ie champ de temperatures dans I 'helium IT statique et en regime 
etabli, la loi de conservation de l'energie sur laquelle on s'appuie prend alors la forme simple: 

(4) 

dans laquelle rd represente Ie terme source dimensionnel. 

La premiere operation it effectuer consiste donc a expliciter ij it partir de (1) ; i1 suffit pour 

ceIa de multiplier scalairemen:.cette relation par elle-meme pour en tirer l'expression de Iq12; 
ainsi, pour une pression P fixee, que nollS nous abstiendrons desormais de mentionner dans 
les arguments de f ,nous obtenons: 

(5) 
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Les lois (2) et (3) nous conduisent a effectuer (pour une longueur caracteristique adaptee 
Lc) les reductions dimensionnelles suivantes: 

rL
r=..L.£..·P , (6) 

de telle sorte qu' en posant 

b =5,6 et (7) 

l'equation (4) et la condition d'interface (3) s'ecrivent: 

(8) 

(9) 

Remarques 

• on utilise dans l'equation (8), Ia convention de sommation sur les indices muets; 
• Ie nombre y apparait comme un groupement adimensionnel important du probleme; 

• 	 attention, malgre les apparences, la temperature reduite es n' est generalement pas une 
donnee; elle depend de celle de }'He IT utilise pour refroidir Ie solide; 

• quoiqu'il en soit, compte tenu, d'une part de l'allure 'de la fonction A (c'est-a-dire a un 
coefficient pres de celIe de f represente sur lafigure 2), et d'autre part des non-linearites 
dans les relations (8) (9), les problemes thermiques dans lesquels intervient 1 'He II se 
presentent a priori comme nouveaux et difficiles du point de vue mathematique. 
Cependant, Ia presence du terme «module du gradient» evoque une famille de problemes 
connus sous Ie nom de «p-gradients » ou «p-Iaplaciens », pour laquelle des methodes de 
resolution sont d' ores et deja disponibles [5] [6] [7] [8]; la forme generale des equations de 
cette familIe est, pour une inconnue u et un terme source r definis sur un domaine!J : 

a [IVuIp-2 --rau]_ 	 (pdonne (10)--	 sur n ~ 1) 
ax; ax; 

Nous proposons done dans la section suivante un changement d'inconnue e= g(u) dont Ie 
r6le est de mettre (8) sous la forme (10), 
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4. Transformation de I'equation de la chaleur en un probleme p-Iaplacien 

En appliquant au premier membre,. de l'equation (8) Ie changement formel d'inconnue 

e=g(u) , on obtient: 

(11) 

reste adefmir I' application g quiconduise a 

1 

[gl{u)]) A[g(u)] =1; (12) 

compte tenu de la dernition (7) de la fonction A, g doit etre solution de 'I'equation 

differentielle: 

[gh (1 - gil)rdg =du (13) 

qui s'integre plus facilement dans Ie sens inverse: 

(14) 

on obtient alors successivement 

(15) 

9311+1 9411 +1 95b+1 96b+1' 

h(9) = 3b + 1 - 3 4b +1+3 5b + 1 - 6b + 1 ' 
(16) 

ce qui montre que h est une application strictement croissante et done inversible de ]O,I[ dans 

]O,c[,ou c =h(l) se deduit facilement de b: c =2.4844 -10-3 
• 

En effectuant formellement Ie changement d'inconnue: 9 =h -I (u) dans (8), on est alors 

conduit it l' equation canonique annoncee pour les problemes de « p-Iaplacien » lorsque .a est 
Ie domaine occupe par 1'He II: Trouver u defini dans n et avaleurs dans ]0, c[ tel que: 

2 4
IP --a[IVu - -au] =r dans n avec p=- (17)

ilx j ax; 3 

A l'equation (17) il faut bien sUr rajouter des conditions aux limites et des conditions de 
transmission; Ie champ de temperatures effectif de I 'helium II occupant Ie domaine.a, se 
deduit alors facilement de la solution u du probleme obtenu, par inversion numerique de la 
fonction h. 
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5. BUan et perspectives apres les transformations etYectuees 

, , Ac~ellement les, meth~des mat~,ematiques et numeriques pennettent de resoudre 
~ equation (17) Iorsqu on lUI associe des conditions aux Iimites de type Dirichlet (temperature 
ImpOSee TD ) ou de type Neumann (flux impose tt> N) sur la frontiere aD; ces conditions 
s'ecrivent respectivement: 

(18) 


P-2 au _ tt> NIVUI ----	 (19)an ~ 

Cependant, dans les situations realistes de refroidissement d'un ensemble par l'He II, on 
doit ecrire pour chaque composante solide Ds: d'une part, l'equation de la chaleur classique 
associee ala loi de FOLlrier, d' autre part, deux conditions de transmission sur chaque interface 
r HS avec I 'He IT; ces conditions sont, la contiituite du flux et la loi de Kapitza. En tenant 
compte des memes reductions dimensionnelles et changement d'inconnue que precedemment, 
ces relations s'ecrivent: 

avec sur 	 (20) 

A -J[g(u)]~ =IVU!P-2 ~ (21)aNls aNIHdl 

y[g(u))'1 = {r[g(u)f +/VU/P-2~} (22) 
s . aN Hell 

, 

Si on ajoute aux trois relations precedentes l'equation (17) ecrite dans D He (domaine 
occupe par I 'He m, on doit completer Ie systeme par des conditions aux Iimites realistes sur la 
frontiere exteme de I' ensemble. Des methodes mathematiques et numeriques restent a 
inventer pour resoudre un tel probleme. 

Dans Ie cadre qui nous concerne particulierement (celui du refroidissement des 
supraconducteurs), on peut avoir affaire a des systemes muitiechelles (et en particulier 
multiperiodiques); il faut donc, avant d'appliquer la technique d'homogeneisation, 
indispensable dans ces situations, avoir resolu toutes les difficultes evoquees ci-dessus. 
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Figure 1 : Diagramme des phases de helium 4 
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Figure 2: Fonction de transfert the;mique de ['helium II 
Valeurs extraites du programme HEPAK de V. Arp & ale cryodp,ta 1992 
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