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Εισαγωγή
Η ύπαρξη του νετρίνου προτάθηκε για πρώτη φορά από τον Wolfrang Pauli, τον Φεβρου-

άριο του 1930, ενώ ήταν καθηγητής στο πανεπιστήµιο της Ζυρίχης. Αυτή η ιδιαιτέρως τολ-
µηρή ιδέα προτάθηκε για να ερµηνεύσει το γεγονός ότι κατά τη β-διάσπαση η ενέργεια του
ηλεκτρονίου είχε συνεχές φάσµα. Εάν ένας ραδιενεργός πυρήνας διασπαζόταν σε έναν θυγα-
τρικό πυρήνα και ένα ηλεκτρόνιο (ή ποζιτρόνιο), τότε από την απλή κινηµατική των αντιδρά-
σεων τύπου 1→2  προκύπτει ότι, µε δεδοµένη τη µάζα του θυγατρικού πυρήνα και του ηλε-
κτρονίου, µόνο µία ενέργεια θα ήταν επιτρεπτή για το ηλεκτρόνιο. Όµως, µε την πρόταση του
Pauli ότι κατά τη διάσπαση παραγότανε και ένα αφανές σωµάτιο, το πρόβληµα λυνόταν διότι
η κινηµατική 1→3 επιτρέπει στα προϊόντα να έχουν συνεχές ενεργειακό φάσµα.

Τρία χρόνια αργότερα, το 1933, ο Fermi βαπτίζει το αφανές σωµάτιο του Pauli “neutrino”
ενώ θεµελιώνει και τη θεωρία των ασθενών αλληλεπιδράσεων. Η ιδιαιτερότητα των νετρίνων
είναι ότι είναι τα µοναδικά σωµάτια που δεν έχουν ηλεκτρικό φορτίο, ούτε χρώµα, εποµένως
αλληλεπιδρούν µόνο ασθενώς και βαρυτικά. Κατά συνέπεια, η ανίχνευση των νετρίνων είναι
πειραµατικά δύσκολη και γι’ αυτό δεν είχε εξακριβωθεί η ύπαρξή τους πριν το 1956, οπότε
παρατηρήθηκε για πρώτη φορά. Η παρατήρηση έγινε από τους Frederick Reines και Clyde
Cowan, στο πείραµα «Poltergheist project», στον πυρηνικό σταθµό Savannah River.

Στην αρχή δεν είχε ακόµα διαπιστωθεί ότι υπάρχουν διάφορες εκφάνσεις του νετρίνο. Α-
πό πειράµατα όµως που έγιναν το 1962 φάνηκε ότι υπήρχαν δύο είδη νετρίνων, ένα που αντι-
δρώντας παρήγαγε ηλεκτρόνιο και ένα που παρήγαγε µιόνιο. Το πρώτο ονοµάστηκε ηλε-
κτρονικό νετρίνο (νe) και το δεύτερο µιονικό νετρίνο (νµ). Το 1988 οι Steinberger, Schwartz
και Lederman µοιράζονται το βραβείο Nobel για την ανακάλυψη του νµ το 1962.

Το 1975 παρατηρήθηκε το τ-λεπτόνιο. Από τη στιγµή που στο Standard Model είχε αντι-
στοιχηθεί ένα νετρίνο στο ηλεκτρόνιο (1η γενεά), ένα νετρίνο στο µιόνιο (2η γενεά) και το τ-
λεπτόνιο (3η γενεά) έµενε αζευγάρωτο, υπήρχε µεγάλη προσδοκία ότι το ντ ήταν υπαρκτό και
δεν είχε ακόµα παρατηρηθεί. Πράγµατι, το ντ παρατηρήθηκε στο πείραµα DONUT του Fer-
milab, λίαν προσφάτως, το καλοκαίρι του 2000.

Όµως, µε την παρατήρηση και του τρίτου νετρίνο δεν κλείνει αυτό το κεφάλαιο της φυσι-
κής. ∆ιάφορα αινίγµατα ανέκυψαν από τη φυσική των νετρίνων, πολλά από τα οποία παρα-
µένουν άλυτα. Για παράδειγµα, ενώ στην αρχή ο Pauli θεώρησε ότι το νετρίνο έχει µηδενική
µάζα και για αρκετές δεκαετίες αυτή ήταν η επικρατέστερη άποψη, σήµερα είµαστε βέβαιοι
ότι η µάζα των νετρίνων δεν είναι µηδενική, αλλά σίγουρα είναι πολύ µικρή και έχουν τεθεί
ανώτατα όρια γι’ αυτήν. Επίσης, τα νετρίνα δεν αποτελούν ιδιοκαταστάσεις της µάζας, γεγο-
νός το οποίο, όπως θα δούµε αναλυτικά στη συνέχεια, γεννά το φαινόµενο των ταλαντώσεων
των νετρίνων. Το πείραµα MINOS είναι ένα πείραµα που σκοπεύει να προσδιορίσει ορισµέ-
νες από τις παραµέτρους που καθορίζουν τις ταλαντώσεις των νετρίνων. Η παρούσα εργασία
έχει γίνει στο πλαίσιο αυτού του πειράµατος που θα λειτουργήσει στο FermiLab, οπότε πρό-
κειται να γίνει εκτενής αναφορά στη φυσική και στην οργανολογία του MINOS.

Το ενδιαφέρον που δείχνει η επιστηµονική κοινότητα για τη φυσική των νετρίνων είναι
απόλυτα δικαιολογηµένο. Η κατανόηση της φύσεως των νετρίνων δεν πρόκειται µόνο να ρί-
ξει φως στον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί η φύση σε επίπεδο στοιχειωδών σωµατιδίων και
πεδίων, αλλά θα προάγει τους κλάδους της αστροφυσικής και της κοσµολογίας.

Όσον αφορά στην αστροφυσική, αυτό που καθιστά τα νετρίνα χρησιµότατα σωµάτια εί-
ναι ότι παράγονται σε υπεραφθονία στους αστέρες και στους γαλαξίες και, από τη στιγµή που
δεν αλληλεπιδρούν ισχυρά ή ηλεκτροµαγνητικά, προχωρούν σχεδόν ανεπηρέαστα µέσα στο
σύµπαν. Οι τροχιές τους επηρεάζονται µόνο από δύο παράγοντες: α) τη βαρύτητα που κα-
µπυλώνει το χωροχρόνο δηµιουργώντας τους λεγόµενους βαρυτικούς φακούς και β) τις α-
σθενείς αλληλεπιδράσεις που έχουν τα νετρίνα µε την ύλη, οι οποίες όµως είναι ελάχιστες σε
σχέση µε τις ηλεκτροµαγνητικές αλληλεπιδράσεις που έχουν τα φωτόνια, που µέχρι σήµερα
αποτελούν τους κύριους φορείς πληροφορίας για τους αστροφυσικούς. Για παράδειγµα, κατά
την έκρηξη ενός υπερκαινοφανούς (supernova) τα νετρίνα δραπετεύουν από το σηµείο παρα-
γωγής τους σχεδόν ανεµπόδιστα, ενώ τα φωτόνια παραµένουν µέσα στην εκρηγνυόµενη ύλη
για αρκετό χρόνο και υπόκεινται σε πολλαπλές σκεδάσεις µέχρι να βγουν προς το ανοιχτό
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διάστηµα, εάν στο µεταξύ δεν έχουν απορροφηθεί πλήρως. Καταλαβαίνουµε λοιπόν γιατί η
κατασκευή τηλεσκοπίων που παρατηρούν νετρίνα είναι ένας από τους τοµείς που υπόσχεται
πολλά για τις επόµενες δεκαετίες. Όχι µόνο θα µπορεί κανείς να παρατηρήσει την «καρδιά»
των αστέρων και των γαλαξιών, από την οποίαν είναι αδύνατον να δραπετεύσουν φωτόνια,
αλλά θα αυξήσει τον ορατό ορίζοντα του σύµπαντος κατά πολύ. Ο λόγος είναι η ύπαρξη του
υποβάθρου ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας. Λόγω αυτού, το σύµπαν µοιάζει µε ένα τερά-
στιο ηλεκτροµαγνητικό απορροφητή, µε την έννοια ότι οτιδήποτε αλληλεπιδρά µε τα φωτό-
νια του µικροκυµατικού υποβάθρου είναι καταδικασµένο να απορροφηθεί µετά από µια πε-
περασµένη διαδροµή µέσα στο σύµπαν. Για παράδειγµα, τα πρωτόνια πολύ υψηλής ενέργειας
(της τάξης των 1020 eV) αλληλεπιδρούν µε τα µικροκυµατικό υπόβαθρο χάνοντας ενέργεια.
Το ίδιο κάνουν και φωτόνια πολύ υψηλής ενέργειας που κατά την αλληλεπίδραση µε το υπό-
βαθρο παράγουν e+e-. Αντιθέτως, τα νετρίνα αλληλεπιδρούν τόσο ασθενώς που η µέση ελεύ-
θερη διαδροµή τους είναι κοσµολογικής τάξης µεγέθους.
Για την κοσµολογία τα νετρίνα είναι εξίσου σηµαντικά. Είναι γνωστό ότι δεν έχει ακόµα γίνει
κατανοητή η σύσταση της σκοτεινής ύλης που φαίνεται να υπάρχει στο σύµπαν από άκρη σ’
άκρη. Αυτή η ύλη αλληλεπιδρά βαρυτικά και δεν εκπέµπει ακτινοβολία για να γίνει ορατή.
Θεωρείται ότι είναι ανοµοιογενώς κατανεµηµένη στο σύµπαν, µε µεγαλύτερη συγκέντρωση
στο βαρυτικό κέντρο των ουρανίων σωµάτων. Πιθανολογείται ότι είναι υπεύθυνη για το φαι-
νόµενο της ανώµαλης περιστροφής των γαλαξιών περί τον άξονά τους. Η ανώµαλη περι-
στροφή, περιληπτικά, πρόκειται για το φαινόµενο κατά το οποίο ο δίσκος ενός γαλαξία περι-
στρέφεται ολόκληρος µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα, σα να είναι συµπαγής, ανεξαρτήτως της
απόστασης κάθε σηµείου από το βαρυτικό κέντρο του γαλαξία. Αυτή η κίνηση δε συµφωνεί
µε τους νόµους του Kepler και µπορεί να εξηγηθεί µόνο αν θεωρήσουµε ότι στους γαλαξίες
υπάρχει και άλλη ύλη που αλληλεπιδρά µόνο βαρυτικά και δεν τη βλέπουµε. Από υπολογι-
σµούς που έχουν γίνει συµπεραίνεται ότι µάλλον το 90% περίπου της συνολικής µάζας του
σύµπαντος αποτελεί σκοτεινή ύλη. Είναι πιθανόν τα νετρίνα µε την µικρότατη µάζα τους να
αποτελούν ένα µέρος της σκοτεινής ύλης και συγκεκριµένα αυτό που ονοµάζουµε hot ή rela-
tivistic dark matter,δηλαδή σχετικιστικά κινούµενη σκοτεινή ύλη.
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Πρώτο Κεφάλαιο – Θεωρία

Καθιερωµένο πρότυπο, ασθενείς αλληλεπιδράσεις και µίξη

Το καθιερωµένο πρότυπο (Standard Model ή SM) περιγράφει τη συµπεριφορά των στοι-
χειωδών σωµατιδίων χρησιµοποιώντας αφενός µεν καλά καθορισµένους κανόνες, όπως η
διατήρηση της τετραορµής  και ορισµένων κβαντικών αριθµών, αφετέρου δε ορισµένες πα-
ραµέτρους εισόδου (input parameters) που προκύπτουν από πειραµατικές µετρήσεις. Για πα-
ράδειγµα, το πείραµα έδειξε ότι η µάζα του e- είναι 0.511 MeV/c2, γεγονός το οποίο δεν επι-
δέχεται περαιτέρω αιτιολόγηση. Όπως εύκολα αντιλαµβάνεται κανείς, οι παράµετροι του SM
παίζουν θεµελιακό ρόλο στην περιγραφή της φύσεως.

Μεταξύ των διαφόρων παραµέτρων που περιλαµβάνονται στο SM είναι και οι παράµετροι
µίξης. Η µίξη στην οποία αναφερόµαστε συναντάται στις ασθενείς αλληλεπιδράσεις (weak
interactions), τόσο των quarks όσο και των λεπτονίων. Σύµφωνα µε το SM οι ασθενείς αλλη-
λεπιδράσεις έχουν ως φορέα (mediator) τα µποζόνια W+, W- και Ζ0. Ορισµένα βασικά δια-
γράµµατα Feynman της ασθενούς αλληλεπίδρασης φαίνονται στην εικόνα 1.1.

Εικόνα 1.1: Κόµβοι της ασθενούς αλληλεπίδρασης, φορτισµένου ρεύµατος (charge current ή CC) και
ουδετέρου ρεύµατος (neutral current ή NC)

Η µίξη στην περίπτωση των quarks είναι το γεγονός ότι η ασθενής αλληλεπίδραση δε συ-
ζευγνύει ιδιοκαταστάσεις γεύσεως (flavor) αλλά στις weak isospin doublets συµµετέχουν κα-
ταστάσεις «νόθες» ως προς τη γεύση. Συγκεκριµένα, οι διπλέτες για τα quarks είναι:

u c t
, ,

d ' s ' b '
     
     
     

 όπου 
d ' d
s ' CKM s
b ' b

    
    =    
    
    

. Ο πίνακας CKM είναι ο µοναδιακός

(unitary) πίνακας Cabibbo–Kobayashi–Maskawa. Εφόσον ο πίνακας αυτός είναι µη διαγώ-
νιος, τα d’, s’ και b’ είναι γραµµικοί συνδυασµοί των ιδιοκαταστάσεων flavor d, s και b. Ε-
ποµένως, υπάρχει µη µηδενική πιθανότητα, από µία ασθενή αλληλεπίδραση να προκύψει ένα
s-quark από ένα u-quark. Βέβαια, αυτή η πιθανότητα είναι µικρή σε σχέση µε την πιθανότητα
να προκύψει d-quark, λόγω των τιµών του πίνακα CKM που είναι σχεδόν διαγώνιος:

CKM=
0.973 0.23 ~ 0
~ 0.24 ~ 0.97 ~ 0.06

~ 0 ~ 0 ~ 1

 
 
 
 
 

(1.1)
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Αντίστοιχο είναι το φαινόµενο της µίξης και στα λεπτόνια. Οι λεπτονικές weak isospin

doublets είναι: e , ,
e

µ τ
− − −

ν ν ν     
     µ τ     

. Τα νετρίνα που συµµετέχουν στις διπλέτες αυτές είναι µεν

ιδιοκαταστάσεις flavor, όµως δεν είναι ιδιοκαταστάσεις µάζας. Αναµιγνύονται µε τις ιδιοκα-
ταστάσεις µάζας, που τις συµβολίζουµε µε ν1, ν2 και ν3 µέσω του unitary πίνακα PMNS:

e 1
*

2

3

Uµ

τ

ν ν   
   ν = ν   
   ν ν   

(1.2)

Μια ιδιαιτερότητα των νετρίνων είναι ότι δε διαθέτουν φορτίο. Είναι τα µοναδικά στοι-
χειώδη σωµάτια που δεν αλληλεπιδρούν ηλεκτροµαγνητικά. Εποµένως, αν αγνοήσουµε τη
βαρυτική αλληλεπίδραση που είναι αµελητέα, η µόνη αλληλεπίδραση που κάνουν τα νετρίνα
είναι η ασθενής. Άρα, όλα τα νετρίνα που εµφανίζονται στη φύση είναι νετρίνα που έχουν
προκύψει από ασθενή αλληλεπίδραση. ∆ηλαδή είναι νετρίνα νe, νµ και ντ, που σηµαίνει ότι
στη φύση δεν υπάρχει ούτε ένα νετρίνο µε καλά ορισµένη µάζα. Όλα τα νετρίνα είναι γραµ-
µικοί συνδυασµοί των ιδιοκαταστάσεων µάζας.

Όπως θα δείξουµε αυστηρά στην επόµενη παράγραφο, βασική συνέπεια του παραπάνω
γεγονότος είναι το ότι τα νετρίνα ταλαντώνονται. Η ταλάντωση σηµαίνει ότι ένα να µπορεί να
µετατραπεί σε ένα να’ από µόνο του, χωρίς να γίνει κάποια αλληλεπίδραση, δηλαδή χωρίς να
υπάρχει κάποιος κόµβος σε ένα διάγραµµα Feynman. ∆ηλαδή, την ταλάντωση θα µπορούσα-
µε να την απεικονίσουµε ως εξής:

Το φαινόµενο έχει ονοµαστεί «ταλάντωση» διότι έχει παλινδροµικό χαρακτήρα. Για πα-
ράδειγµα µπορεί να γίνει η «µεταµόρφωση» να → να’ → να’’ → να → κ.ο.κ.

Βέβαια, πρέπει να είναι κανείς προσεκτικός και να µην φαντάζεται αυτήν την ταλάντωση
σαν µια «µεταµόρφωση» που µπορεί να παρατηρηθεί σε κάποιο συγκεκριµένο τόπο και χρό-
νο. ∆ηλαδή, ας υποθέσουµε ότι είναι δυνατόν να παρακολουθούµε ένα να καθώς αυτό κινεί-
ται, σα να το ακολουθούσαµε µε µια βιντεοκάµερα. Όσο παρατηρούµε το νετρίνο και βλέ-
πουµε ότι αυτό είναι να δεν πρόκειται να αλλάξει και να γίνει να’. Αυτό που συµβαίνει είναι
ότι αν τη στιγµή t=0 διαθέτω ένα πλήθος Χ από πανοµοιότυπα να, τότε, αν επανεξετάσω αυ-
τόν τον πληθυσµό σε χρόνο t>0,  ένα ποσοστό x(t)% από τα Χ θα έχει µετατραπεί σε να’.

Η παραπάνω παρατήρηση πηγάζει κατ’ ευθείαν από την κβαντοµηχανική. Για να γίνει
κατανοητό το επιχείρηµα θα αναφέρω ένα άλλο παράδειγµα που θα αναδείξει τη σηµασία
που έχει η µέτρηση στην κβαντοµηχανική. Έστω ότι έχουµε ένα σύστηµα που είναι µη καθο-
ρισµένης θέσης, µε κυµατοσυνάρτηση (x, t)ψ

Ως γνωστόν, η πυκνότητα πιθανότητας ως προς τη θέση τη στιγµή t=0 είναι f(x)=|ψ(x,0)|2,
έστω της µορφής του σχήµατος 2α. Αυτή η πυκνότητα πιθανότητας δηλώνει ότι αν έχουµε
ένα πολύ µεγάλο πλήθος Χ πανοµοιότυπων συστηµάτων και µετρήσουµε τη θέση τους στη
στιγµή t=0, θα βρούµε f(x)·dx συστήµατα να έχουν θέση από x µέχρι x+dx. Αν, όµως, πά-
ρουµε ένα σύστηµα συγκεκριµένο, µετρήσουµε τη θέση του και βρούµε την τιµή x0, τότε αυ-
τόµατα διαταράσσεται η αρχική κατανοµή της πυκνότητας πιθανότητας και γίνεται δ(x-x0)
(βλ. σχήµα 2β). Αφήνοντας το σύστηµα µετά τη µέτρηση χωρίς να το παρατηρούµε, η κατα-
νοµή ως προς τις θέσεις αρχίζει να «ανοίγει» µέχρι που µετά από κάποιον χρόνο (θεωρητικά
άπειρο χρόνο) θα ξαναπάρει ακριβώς τη µορφή της f(x). Αν δηλαδή στο ίδιο σύστηµα κάνω
µια δεύτερη µέτρηση πολύ σύντοµα µετά την πρώτη µέτρηση θα µετρήσω κατά πάσα πιθανό-
τητα µια θέση πολύ κοντά στην x0, ενώ αν αφήσω αρκετό χρόνο να περάσει µετά την πρώτη
µέτρηση, η δεύτερη µέτρηση θα είναι πια εντελώς ανεπηρέαστη από την πρώτη.
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Εικόνα 1.2: (α) Η κατανοµή πυκνότητας πιθανότητας πριν από οποιαδήποτε µέτρηση. (β) Η πυκνότη-
τα πιθανότητας ως προς τις ενέργειες αµέσως µετά από µια µέτρηση.
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Ταλαντώσεις νετρίνων εν κενώ

Από τα πειράµατα που έχουν γίνει µέχρι σήµερα φαίνεται ότι τα νετρίνα έχουν µεν µάζες
(χωρίς να είναι ιδιοκαταστάσεις µάζας όπως είπαµε) αλλά αυτές είναι µικρές, όπως δείχνει ο
πίνακας 1.1.

fla
vor

Άνω όριο µάζας C.L.

νe 3 eV/c2 αβέβαιο
νµ 0.19 MeV/ c2 90%
ντ 18.2 MeV/ c2 95%

Πίνακας 1.1: Άνω όρια των µαζών των νετρίνων, όπως έχουν διαµορφωθεί µέχρι τον Ιούλιο του 2002

Εποµένως, η ενέργεια ενός νετρίνου δίνεται προσεγγιστικά από τη σχέση (1.3):
2 2 2

2 2
2 2

m m mE m p p 1 p 1 p
p 2p 2p

 
= + = + ≈ + = + 

 
(1.3)

Σύµφωνα µε τη σχέση (1.2) µπορούµε να γράψουµε για κάθε flavor να ξεχωριστά:
*

i i
i

Uα αν = ν∑ (1.4)

Προφανώς, ο συµβολισµός που χρησιµοποιούµε είναι τέτοιος που ο πίνακας µίξης έχει
στοιχεία:

U=
e1 e2 e3

1 2 3

1 2 3

U U U
U U U
U U U

µ µ µ

τ τ τ

 
 
 
 
 

(1.5)

Μια παραµετροποίηση του παραπάνω πίνακα που χρησιµοποιείται αρκετά συχνά είναι η
ακόλουθη:

{ }1 2

i
13 13 12 12

i i
23 23 12 12

i
23 23 13 13

1 0 0 c 0 s e c s 0
U 0 c s 0 1 0 s c 0 diag e ,e ,1

0 s c s e 0 c 0 0 1

− δ

α α

δ

    
    = −    
    − −    

⇒

{ }1 2

i
12 13 12 13 13

i ii i
12 23 12 23 13 12 23 12 23 13 23 13

i i
12 23 12 23 13 12 23 12 23 13 23 13

c c s c s e
U s c c s s e c c s s s e s c diag e ,e ,1

s s c c s e c s s c s e c c

− δ

α αδ δ

δ δ

 
 

= − − − 
 − − − 

(1.6)

Όπου cij = cos(θij) και sij = sin(θij), δ η Dirac CP φάση και α1,2 οι Majorana φάσεις.
Από την κβαντοµηχανική γνωρίζουµε ότι αν λύσουµε τη χρονοανεξάρτητη εξίσωση

Schroedinger και διαθέτουµε τις ιδιοσυναρτήσεις της ενέργειας ΨΕ(x), η χρονοεξαρτηµένη
εξίσωση Schroedinger ικανοποιείται από την κυµατοσυνάρτηση

i Et
(x, t) e (x)

−

Ε ΕΨ = Ψ (1.7)
∆ηλαδή, ο τελεστής που δρα στην ΨΕ(x) για να µας δώσει την ΨΕ(x,t) είναι ο τελεστής

χρονικής εξέλιξης:
i Et

e
−

. Χρησιµοποιώντας φυσικές µονάδες ( ħ = c = 1 ) ο τελεστής αυτός
παίρνει την απλή µορφή: iEte− .

Επιπλέον, οποιαδήποτε φυσική κατάσταση µπορεί να εκφρασθεί ως γραµµικός συνδυα-
σµός ιδιοκαταστάσεων της ενέργειας:

j Ej
j

(x, t) c (x, t)Ψ = Ψ∑ (1.8)
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Από τις σχέσεις (1.7) και (1.8) προκύπτει ότι για να βρούµε τη χρονική οποιασδήποτε κα-
τάστασης αρκεί να δράσουµε µε τον κατάλληλο τελεστή χρονικής εξέλιξης σε κάθε ιδιοκα-
τάστση της ενέργειας που την αποτελεί:

jiE t
j Ej

j
(x, t) c e (x)−Ψ = Ψ∑ (1.9)

Εποµένως, για να βρούµε ποια θα είναι η κατάσταση του να τη στιγµή t θα δράσουµε στην
(1.4) µε τον τελεστή χρονικής εξέλιξης. Αυτό είναι ορθό, εφόσον στο δεξί µέρος έχουµε ιδιο-

καταστάσεις της µάζας µε συγκεκριµένη ορµή, δηλαδή ιδιοκαταστάσεις της 
2mĤ p

2p
+ .

Έτσι, θα πάρουµε:
iiE t*

j jt
j

U e−
α αν = ν∑ (1.10)

Την (1.4) µπορούµε να την γράψουµε µε τέτοιο τρόπο ώστε να εκφράζει τις ιδιοκαταστά-
σεις µάζας νj σε σχέση µε τις ιδιοκαταστάσεις γεύσης να. Για να το κάνουµε αυτό, είναι βολι-
κότερο να γράψουµε την (1.4) σε µορφή πινάκων:

[ν]flavor = U* [ν]mass (1.11)
Λόγω της unitarity του πίνακα U ισχύει:

† *T * TUU I UU I U U I= ⇒ = ⇒ = (1.12)
Εποµένως, πολλαπλασιάζοντας την (1.11) µε τον πίνακα UT παίρνουµε το ποθούµενο:

[ν]mass = UT [ν]flavor (1.13)
που σε επίπεδο στοιχείων των πινάκων γράφεται ως:

j j jU UΤ
α α α α

α α

ν = ν = ν∑ ∑ (1.14)

Αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα αυτό στη σχέση (1.10) καταφέρνουµε να εκφράσουµε
το να(t) ως συνάρτηση του να, δηλαδή του να(t=0):

jiE t*
j jt

j,

';

U U e

(t)

−
′ ′α α α α

′α

′α α α
′α

ν = ν

= Α ν

∑

∑
(1.15)

όπου jiE t*
'; j j

j
U U e−

′α α α αΑ ≡∑ (1.16)

Από τη µορφή που έχει η (1.15) είναι φανερός ο ρόλος του Αα’;α. Είναι το πλάτος µετάβα-
σης από flavor α σε flavor α’. Για να βρούµε την αντίστοιχη πιθανότητα πρέπει να υπολογί-
σουµε το |Αα’;α|2 = Αα’;α · Α*

α’;α.
j k

k j

iE t iE t* * *
; ; j j k k

j,k

i( E E )t* *
j j k k

j,k

U U e U U e

U U U U e

− +
′ ′ ′ ′α α α α α α α α

− − +
′ ′α α α α

Α Α =

=

∑

∑
(1.17)

Την έκφραση αυτή µπορούµε να τη γράψουµε ισοδύναµα µε έναν πιο βολικό τρόπο:

( )( )j 1

2
i E E t *

' j j
j

P U e 1 1 U− −
′α→α α α
 = − +  ∑ (1.18)

Ακολουθεί η απόδειξη ότι η (1.18) είναι ίση µε την (1.17):

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

j 1 j 1

j 1 k 1

k 1 j 1 j k

2 2
i E E t i E E t* *

j j j j
j j

i E E t i E E t* *
j j k k

j,k

i E E E E t i E E t* * * *
j j k k j j k k

j,k j,k

U e 1 1 U U e U

U e U U e U

U U U U e U U U U e

− − − −
′ ′α α α α

− − + −
′ ′α α α α

− − + + − − −
′ ′ ′ ′α α α α α α α α

 − + = =  

= =

= =

∑ ∑

∑

∑ ∑
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Οπότε µε απλές πράξεις δείξαµε ότι η (1.18) είναι ίση µε την (1.17). Η (1.18), τώρα, µπο-
ρεί να γραφτεί πιο απλά εκµεταλλευόµενη την ιδιότητα του U ότι είναι unitary. Από την

(1.18): ( )( )j 1

2
i E E t * *

' j j j j
j j

P U e 1 U U U− −
′ ′α→α α α α α= − +∑ ∑ (1.19)

Όµως, † † *
j j j j

j j
U U I U U U U′ ′ ′ ′α α α α α α α α= ⇒ = δ ⇒ = δ∑ ∑ (1.20)

και † † *
j j j j

j j
UU I U U U U′ ′ ′ ′α α α α α α α α= ⇒ = δ ⇒ = δ∑ ∑ (1.21)

Από την (1.21), βλέπουµε ότι η (1.19) γράφεται:

( )( )j 1

2
i E E t*

' ' j j
j

P U U e 1− −
′α→α αα α α= δ + −∑ (1.22)

Η µάζα των νετρίνων όπως είπαµε είναι εξαιρετικά µικρή. Αυτό έχει ως συνέπεια ακόµα
και για νετρίνα πολύ µικρής ενέργειας η ταχύτητα να είναι σχεδόν ίση µε c. Για παράδειγµα,
ακόµα και για νe µε Ε=100eV έχουµε γmν = 100eV ⇒ γ > 33.3 ⇒ β=0.9995. Εποµένως, το
t=(L / υ) µπορούµε χωρίς δισταγµό να το αντικαταστήσουµε µε (L / c) = L, όπου L είναι η
διανυθείσα απόσταση.

Επίσης, από τη σχέση (1.3) βλέπουµε ότι:
2 2
j 1

j 1 j 1
j 1

m mE E p p
2p 2p

− = + − −

Εφόσον οι νj είναι καταστάσεις καθορισµένης µάζας, ενέργειας και ορµής, ισχύει ότι
pj=p1 = p, εποµένως:

2 2
j 1

j 1

m m
E E

2p
−

− = =
2
j1m

2p
∆

(1.23)

Αντικαθιστώντας την (1.23) στην (1.22) φτάνουµε στην πολύ χρήσιµη, όπως θα φανεί,
σχέση:

2
j1

2Li m
* 2p

' ' j j
j

P U U e 1
− ∆

′α→α αα α α

 
= δ + −  

 
∑ (1.24)

Ας διερευνήσουµε τι γίνεται µε τις ταλαντώσεις µεταξύ αντινετρίνων. Εφόσον έχουµε τη
σχέση µίξης των νετρίνων, (1.4) κάνω τις εξής 2 κινήσεις για να βρω την αντίστοιχη σχέση
για τα αντινετρίνα:

α) Γράφω την ερµητειανή συζυγή της σχέση (1.4):
† † † †*† T

i i i i i i
i i i

U U Uα α α αν = ν = ν = ν∑ ∑ ∑
β) Πολλαπλασιάζω και τα δύο µέλη µε τον γ0 πίνακα, οπότε, εφόσον † 0u u= γ  παίρνου-

µε:

i i
i

Uα αν = ν∑ (1.25)

Εάν τα νετρίνα είναι σωµάτια Majorana, τότε, εφόσον δεν έχουν ηλεκτρικό φορτίο,
i iν = ν , οπότε η (1.25) θα γράφεται:

i i
i

Uα αν = ν∑ (1.26)

Όπως και αν έχει, δηλαδή είτε Majorana σωµάτια είναι τα νετρίνα είτε Dirac, θα ισχύει ό-
τι:

j

'

iE t*
; j j

j
U U e

α α

−
′ν ν α αΑ =∑ (1.27)
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Η (1.27) προκύπτει κατευθείαν από την (1.16), αν λάβουµε υπόψη ότι στα νετρίνα ο πί-
νακας µίξης είναι ο U* ενώ στα αντινετρίνα είναι ο U.

Συγκρίνοντας τις (1.16) και (1.27) διαπιστώνουµε ότι:
; ;′ ′α α α αν ν ν νΑ = Α (1.28)

Εποµένως, ( ) ( )P P′ ′α α α αν → ν = ν → ν (1.29)
Η τελευταία σχέση δεν εκφράζει τίποτα άλλα από τη διατήρηση της CPT συµµετρίας. Το

να είναι µια αλληλεπίδραση αναλλοίωτη κατά CPT είναι πολύ σηµαντικό στο πλαίσιο της
θεωρίας πεδίου. Όπως έχει αποδειχθεί, δεν είναι δυνατόν να κατασκευασθεί µια Lorentz-
αναλλοίωτη κβαντική θεωρία πεδίου µε ερµητειανή χαµιλτονιανή όπου να παραβιάζεται η
CPT.
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Ταλαντώσεις νετρίνων για 2 γενεές

Αν παραβλέψουµε την τρίτη γενιά λεπτονίων και επικεντρωθούµε στις 2 πρώτες, οι µα-
θηµατικές πράξεις που απαιτούνται για να έχουµε µια ξεκάθαρη εικόνα των ταλαντώσεων
είναι αρκετά απλές.

Από τη σχέση (1.24), για 2 µόνο γενιές παίρνουµε:
2
j1

2
21

2
21

2 2
21 21

2Li m
* *2p

' j j j j
j j

2Li m
* * * *2p

1 1 2 2 1 1 2 2

2Li m
* 2p

2 2

L Li m i m
* * * *2p 2p

2 2 2 2 2 2 2 2

P U U e U U

0 U U U U e U U U U

U U e 1

U U e U U U U e U U

′α α

− ∆

′ ′ν →ν αα α α α α

− ∆

′ ′ ′ ′α α α α α α α α

− ∆

′α α

− ∆ + ∆

′ ′ ′ ′α α α α α α α α

= δ + −

= + + − −

 
= −  

 

   
= − ⋅ −     
   

∑ ∑

2 2
21 21

L Li m i m2 2 2p 2p
2 2

2 2 2
2 2 21

12 U U 1 e e
2

L2 U U 1 cos m
2p

− ∆ + ∆

′α α

′α α



  
 = − −     
 

= − ∆ 
 

άρα 2
; 21

1 LP A 1 cos m
2 2p′α α ′ν →ν α α

 
= − ∆ 

 
(1.30)

όπου 2 2
; 2 2A 4 U U′ ′α α α α= (1.31)

Στην περίπτωση των 2 γενεών, ο πίνακας PMNS είναι διάστασης 2x2 και φυσικά unitary,
εποµένως είναι φρόνιµο να τον γράψουµε στη µορφή ενός απλού πίνακα στροφής στις 2 δια-
στάσεις που έχει µία µόνο παράµετρο, τη θ:

cos sin
U

sin cos
θ θ 

=  − θ θ 
(1.32)

Αντικαθιστώντας τα στοιχειά του U από τη (1.32) στη (1.31) παίρνουµε:
2 2 2

;A 4cos sin sin 2′α α = θ θ = θ (1.33)
Προφανώς, λοιπόν, αντικαθιστώντας την (1.33) στην (1.30) παίρνουµε την πολύ απλή

σχέση: 2 21 LP sin 2 1 cos m
2 2p′α αν →ν

 
= θ − ∆ 

 
(1.34)

Για να απλοποιήσουµε ακόµα περισσότερο την (1.34) συµφέρει να ορίσουµε ένα χαρα-

κτηριστικό µήκος ταλάντωσης: 0 2L 4
m
Ε

= π
∆

(1.35)

οπότε η (1.34) γράφεται 2

0

1 LP sin 2 1 cos 2
2 L′α αν →ν

 
= θ − π 

 
(1.36)

Αν θέλουµε να έχουµε µια αίσθηση του L0 σε SI µονάδες, αρκεί να πολλαπλασιάσουµε το
δεξί µέλος της (1.35) µε ħc = 197.3 MeV·fm:
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2

2

2 2

MeV
0 2 2

eV

12MeV
2 12 2

eV

(MeV) (GeV)
2 2

(eV ) (eV )

(MeV)L 4 197.3(MeV fm)
m (eV )

(MeV)2.479 10 m MeV
m (10 MeV )

2.479 m 2.479 Km
m m

−
−

Ε
= π

∆
Ε

=
∆
Ε Ε

= =
∆ ∆

(1.37)

Για παράδειγµα, αν Ε=1MeV και ∆m2=10-5 eV2, τότε L0 = 247.9 Km.
Η φυσική σηµασία των παραµέτρων θ και L0 (δηλαδή εµµέσως της ∆m2) φαίνεται στην

εικόνα 1.3:

Εικόνα 1.3: (α) Πιθανότητα επιβίωσης P(α→α) = 1- P(α→α’) (β) Πιθ/τα εξαφάνισης P(α→α’)

Παρατηρούµε ότι σε απόσταση L0/2 η πιθανότητα επιβίωσης είναι ελάχιστη, δηλαδή η
πιθανότητα εξαφάνισης είναι µέγιστη. Όσο µεγαλώνει το sin2(2θ) τόσο πιο πολύ τείνει στο 1
η µέγιστη πιθανότητα εξαφάνισης, δηλαδή τόσο τείνει στο 0 η ελάχιστη πιθανότητα επιβίω-
σης. Στην ακραία περίπτωση όπου δεν έχουµε καθόλου µίξη, δηλαδή για θ=0, η πιθανότητα
εξαφάνισης είναι παντού ίση µε µηδέν. Στην εικόνα 1.4 φαίνεται η εξάρτηση του sin2(2θ) από
το θ. Παρατηρούµε ότι για θ=45º έχουµε µέγιστη ανάµιξη, δηλαδή η πιθανότητα εξαφάνισης
φτάνει την τιµή 1 σε απόσταση L0/2. Επίσης, βλέπουµε ότι δεν υπάρχει τρόπος να ξεχωρί-
σουµε αν η θ είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη από 45º αλλά δεν υπάρχει και λόγος να το ερευ-
νήσουµε, εφόσον για παράδειγµα η θ=10º και η θ=80º µας δίνουν ακριβώς τις ίδιες πιθανότη-
τες εξαφάνισης.

Κάτι επίσης χρήσιµο είναι το να ξέρουµε την τάξη µεγέθους του L0, το οποίο εξαρτάται
από την ενέργεια των νετρίνων και από την άγνωστη παράµετρο ∆m2. Εκτιµήσεις που έχουν
γίνει από πειράµατα ατµοσφαιρικών νετρίνων έχουν δώσει ∆m2

atm ≈ 10-3eV2 ενώ από πειρά-
µατα ηλιακών νετρίνων έχουµε ∆m2

sol ≈ 10-5 eV2. Στην εικόνα 1.5 φαίνεται η απόσταση L0/2,
όπου µεγιστοποιείται η πιθανότητα εξαφάνισης.

Εικόνα 1.4: sin2(2θ) ως συνάρτηση του θ. Για θ=45º έχουµε µέγιστη ανάµιξη.
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Εικόνα 1.5: (α) Το L0/2 για 2 διαφορετικά ∆m2 και για ενέργειες µέχρι 14MeV, δηλαδή στην περιοχή
ενεργειών των ηλιακών νετρίνων. (β) Το ίδιο µε το (α), αλλά για µεγαλύτερες ενέργειες, µέχρι 10GeV.

Βεβαίως, όταν έχουµε έναν ανιχνευτή στον οποίον έρχονται από συγκεκριµένη πηγή νε-
τρίνα διαφόρων ενεργειών, έχει σηµασία η ενέργεια του κάθε νετρίνου, διότι απ’ αυτήν εξαρ-
τάται η πιθανότητα επιβίωσής του στο σηµείο παρατήρησης. Στην εικόνα 1.6 φαίνεται η ε-
ξάρτηση της πιθανότητας P(να→να’) από την ενέργεια των νετρίνων σε απόσταση L=735 Km.

Εικόνα 1.6: (α) Πιθανότητα εξαφάνισης στα 735Km, Ε<3MeV. (β) Το ίδιο µέγεθος για µεγαλύτερες
ενέργειες. Μετά την ενέργεια των 5.9MeV η πιθανότητα φθίνει και τείνει στη συνάρτηση 6.5·10-5 / Ε2

(GeV
2

). Έχει γίνει ενδεικτικά η υπόθεση: θ=π/6 και ∆m2=10-5 eV2
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Μια παρατήρηση που αξίζει να γίνει είναι ότι το τελευταίο µέγιστο στην πιθανότητα εξα-
φάνισης (βλ. σχήµα 6β) σηµειώνεται στην ενέργεια στην οποία το L0/2 γίνεται ίσο µε την α-
πόσταση στην οποία τοποθετούµε τον ανιχνευτή (βλ. σχήµα 5α). Για τις συγκεκριµένες τιµές
που υποθέσαµε, αυτό συµβαίνει στα 5.9MeV. Γενικά, η ενέργεια αυτή είναι:

2

2

(GeV)
(Km)2

(eV )

2
(Km) (eV )

(GeV)

1 2.479 L
2 m

L m
E

1.2395

Ε
= ⇒

∆

∆
=

(1.38)

Από αυτήν την ενέργεια και πάνω η πιθανότητα εξαφάνισης φθίνει κατά τρόπο που ασυ-
µπτωτικά τείνει να είναι ~Ε-2. Αυτό αποδεικνύεται µέσω του αναπτύγµατος Taylor του

22
2

2

L 1 m L 11 cos m
2p 2 2 p

   ∆
− ∆ ≈   

   
 για µεγάλο p.

Επειδή η δυνατότητες των οργάνων που χρησιµοποιούνται είναι περιορισµένες, στις µι-
κρές ενέργειες δεν παρατηρείται ποτέ όλη η λεπτοµέρεια που βλέπουµε στην εικόνα 1.6. Να
τονίσουµε ότι τα παραπάνω σχήµατα υποθέτουν θ=π/6 και ∆m2=10-5. Προφανώς αυτές οι
τιµές δεν είναι οι πραγµατικές, αλλά ενδεικτικές. Άλλωστε, η πραγµατικότητα απέχει µακράν
από τα όσα αναφέρθηκαν µέχρι εδώ, εφόσον στη φύση δεν έχουµε µόνο 2 γεύσεις νετρίνων,
αλλά (τουλάχιστον) τρεις. Στην επόµενη παράγραφο θα εξετάσουµε τι συµβαίνει µε πιο ρεα-
λιστικό τρόπο.

Ταλαντώσεις νετρίνων για 3 γενεές – µε προσεγγίσεις

Όταν µελετάµε τις ταλαντώσεις των νετρίνων µεταξύ τριών γεύσεων οι παράµετροι αυ-
ξάνονται και το πρόβληµα γίνεται αρκετά πιο περίπλοκο. Στις 2 γενεές οι µόνες παράµετροι
ήταν η γωνία θ και η διαφορά των τετραγώνων των µαζών ∆m2. Όπως θα δούµε παρακάτω,
το φαινόµενο είναι αρκετά πιο ενδιαφέρουσα στις 3 γενεές.

Ένα ερώτηµα που δεν έχει αποσαφηνισθεί ακόµα από τα διάφορα πειράµατα είναι το λε-
γόµενο πρόβληµα της ιεραρχίας των µαζών των νετρίνων. Όταν λέµε ότι ο πίνακας PMNS
αναµιγνύει ιδιοκαταστάσεις flavor µε ιδιοκαταστάσεις µάζας, προφανώς θεωρούµε ιδιοτιµές
µάζας m1, m2, m3. Σύµφωνα µε τις γνώσεις που έχουµε σήµερα, δύο είναι τα πιθανά σενάρια
για την σχέση αυτών των τριών ιδιοτιµών µάζας:

m1 < m2 << m3 (κανονική ιεραρχία)
m3 << m1< m2 (ανεστραµµένη ιεραρχία)

Στην ανάλυση που ακολουθεί θα λάβουµε υπόψη την περίπτωση της κανονικής ιεραρχί-
ας.

Όπως ήδη έχουµε αναφέρει και πρόκειται να αναλύσουµε σε επόµενο κεφάλαιο, από πει-
ράµατα που έγιναν µε ηλιακά και ατµοσφαιρικά νετρίνα προκύπτει ότι ∆m2

sol ≈ 10-5 eV2 (ή
10-10 eV2) και ∆m2

atm ≈ 10-3 eV2. Από τα πειράµατα προκύπτει ως λογικό το να συνδέσουµε τη
διαφορά ∆m2

21 µε τη ∆m2
sol και τη διαφορά ∆m2

31 ≈ ∆m2
32 µε τη διαφορά ∆m2

atm.
Από όσα αναφέραµε είναι προφανές ότι ∆m2

21 << ∆m2
31. Αυτό σηµαίνει ότι όταν παρα-

τηρούµε ταλαντώσεις νετρίνων σε απόσταση τέτοια που ο όρος 2
31

Lm
2p

∆  να είναι σηµαντι-

κός, ο όρος 2
21

Lm
2p

∆  είναι τόσο µικρότερος που µπορούµε να τον αγνοήσουµε. ∆ηλαδή, σε

κατάλληλες αποστάσεις η µόνη ταλάντωση που παίζει ρόλο πρακτικά είναι η ταλάντωση λό-
γω του ∆m2

31.
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Με την παραπάνω προσέγγιση και από τη σχέση (1.24) µπορούµε να γράψουµε για α ≠α’:

( )
2
31

2Li m
* 2p

3 3P 0 U U e 1
− ∆

′ ′α α α α

 
ν → ν = + −  

 
(1.39)

δηλαδή:

( )
2 2
31 31

2 2
31 31

L Li m i m
* * * *2p 2p

3 3 3 3 3 3 3 3

L Li m i m2 2 2 2 2p 2p
3 3 3 3

2 2 2
3 3 31

P U U e U U U U e U U

2 U U U U e e

L2 U U 1 cos m
2p

− ∆ + ∆

′ ′ ′ ′ ′α α α α α α α α α α

− ∆ + ∆

′ ′α α α α

′α α

  
ν → ν = − −    

  
 

= − +  
 

 
= − ∆ 

 

άρα: ( ) 2
; 31

1 LP A 1 cos m
2 2p′ ′α α α α

 
ν → ν = − ∆ 

 
(1.40)

όπου 2 2
; 3 3A 4 U U′ ′α α α α= (1.41)

∆ηλαδή, χάρη στην προσέγγιση που κάναµε έχουµε ξανά µια ταλάντωση παρόµοια µε
αυτήν που είχαµε στις 2 γεύσεις.

Η πιθανότητα επιβίωσης είναι:
( ) ( ) ( )

2 2
; 31 ; 31

2 2 2 22 2
3 3 31 3 3 31

P 1 P P

1 L 1 L1 A 1 cos m A 1 cos m
2 2p 2 2p

L L1 2 U U 1 cos m 2 U U 1 cos m
2p 2p

′ ′′α α α α α α

′ ′′α α α α

′ ′′α α α α

ν → ν = − ν → ν − ν → ν

   
= − − ∆ − − ∆   

   
   

= − − ∆ − − ∆   
   

(1.42)

Την παραπάνω έκφραση µπορεί κανείς να τη γράψει πιο κοµψά εισάγοντας έναν όρο Βα;α:

( )2 2
; 3 34 U 1 Uα α α αΒ ≡ − (1.43)

Λόγω της ιδιότητας (1.21) ⇒

( )2 2 2
; 3 1 24 U U Uα α α α αΒ ≡ + (1.44)

οπότε είναι προφανές ότι µπορούµε να γράψουµε την (1.42) ως εξής:

( ) 2
; 31

1 LP 1 B 1 cos m
2 2pα α α α

 
ν → ν = − − ∆ 

 
(1.45)

Βλέπουµε λοιπόν ότι στην περίπτωση που παίζει ρόλο µόνο η ∆m2
31, η πιθανότητα εξα-

φάνισης ενός νe εξαρτάται από 3 παραµέτρους: |Ue3|2, |Uµ3|2 και ∆m2
31. Από τις ίδιες ακριβώς

παραµέτρους εξαρτάται και η πιθανότητα εξαφάνισης ενός νµ. Αυτό είναι αναµενόµενο άλ-
λωστε, αφού η βασική προσέγγιση που κάναµε είναι ότι ∆m2

21 << ∆m2
31 ≈ ∆m2

32.
Επιπλέον, οι πιθανότητες ταλάντωσης έχουν εξάρτηση µόνο από το µέτρο των στοιχείων

του πίνακα U. Στην περίπτωση των αντινετρίνων, η διαφορά είναι ότι στη µίξη υπεισέρχεται
ο πίνακας U αντί για τον U* (βλ. σχ. (1.25) και (1.4)). Όµως, αφού στο τέλος των υπολογι-
σµών µας µένουν µόνο τα µέτρα των στοιχείων και |α| = |α*|,

( ) ( )P P′ ′α α α αν → ν = ν → ν (1.46)
∆ηλαδή, στην περίπτωση της κανονικής ιεραρχίας και όταν το ∆m2

31 σχετίζεται µε την
ταλάντωση, είναι πολύ δύσκολο να ανιχνεύσουµε τυχόν παραβίαση της CP.

Στην περίπτωση όπου η ταλάντωση οφείλεται βασικά στη διαφορά ∆m2
21, η διαφορά

∆m2
31 είναι πολύ µεγαλύτερη, οπότε όροι της µορφής cos(∆m2

31 L/2p) µεταβάλλονται ταχύ-
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τατα όταν αλλάζουν τα L και p. Όταν, σε µια περιοχή, ηµιτονοειδείς και συνηµιτονοειδείς
συναρτήσεις µεταβάλλονται πολύ γρήγορα µπορούµε να της αγνοήσουµε γιατί κατά µέσο
όρο έχουν τιµή 0.

Επιθυµούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα επιβίωσης ενός να και γι’ αυτόν τον σκοπό
ξαναγράφουµε τη σχέση (1.16) αντικαθιστώντας α’→α:

j
2 iE t

; j
j

U e−
α α αΑ =∑ (1.47)

Οπότε, για την πιθανότητα P(να→να) = |Αα;α|2 έχουµε:

( ) j

2
3 2 iE t

j
j 1

4 4 4 2 2 2
1 2 3 1 2 21

2 2 2 22 2
1 3 31 2 3 32

P U e

LU U U 2 U U cos m
2p

L L2 U U cos m 2 U U cos m
2p 2p

−
α α α

=

α α α α α

α α α α

ν → ν =

 
= + + + ∆ + 

 
   

+ ∆ + ∆   
   

∑

(1.48)

Μηδενίζοντας, όπως προείπαµε τους δύο τελευταίους συνηµιτονικούς όρους, έχουµε την
επιθυµητή έκφραση για την πιθανότητα επιβίωσης. Είναι πολύ εύκολο να διαπιστώσει κανείς
πιθανότητα αυτή, µε τη συγκεκριµένη προσέγγιση, ισούται µε την παρακάτω έκφραση:

( )
2
j1

2L2 i m2 42p
j 3

j 1
P U e U

− ∆

α α α α
=

ν → ν = +∑ (1.49)
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Ταλαντώσεις στις 3 γενεές – χωρίς προσεγγίσεις

Στην προηγούµενη παράγραφο κάναµε ορισµένες προσεγγίσεις οι οποίες απλοποίησαν
κάπως τις πράξεις που χρειάζονταν για να υπολογίσουµε τις διάφορες πιθανότητες ταλάντω-
σης. Σε αυτήν την παράγραφο θα εξάγουµε την πιθανότητα ταλάντωσης ενός νετρίνο χωρίς
να πάρουµε καµία προσέγγιση.

Ως συνήθως, αρχίζουµε από τη σχέση (1.24), η οποία για α’≠ α γράφεται:
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Παρατηρούµε ότι οι δύο τελευταίοι προσθετέοι είναι ο ένας µιγαδικός συζυγής του άλ-
λου, οπότε την τελευταία σχέση µπορούµε να την απλοποιήσουµε ως εξής:
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(1.50)

Οι πράξεις που απαιτούνται για να φέρουµε την (1.50) σε µια αξιοποιήσιµη µορφή είναι
πολλές και γι’ αυτό δεν είναι σκόπιµο να τις παραθέσουµε. Θα χρησιµοποιήσουµε τον συ-

ντοµογραφικό συµβολισµό: ( )2 2 2
ij i j

L L(ij) m m m
2p 2p

≡ ∆ = − (1.51)

Χρησιµοποιώντας την παραµετροποίηση του U της σχέσης (1.6) τελικά βρίσκουµε:

( )( )[ ]
( ) [ ]

( ) [ ]
( )[ ]

e

2 2 2 2 2 2 2
12 23 12 23 13 12 23 12 23 13 12 13

2 2 2
23 13 13

2
13 12 23 13 23 12 23 13

2
13 12 23 12 23 13

P 2 c c s s s 2c c s s s cos s c 1 cos(21)

2 s c s 1 cos(31)

2c s s s c cos s s s 1 cos(32) cos(21) cos(31)

2 c c c s s s sin sin(32) sin(21) sin(31)

µν →ν = + − δ −

+ −

+ δ − ⋅ + − −

+ δ + −

(1.52)
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(1.57)

Επίσης, χρησιµοποιώντας της σχέση (1.48) υπολογίζουµε τις ακόλουθες πιθανότητες επι-
βίωσης:
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(1.60)

Από τις παραπάνω σχέσεις για τις πιθανότητες µπορούν να εξαχθούν πολλά συµπεράσµα-
τα. Για να κάνουµε αριθµητικούς υπολογισµούς χρειαζόµαστε τις τιµές των παραµέτρων θ12,
θ23 και θ13, καθώς και της φάσεως δ. Από πειράµατα που έχουν γίνει µέχρι στιγµής έχουν µε-
τρηθεί ορισµένες από αυτές τις τιµές. Παραθέτουµε αυτές τις τιµές θεωρώντας την ορθή ιε-
ραρχία, σε C.L. 90%:

( )
( )
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(1.61)

Από τις σχέσεις (1.61) προκύπτει:
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( ) ( )
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12 -0.056 -3.20

o+0.148 +8.47 o
23 -0.142 -8.13 13

0.564 rad 32.31

0.785 rad 45.0 , 0.201rad = 11.5

θ = =

θ = = θ ≤
(1.62)
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Θα κάνουµε χρήση των κεντρικών τιµών που αναφέρονται στο σύνολο σχέσεων (1.62),
ενώ ως θ13 θα θεωρήσουµε το άνω πειραµατικό όριο, θ=11.5º. Επίσης, θεωρούµε
∆m2

21=7.1·10-5eV2, ∆m2
32=2.0·10-3eV2 και ∆m2

31= ∆m2
32+ ∆m2

21. Η γωνία δ δεν έχει ακόµα
µετρηθεί πειραµατικά. Πειράµατα σχεδιάζονται ώστε να µετρηθεί στο µέλλον.
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∆ιερεύνηση για δ=0
Ένα ενδιαφέρον θέµα που θα θίξουµε στη συνέχεια είναι τα παρατηρήσιµα φαινόµενα

που µπορούν να µαρτυρήσουν την τιµή του δ. Προς το παρόν, µέχρι να επικεντρώσουµε το
ενδιαφέρον µας σε αυτό το σηµείο, θεωρούµε το δ=0.

Στην εικόνα 1.7 φαίνεται η πιθανότητα επιβίωσης των τριών νετρίνων για διάφορες ορ-
µές, στην απόσταση L=735Km και θεωρώντας παρόν δ=0.

Εικόνα 1.7: Για L=735Km, δ=0 (α, β) Pe→ e. (γ,δ) Pµ→ µ (ε,ζ) Pτ→ τ. Ο οριζόντιος άξονας αντιστοιχεί
στην ορµή p των νετρίνων και είναι βαθµονοµηµένος σε µονάδες GeV.

Συγκρίνοντας τα διαγράµµατα (7δ) και (7ζ) ότι η Pµµ διαφέρει ελάχιστα από την Pττ, ενώ η
Pee διαφέρει αισθητά κι από τις δύο προηγούµενες. Αυτό είναι αποτέλεσµα όλων των παραµέ-
τρων, των γωνιών και των διαφορών µάζας. Αν, χάριν δοκιµής, κάνει κανείς την προσέγγιση
∆m2

32=∆m2
31, τότε η διαφορά Pµ→µ- Pτ→τ λαµβάνει τελείως άλλη µορφή (εικόνα 1.8β), η ο-

ποία βεβαίως δεν είναι ορθή, διότι µε τη συγκεκριµένη προσέγγιση προκύπτει ότι για µικρές
ορµές Pµ→µ<0. Στο διάγραµµα (8α) φαίνεται η διαφορά Pµ→µ-Pτ→τ και είναι εµφανές ότι η
διαφορά είναι σηµαντική µόνο για ορµές p<1GeV.
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Εικόνα 1.8: (α) Pµ→µ - Pτ→τ για L=735Km και δ=0 (β) Το ίδιο µέγεθος µε την προσέγγιση ∆m2
32=

∆m2
31.

Από τη διαφορετικότητα των διαγραµµάτων (8α) και (8β), και από το γεγονός ότι µε την
προσέγγιση ∆m2

32= ∆m2
31 προκύπτει Pµ→µ<0, αντιλαµβανόµαστε ότι, αν και διαισθητικά φαί-

νεται επιτρεπτό το να προσεγγίσουµε το 0.002071 µε το 0.002, αυτή η παραδοχή είναι ικανή
να αλλοιώσει καταστροφικά τους υπολογισµούς.

Ένα άλλο ερώτηµα είναι το εξής: Για µια δεδοµένη ορµή p και σε L=735Km, ποια ταλά-
ντωση είναι πιθανότερη για ένα να ; Η να→να΄ ή η να→να΄΄ ; Για να απαντήσουµε, καλό θα ή-

ταν να υπολογίσουµε τους λόγους 
P

P P
′α→α

′ ′′α→α α→α+
 για όλα τα α, α΄ και α΄΄. Αν για παράδειγµα

ο λόγος αυτός σε κάποιο p είναι ίσος µε 0.8, τότε το συµπέρασµα είναι το ακόλουθο: «Αν το
να της συγκεκριµένης ορµής p, βρεθεί να έχει εξαφανιστεί στην απόσταση L, τότε κατά 80%
έχει µεταβεί σε να΄ και κατά 20% σε να΄΄». Οι τρεις λόγοι που µπορούµε να σχηµατίσουµε µε
την παραπάνω λογική φαίνονται στο σχήµα 9.

Παρατηρούµε ότι για p>1GeV όπου το πείραµα MINOS µπορεί να διακρίνει ικανοποιη-
τικά τις διαφορετικές ενέργειες νετρίνων, το νµ εάν ταλαντωθεί, ταλαντώνεται κατά κύριο
λόγο προς ντ, µε πιθανότητα ~95%. Μόνο ~5% των εξαφανισµένων νµ έχουν πάει σε νe.

Εικόνα 1.9: Σχετική πιθανότητα ταλάντωσης για L=735Km, δ=0 και τρία νετρίνα.
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Φαινόµενα που εξαρτώνται από το δ

Όπως ήδη αναφέραµε, σχεδιάζονται πειράµατα που µεταξύ άλλων θα επιχειρήσουν και
να µετρήσουν τον όρο παραβίασης της CP συµµετρίας, δηλαδή το δ. Ο λόγος που το δ ονο-
µάζεται όρος παραβίασης της CP είναι ο εξής:

Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα µια ταλάντωση (νe→νµ). Ο CP µετασχηµατισµός µετα-
τρέπει το Lν  σε Rν , οπότε, αν η συµµετρία CP διατηρείται, τότε P(νe→νµ) = P( e µν → ν ).

Συγκρίνοντας τις σχέσεις (1.4) και (1.25) βλέπουµε ότι για να υπολογίσω οποιαδήποτε
πιθανότητα ταλάντωσης µεταξύ αντινετρίνων, αρκεί να αντικαταστήσω στις σχέσεις πιθανό-
τητας για ταλάντωση µεταξύ νετρίνων *

ij ijU U . Με δεδοµένη αυτήν την παρατήρηση και

εξετάζοντας της σχέση (1.50) διαπιστώνουµε ότι P( e µν → ν )=P(νµ→νe). Όπως είναι λογικό,

για δ=0 έχουµε Uij∈ℜ ∀ i,j, οπότε P(νe→νµ)= P(νµ→νe)= P( e µν → ν ). Ένας τρόπος λοιπόν
να παρατηρήσουµε CP ασυµµετρία πειραµατικά είναι να ερευνήσουµε ενδεχόµενη ανισότητα
των P(νe→νµ) και P(νµ→νe).

Στη συνέχεια αυτής της παραγράφου θα αναφερόµαστε πάντα σε απόσταση L=735Km,
που είναι και η απόσταση µεταξύ του FermiLab και του Soudan Mine.

Στις εικόνες (10α,β,γ) αντιπαρατίθενται οι P(να→να΄) για (α,α΄)={(e,µ), (e,τ), (µ,τ), (µ,e),
(τ,e), (τ,µ)} για δ=0 και για δ=90º. Για δ=90º έχουµε τη µέγιστη διαφορά από την περίπτωση
δ=0. Από τα διαγράµµατα αυτά διαπιστώνει κανείς ότι αν δ≈π/2, οι πιθανότητες ταλάντωσης
ως συναρτήσεις της ορµής p «παραµορφώνονται» σηµαντικά σε σύγκριση µε την περίπτωση
δ=0, µε µόνη εξαίρεση την ταλάντωση µ τν ν . Μάλιστα, αυτή η παραµόρφωση είναι ε-
ντονότερη σε µικρές ορµές, κάτω από 1GeV, όµως για να παρατηρηθούν θα πρέπει να διαθέ-
τουµε µεγάλη διακριτική ικανότητα ως προς τις ενέργειες, αφού βλέπουµε ότι σε αυτήν την
περιοχή οι κυµατώσεις της πιθανότητας είναι πολύ πυκνές.

Εικόνα 1.10α: ∆ιαφοροποίηση της P(νe→ντ) και της P(ντ→νe) για δ=0 και δ=90º.
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Εικόνα 1.10β: ∆ιαφοροποίηση της P(νe→νµ) και της P(νµ→νe) για δ=0 και δ=90º.

Εικόνα 1.10γ: ∆ιαφοροποίηση της P(ντ→νµ) και της P(νµ→ντ) για δ=0 και δ=90º.
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Αλλά και σε p>~1GeV υπάρχει διαφορά µεταξύ του σεναρίου δ=0 και δ=90º, µε εξαίρεση
πάντα την ταλάντωση µ τν ν . ∆ηλαδή, για παράδειγµα, αν ήταν δυνατόν µε κάποιο πεί-
ραµα να µετρήσουµε την πιθανότητα P(νe→ντ) σε απόσταση L=735Km και σε ορµή
p=0.74GeV και τη βρίσκαµε ίση µε 9.4% θα ξέραµε ότι δ=0, ενώ αν τη µετρούσαµε ίση µε
2.2% θα ξέραµε ότι δ=90º.

Όµως, τέτοιου είδους µετρήσεις µε την απαιτούµενη ακρίβεια είναι εξαιρετικά δύσκολο
να γίνουν. Άλλωστε, δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι σε όλους τους υπολογισµούς µας χρησιµο-
ποιήσαµε τις κεντρικές τιµές των γωνιών του PMNS πίνακα, οι οποίες όµως συνοδεύονται
από µια περιοχή εµπιστοσύνης αρκετά εκτεταµένη (βλ. (1.62)). Για παράδειγµα, αν θ13→0
τότε, όπως φαίνεται στον πίνακα (1.6), ο όρος e±iδ που προκαλεί τη CP ασυµµετρία τείνει να
πολλαπλασιάζεται µε έναν µηδενικό συντελεστή, οπότε να εξαφανίζεται η CP ασυµµετρία
και όποια φαινόµενα θα προέρχονταν απ’ αυτήν. Για να γίνει αντιληπτό το πόσο αυξάνεται η
δυσκολία τέτοιων µετρήσεων παραθέτουµε την εικόνα 1.11. Σε αυτήν απεικονίζεται µε κόκ-
κινο χρώµα όλη η γκάµα των πιθανοτήτων P(νe→ντ) που µπορεί να µετρηθούν για δ=0 και µε
πράσινο η ίδια γκάµα αν δ=90º. Στις γκάµες αυτή έχει ληφθεί υπόψη µόνο η αβεβαιότητα του
θ13 που µπορεί να παίρνει τιµές από 0 µέχρι 11.5º. Οι γκρι περιοχές είναι εκεί όπου το κόκκι-
νο και το πράσινο συνυπάρχουν. Βλέπει αµέσως κανείς ότι, ειδικά στις γκρίζες περιοχές, δεν
είναι καθόλου απλό το να µετρήσει κανείς το δ, διότι κι αν ακόµα καταφέρουµε να µετρή-
σουµε το P(νe→ντ) δε θα είµαστε σε θέση να διακρίνουµε εάν η µετρούµενη τιµή είναι απο-
τέλεσµα ενός συγκεκριµένου δ ή ενός συγκεκριµένου θ13, αφού για κανένα από τα δύο δεν
είµαστε σίγουροι. Η σύγχυση είναι πολύ µεγαλύτερη αν λάβουµε υπόψη και τις αβεβαιότητες
των θ12, θ23 και των ∆m2

ij. Αυτή ακριβώς η δυσκολία συνοψίζεται στη βιβλιογραφία µε τον
όρο εκφυλισµός των παραµέτρων (parameter degeneracy).

Εικόνα 1.11: κόκκινο χρώµα: όλη η γκάµα των πιθανοτήτων P(νe→ντ) που µπορεί να µετρηθούν για
δ=0 και µε πράσινο η ίδια γκάµα αν δ=90º. Στις γκάµες αυτή έχει ληφθεί υπόψη µόνο η αβεβαιότητα
του θ13 που µπορεί να παίρνει τιµές από 0 µέχρι 11.5º. Οι γκρι περιοχές είναι εκεί όπου το κόκκινο και

το πράσινο συνυπάρχουν.

Το να µετρήσουµε σε ένα πείραµα την P(να→να΄) είναι κάτι το αρκετά δυσκολότερο από
το να µετρήσουµε την P(να→να). Για αυτό, ας εξετάσουµε και το πώς επηρεάζει το δ τις τρεις
πιθανότητες επιβίωσης.

Η P(νe→νe) είναι εντελώς ανεξάρτητη από το δ, όπως φαίνεται και από τη σχέση (1.58).
Όµως, οι πιθανότητες P(νµ→νµ) και P(ντ→ντ) είναι εξαρτώµενες από το δ. Στις εικόνες 1.12
και 1.13 φαίνονται οι διαφοροποιήσεις που θα είχαµε για δ=0 και δ=π. Παρατηρούµε κάτι
που διαφαίνεται και από τις σχέσεις (1.59) και (1.59):

[ ]P( ; 0) P( ; ) P( ; 0) P( ; )µ µ µ µ τ τ τ τ ν → ν δ = − ν → ν δ = π = − ν → ν δ = − ν → ν δ = π 
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Οι παρατήρηση που µπορεί να γίνει είναι ότι για p>1GeV, όπου το πείραµα MINOS θα
διαθέτει ικανοποιητική διακριτική ικανότητα, η διαφορά είναι το πολύ µέχρι 3% περίπου.
Άρα, αν δ=π και θ13=11.5º , θα έπρεπε να µπορούµε να µετρήσουµε την πιθανότητα επιβίω-
σης του νµ µε απόλυτο σφάλµα µικρότερο του 3% για να διαπιστώσουµε την CP-ασυµµετρία.
Αν λάβουµε υπόψη και τις αβεβαιότητες που υπάρχουν στα στοιχεία του πίνακα µίξης, κατα-
λαβαίνουµε ότι κάτι τέτοιο θα µπορούσε να επιτευχθεί µόνο σε πειράµατα του µέλλοντος,
αλλά όχι του πολύ µακρινού.

Εικόνα 1.12: ∆ιαφοροποίηση της πιθανότητας επιβίωσης του νµ σε απόσταση L=735Km, για δ=0 και
δ=180º.

Εικόνα 1.13: ∆ιαφοροποίηση της πιθανότητας επιβίωσης του ντ σε απόσταση L=735Km, για δ=0 και
δ=180º.

Ένας πολύ διαδεδοµένος τρόπος απεικόνισης των φαινοµένων παραβίασης της CP είναι η
απεικόνιση τροχιών µε παράµετρο το δ, στο επίπεδο P-PCP. Τέτοια διαγράµµατα ονοµάζονται
bi-probability διαγράµµατα.

Ας δούµε για παράδειγµα την πιθανότητα ταλάντωσης P(νµ→νe), που, όπως αποδείξαµε,
υπό το µετασχηµατισµό CP είναι ίση µε την P(νe→νµ). Αυτή η πιθανότητα είναι η περισσότε-
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ρο πρόσφορη στο να παρατηρηθεί πειραµατικά. Θεωρήσουµε συγκεκριµένη ενέργεια νετρί-
νων και καθορισµένη απόσταση L. Η µόνη παράµετρος που παραµένει µεταβλητή στις σχέ-
σεις (1.53) και (1.52) είναι η γωνία δ. Με κατάλληλη οµαδοποίηση των όρων που περιέχουν
αυτές οι σχέσεις είναι δυνατό να τις φέρουµε στην εξής µορφή, που αναδεικνύει τη σηµασία
της παραµέτρου δ:

P(νµ→νe) = Α·cosδ + Β·sinδ + C (1.63)
P(νe→νµ) = Α·cosδ - Β·sinδ + C (1.64)

όπου:
( )[ ]

[ ]

2 3
12 23 13 12 23 13

2
13 23 12 23 13

A 4c c c s s s 1 cos(21)

2c c s s s 1 cos(32) cos(21) cos(31)

= − −

+ ⋅ + − −
(1.65)

[ ]2
13 12 23 12 23 13B 2c c c s s s sin(32) sin(21) sin(31)= − + − (1.66)

και

( )( )[ ]
( ) [ ]

[ ]

2 2 2 2 2 2 2
12 23 12 23 13 12 13

2 2 2
23 13 13

2 2 2 2
13 12 23 13

C 2 c c s s s s c 1 cos(21)

2 s c s 1 cos(31)

2c s s s 1 cos(32) cos(21) cos(31)

= + −

+ −

− ⋅ + − −

(1.67)

Στην εικόνα 1.14 φαίνεται η γεωµετρική σηµασία που έχουν τα Α, Β και C σε ένα bi-
probability διάγραµµα. Είναι εύκολο χρησιµοποιώντας αναλυτική  γεωµετρία να αποδείξουµε
ότι ο ηµιάξονας που κείται επί της διαγωνίου PCP=P έχει µήκος α= A 2  και ο ηµιάξονας

που κείται στην κάθετο της διαγωνίου έχει µήκος β= B 2 . Εποµένως, το εµβαδόν της ελ-
λείψεως είναι ε=π·α·β = 2π|ΑΒ|. Αν το εµβαδόν είναι ίσο µε µηδέν (ή πάρα πολύ µικρό), τότε
η έλλειψη εκφυλίζεται σε ευθεία, είτε κάθετη στη διαγώνιο PCP=P είτε παράλληλη, ανάλογα
µε το αν µηδενίζεται το Α ή το Β αντίστοιχα. Σε αυτήν την περίπτωση, ακόµα κι αν η µέτρη-
ση είναι τέλεια και δίνει ένα σηµείο στο bi-probability γράφηµα, θα υπάρχουν δύο δ που θε-
ωρητικά θα έδιδαν το σηµείο αυτό. Άρα, καλό είναι να ερευνήσουµε περιοχές όπου η έλλειψη
δεν εκφυλίζεται σε ευθεία.

Επιπλέον, επειδή τα πειράµατα πάντα δίδουν αποτελέσµατα µε σφάλµατα, θα ήταν καλό
να ερευνηθεί µια περιοχή όπου η έλλειψη να είναι έχει όσο το δυνατόν µεγαλύτερους ηµιάξο-
νες, ώστε να µην απαιτείται ακατόρθωτη διακριτική ικανότητα για να διακρίνουµε ποιο ση-
µείο της έλλειψης είναι αυτό που καταδεικνύει το πείραµα.

Εικόνα 1.14: Η γεωµετρική σηµασία των όρων Α, Β και C.
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Αν θέσουµε σταθερή την απόσταση, ίση µε L=735Km, µπορούµε να σχεδιάσουµε τα Α,
Β, και C συναρτήσει της ενέργειας των νετρίνων. Αυτές οι καµπύλες φαίνονται στις εικόνες
1.15(α,β,γ).

Εικόνα 1.15α: Ο συντελεστής Α για P(νµ → νe), σε απόσταση L=735Km.

Εικόνα 1.15β: Ο συντελεστής Β για P(νµ → νe), σε απόσταση L=735Km.
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Εικόνα 1.15γ: Ο συντελεστής C για P(νµ → νe), σε απόσταση L=735Km.

Στην εικόνα 1.16(α) απεικονίζεται το εµβαδόν της έλλειψης ως συνάρτηση της ενέργειας
των ηλεκτρονίων, για απόσταση πάντα L=735Km και για το συγκεκριµένο bi-probability διά-
γραµµα. Όπως είπαµε, στα σηµεία όπου το εµβαδόν γίνεται µηδέν, έχουµε εκφυλισµό της
έλλειψης σε ευθεία. Στην εικόνα 1.16(β) φαίνεται το άθροισµα |Α|+|Β|, που εκφράζει το πόσο
µεγάλη είναι η έλλειψη. Παρατηρούµε ότι µπορεί να έχουµε µη γραµµική έλλειψη, αλλά πο-
λύ µικρό µέγεθος, οπότε αυτή είναι µια κατάσταση δυσάρεστη. Από την άλλη, µπορεί να έ-
χουµε µεγάλη έλλειψη, αλλά να είναι (σχεδόν) γραµµική, οπότε θα έχουµε το πρόβληµα που
περιγράψαµε παραπάνω στον προσδιορισµό του δ. Ορίζουµε λοιπόν έναν όρο που ας τον ο-
νοµάσουµε Κ καταλληλότητα της έλλειψης και ισούται µε το γινόµενο:

Κ=2π|Α·Β|·(|Α|+|Β|) (1.68)
Όταν ο όρος Κ µηδενίζεται, τότε είτε έχουµε πολύ µικρή έλλειψη είτε έχουµε εκφυλισµό της
έλλειψης σε ευθεία. Όσο µεγαλύτερο είναι το Κ, τόσο καταλληλότερη είναι η συνθήκη για να
παρατηρήσουµε ποιο σηµείο της έλλειψης ισχύει πειραµατικά. Στην εικόνα 1.16(γ) έχουµε
σχεδιάσει τον όρο Κ.

Εικόνα 1.16α: Το εµβαδόν της έλλειψης του bi-probability διαγράµµατος {P(νµ→νe), P(νe→νµ)}, σε
απόσταση L=735Km.
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Εικόνα 1.16β: Το µέγεθος |Α|+|Β| της έλλειψης του bi-probability διαγράµµατος {P(νµ→νe),
P(νe→νµ)}, σε απόσταση L=735Km.

Εικόνα 1.16γ: Ο όρος καταλληλότητας της έλλειψης του bi-probability διαγράµµατος {P(νµ→νe),
P(νe→νµ)}, σε απόσταση L=735Km.

∆ιαπιστώνουµε ότι οι περισσότερο ενδεδειγµένες περιοχές για να µετρήσουµε το δ µέσω
ενός bi-probability γραφήµατος είναι για p<1GeV, όπου χάνεται η διακριτική ικανότητα. Η
πιο κατάλληλη ενέργεια στην περιοχή p>1GeV είναι η p=1.7GeV. Στην εικόνα 1.17 βλέπου-
µε την έλλειψη στο bi-probability γράφηµα που παίρνουµε για αυτήν την ενέργεια, σε
L=735Km. Στο ίδιο γράφηµα χαράζουµε τις ελλείψεις που παίρνουµε για p=1.4GeV και για
p=1.2GeV. Είναι φανερό, συγκρίνοντας και µε την εικόνα 1.16(β) ότι η ποσότητα Κ πρέπει
να λαµβάνεται σοβαρά υπόψη.
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Εικόνα 1.17: Τρεις ελλείψεις, που η σύγκρισή τους δείχνει τη σηµασία του όρου καταλληλότητας,
όπως ορίζεται στη σχέση (1.68). Η πλέον ενδεδειγµένη ενέργεια, για το συγκεκριµένο bi-probability

διάγραµµα, που να είναι µεγαλύτερη του 1GeV είναι η ενέργεια p=1.7GeV.

Μέχρι στιγµής επικεντρώσαµε το ενδιαφέρον µας σε απόσταση L=735Km, επειδή αυτή η
απόσταση χωρίζει τον µακρινό ανιχνευτή του πειράµατος MINOS από τον κοντινό. Για αυ-
τήν τη συγκεκριµένη απόσταση αποφανθήκαµε ποια είναι η ενέργεια p που θα προσέφερε τη
µεγαλύτερη διευκόλυνση στην παρατήρηση του δ. Θα µπορούσε κανείς να αναρωτηθεί πώς
θα άλλαζε η δυνατότητα παρατήρησης του δ, σαν συνάρτηση της απόστασης L.

Η απάντηση βρίσκεται εύκολα αν κοιτάξει κανείς προσεκτικά τις σχέσεις (1.65) έως
(1.67). Παρατηρούµε ότι η µόνη εξάρτηση από το L βρίσκεται στους όρους (ij) (βλ. σχέση
(1.51)). Σε όλους αυτούς τους όρους, πάντα έχουµε το λόγο L/p, οπότε, το Α, Β, C και εποµέ-
νως και το Κ, παραµένουν αµετάβλητα για σταθερό L/p. Για παράδειγµα, στην εικόνα 1.16γ
βλέπουµε το τοπικό µέγιστο που εµφανίζει το Κ στην ορµή p≈0.5GeV, για L=735Km. Θα
θέλαµε φυσικά να είχαµε δυνατότητα να παρατηρήσουµε τόσο µικρές ενέργειες µε µεγάλη
διακριτική ικανότητα, αλλά αυτό για το ΜΙΝΟS δεν είναι εφικτό. Θα µπορούσαµε όµως να
είχαµε το ίδιο Κ σε µία µεγαλύτερη ορµή, αν τοποθετούσαµε τον µακρινό ανιχνευτή πιο µα-
κριά. Συγκεκριµένα, αν είχαµε το L=2·735Km=1470Km, τότε θα είχαµε το ίδιο Κ σε ενέρ-
γεια p=2·0.5GeV=1.0GeV.

Μια τελευταία λεπτοµέρεια που θα ήταν καλό να αναφέρουµε είναι το τι συµβαίνει στην
περίπτωση του bi-probability διαγράµµατος P(νµ→ντ) προς P(ντ→νµ). Για τους περισσότε-
ρους αυτή είναι µια περίπτωση άνευ ενδιαφέροντος, διότι δεν πρόκειται στα πειράµατα του
ορατού µέλλοντος να είµαστε σε θέση να µετρήσουµε αυτές τις πιθανότητες, καθώς κάτι τέ-
τοιο θα απαιτούσε να διαθέτουµε δέσµη νετρίνων ντ. Παρ’ όλα αυτά αξίζει, χάριν της διαφο-
ρετικότητάς της, να περιγράψουµε την εν λόγω περίπτωση.
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Από τις σχέσεις (1.52) ως (1.57) βλέπουµε ότι, σε αντίθεση µε τις Ρ(νµ→νe), Ρ(νe→νµ),
Ρ(ντ→νe), και Ρ(νe→ντ), οι πιθανότητες Ρ(νµ→ντ) και Ρ(ντ→νµ) δε µπορούν να παραγοντο-
ποιηθούν σε µια µορφή όπως οι σχέσεις (1.63) και (1.64). Εποµένως, το bi-probability γρά-
φηµά τους δε σχηµατίζει έλλειψη. Η µορφή που µπορούν να πάρουν ώστε να φαίνεται ως
παράµετρος το δ είναι:

Ρ(νµ→ντ) = Α·cosδ + Β·sinδ + Γ·cos2δ +C (1.69)
Ρ(ντ→νµ) = Α·cosδ - Β·sinδ + Γ·cos2δ +C (1.70)

Από τη στιγµή που η όλη περίπτωση είναι πέραν παντός πειραµατικού ενδιαφέροντος, δε
θα µελετήσουµε τους συντελεστές αναλυτικά όπως κάναµε στην προηγούµενη περίπτωση.
Θα περιοριστούµε στο να παρουσιάσουµε τη µορφή του bi-probability γραφήµατος. Για τις
περισσότερες τιµές του L και της ενέργειας (p ή Ε) η µεταβολή του δ σχηµατίζει µια ευθεία,
όπως αυτή που φαίνεται στο σχήµα 18α. Μόνο σε ορισµένες τιµές έχουµε καµπύλες που δεν
είναι ευθείες, όπως στο σχήµα 18β.

Στη γενική περίπτωση, η µορφή που έχει η σχηµατιζόµενη καµπύλη φαίνεται στο σχήµα
19. Το γεγονός ότι στις εικόνες 1.18α και 1.18β βλέπουµε κλειστές καµπύλες εκφυλισµένες
σε γραµµές, οφείλεται στη σχέση που έχουν οι συντελεστές Α, Β και Γ.

Εικόνα 1.18: (α): Bi-probability διάγραµµα για Ρ(νµ→ντ) και Ρ(ντ→νµ), σε L=735Km και p=0.4GeV.
(β): Το αυτό για ενέργεια p=1.0GeV.
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Εικόνα 1.19: Η γεωµετρική σηµασία των Α, Β, Γ, C της σχέσεως (1.69).
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Μέτρηση του ταλαντωµένου ενεργειακού φάσµατος
Ήδη έχουµε αναφέρει πολλές φορές ότι στο πείραµα MINOS είναι ανώφελο να αναζη-

τούµε φαινόµενα ταλάντωσης νετρίνων σε ενέργειες µικρότερες του ~1GeV, διότι σε αυτές
τις µικρές ενέργειες η διακριτική ικανότητα του ανιχνευτή δεν επιτρέπει ακριβή εντοπισµό
της ενέργειας. Στην παράγραφο αυτή θα υπολογίσουµε θεωρητικά το ενεργειακό φάσµα των
νετρίνων στο µακρινό ανιχνευτή, θεωρώντας γνωστό το αρχικό ενεργειακό τους φάσµα. Κα-
τόπιν, θα δείξουµε τη συσχέτιση αυτού του θεωρητικού φάσµατος µε αυτό που θα µπορούσε
να µετρηθεί πειραµατικά. Θα δούµε ότι υπάρχει απόκλιση λόγω της πεπερασµένης διακριτι-
κής ικανότητας του ανιχνευτή.

Θα θεωρήσουµε το συγκεκριµένο παράδειγµα του πειράµατος MINOS, όπου στο Fermi-
lab παράγονται νµ µε ενεργειακό φάσµα f(E) που έχει µέγιστο στα 2 µε 3GeV περίπου. Θεω-
ρούµε ότι το φάσµα αυτό είναι µιας µορφής όπως η κατανοµή Boltzmann των ταχυτήτων ε-
νός αερίου σε θερµοδυναµική ισορροπία (εικόνα 1.20). Βέβαια, δεν υπάρχει κανένας φυσικός
λόγος να θεωρήσουµε κάτι τέτοιο, απλώς αυτή η κατανοµή µας είναι γνωστή και µοιάζει µε
το ενεργειακό φάσµα που πραγµατικά έχουµε. Το πραγµατικό φάσµα φθίνει πιο αργά οπότε
διαθέτουµε και νµ ενέργειας ~10GeV, αλλά αυτό δεν έχει και τόση σηµασία στην εφαρµογή
που πρόκειται να επιδείξουµε στη συνέχεια.

2E
2 61 2f (E) E e

3 3
−

=
π

(1.71)

Εικόνα 1.20: Το ενεργειακό φάσµα f(E) τύπου Boltzman των νµ που θεωρούµε ότι µοιάζει αρκετά µε
αυτό που παράγεται στο Fermilab. Το παραπάνω φάσµα είναι κανονικοποιηµένο ούτως ώστε το ολο-

κλήρωµα να ισούται µε 1.

Στο µακρινό ανιχνευτή, σε απόσταση L=735Km, το φάσµα αυτό θα έχει αλλοιωθεί, διότι
ορισµένα από τα νµ θα έχουν ταλαντωθεί σε νετρίνα άλλης γεύσης, οπότε δε θα ανήκουν πλέ-
ον σε αυτό το φάσµα. Για ορισµένες ενέργειες νετρίνων µια τέτοια εξαφάνιση θα είναι εντε-
λώς απίθανη, ενώ για άλλες θα είναι πολύ πιθανή.

Αρχικά, µεταξύ Ε και Ε+dE βρίσκονται f(E)·dE Ν νετρίνα, όπου Ν είναι ο συνολικός α-
ριθµός νετρίνων, λόγω του ότι η f(E) είναι κανονικοποιηµένη στη µονάδα. Η πιθανότητα να
επιβιώσει ένα νετρίνο από αυτά είναι P(νµ→νµ;Ε,L). Εποµένως, στο µακρινό ανιχνευτή, στο
ίδιο εύρος ενεργειών θα βρίσκονται P(νµ→νµ;Ε,L)·f(E)·dE Ν νετρίνα, οπότε το νέο φάσµα θα
είναι το P(νµ→νµ;Ε,L)·f(E), το οποίο φυσικά θα έχει ολοκλήρωµα µικρότερο από τη µονάδα,
υποδηλώνοντας το γεγονός της εξαφάνισης ορισµένων νµ.

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.71) πολλαπλασιασµένη µε την (1.59), καταλήγουµε στο
ταλαντωµένο φάσµα που φαίνεται στην εικόνα 1.21, σε σύγκριση µάλιστα µε το αρχικό φά-
σµα f(E). Κάνοντας, µε αριθµητικό τρόπο, το ολοκλήρωµα του ταλαντωµένου φάσµατος το
βρίσκουµε ίσο µε 0.27, που σηµαίνει ότι 73% των αρχικών νµ αναµένεται να αλλάξουν γεύ-
ση.

Στο φάσµα της εικόνας 1.21 φαίνεται να καθορίζεται πολύ καλά θεωρητικά, αλλά δεν
πρέπει να ξεχνάµε ότι για τον υπολογισµό του θέσαµε ορισµένες τιµές στις παραµέτρους του
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πίνακα PMNS, οι οποίες συ-
νοδεύονται από περιοχές
εµπιστοσύνης (βλ. σχέση
(1.62)). ∆ιερευνήσαµε το
πόσο εξαρτάται το ταλαντω-
µένο φάσµα από αυτές τις
αβεβαιότητες των παρα-
µέτρων. Στην εικόνα 1.22(α)
έχουµε σχεδιάσει το ταλα-
ντωµένο φάσµα για όλο το
εύρος των πειραµατικά επι-
τρεπτών τιµών του θ13. Βλέ-
πουµε ότι η διαφοροποίηση
µεταξύ θ13=0º και θ13=11.5º
είναι αµελητέα και δεν επη-
ρεάζει τη θέση των κορυφών
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ικόνα 21: Αρχικό και ταλαντωµένο ενεργειακό φάσµα νµ. Το
% των νετρίνων προβλέπεται να αλλάξουν γεύση. Έχουµε θεω

ρήσει δ=0.
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του φάσµατος, παρά µόνο το
ος τους. Παρόµοια είναι η εικόνα και για τη γκάµα των τιµών της παραµέτρου θ13. Η πα-
µετρος που επηρεάζει σηµαντικά το φάσµα είναι η θ23, όπως είναι αναµενόµενο από τη
ιγµή που µελετάµε τις ταλαντώσεις των νµ που κυρίως γίνονται ντ. Στην εικόνα 1.22(β)
έπει κανείς το πόσο αλλάζει το ταλαντωµένο φάσµα για τις διάφορες τιµές του θ23. Και
λι, οι θέσεις των ακροτάτων του φάσµατος δεν αλλάζουν, παρά µόνο τα βάθη και τα ύψη
υς. Αυτό είναι λογικό, αν σκεφτεί κανείς ότι στην (1.59) οι γωνίες θ12, θ23 και θ13 δεν είναι
ντελεστές κάποιας ποσότητας που να σχετίζεται µε την ενέργεια, όπως για παράδειγµα εί-
ι οι διαφορές µαζών ∆m2

ij.
Σύµφωνα µε όσα ανα-
ραµε, αναµένουµε η δια-
ροποίηση του ταλαντω-
νου φάσµατος λόγω της
εβαιότητας στις διαφορές
ζών να είναι σηµαντική.
ράγµατι, όπως φαίνεται
ην εικόνα  1.23, το ταλα-
ωµένο φάσµα αλλάζει
αµατικά συναρτήσει της

2
32. Η θέση του δεξιότε-

υ τοπικού ελαχίστου µε-
βάλλεται έντονα, όπως
ριµένουµε άλλωστε σύµ-
να µε τη σχέση (1.38). Η
ταβολή λόγω της αβε-
ιότητας της διαφοράς

2
21 επηρεάζει αµελητέα

 ταλαντωµένο φάσµα, σε
τίθεση µε την ∆m2

32. Ο
γος είναι ότι στην από-
αση των 735Km, ο παρά-
ντας που παίζει ρόλο στις
λαντώσεις είναι κυρίως ο

2
32·L/2p. Ο παράγων

2
21·L/2p είναι δύο τάξεις

γέθους µικρότερος, οπότε
ορούµε άνετα να πούµε
ι βρισκόµαστε στην περί-

Εικόνα 22(α): Το ταλαντωµένο φάσµα για θ13∈[0,11.5º]. Η ε-
ξάρτιση είναι αµελητέα και παρόµοια είναι και για το θ12 και για
το δ. (β): Η εξάρτηση από τη γωνία θ23 είναι πιο σηµαντική, αλ-
λά δεν επηρεάζεται τη θέση του δεξιότερου τοπικού ελαχίστου.
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πτωση όπου η προσέγγιση (1.45) είναι ικανοποιητική.

Ένα πολύ βασικό συµπέρασµα βγαίνει αβίαστα από τις εικόνες 1.22β και 1.23 και τα ό-
σα σχόλια κάναµε: Αν στο πείραµα MINOS γίνει δυνατή η µέτρηση του ταλαντωµένου φά-
σµατος, πρόκειται να προσδιοριστούν (µε ορισµένα σφάλµατα φυσικά) οι παράµετροι θ23 και
∆m2

32.

Εικόνα 1.23: Η εξάρτιση του ταλαντωµένου φάσµατος από τη διαφορά µαζών ∆m2
32.

Φυσικά, δε θα είναι ποτέ δυνατόν να µετρήσουµε στο µακρινό ανιχνευτή ένα φάσµα που
να µοιάζει ακριβώς µε την εικόνα 1.23, λόγω πεπερασµένης διακριτικής ικανότητας. Όπως θα
δούµε στο κεφάλαιο όπου θα ασχοληθούµε µε τις πειραµατικές µεθόδους, η παρατήρηση των
νετρίνων δε γίνεται άµεσα, αλλά έµµεσα, παρατηρώντας ορισµένα παράγωγα της αλληλεπί-
δρασής τους µε την ύλη στον ανιχνευτή. Από την ενέργεια των παραγώγων συµπεραίνουµε
την ενέργεια του νετρίνου που τα προκάλεσε. Η ενέργεια των παραγώγων µετριέται µε ένα
σφάλµα, οπότε και η ενέργεια του νετρίνου προσδιορίζεται µε σφάλµα. Έτσι, δεν είναι δυνα-
τόν να γνωρίζουµε ακριβώς τη θέση ενός νετρίνου που επιβιώνει στον άξονα των ενεργειών,
παρά µόνο µια κατανοµή πιθανότητας να έχει µια ενέργεια. Ας εξετάσουµε το πρόβληµα πε-
ρισσότερο ποσοτικά:

Αν σε ένα καλορίµετρο προσπέσει ένα σωµάτιο ενέργειας p, αυτό κατά κανόνα θα µε-
τρήσει ενέργεια περίπου ίση µε p. Η κατανοµή πιθανότητας του αποτελέσµατος είναι µια
gaussian µε κέντρο το p και τυπική απόκλιση σ που εξαρτάται από το p και τις προδιαγραφές
του οργάνου. Συνήθως η έκφραση του σ είναι:

p p
σ β
= α + ⇒ p pσ = α +β (1.72)

Ας θεωρήσουµε ότι κατά τον έµµεσο προσδιορισµό της ενέργειας του νετρίνου, η απά-
ντηση ακολουθεί µια παρόµοια γκαουσιανή. Άρα, αν συµβολίσουµε µε p την πραγµατική
ορµή του νετρίνου και µε Ε την ορµή που προκύπτει από τη µέτρηση, η κατανοµή του Ε εί-
ναι:

( )
( )

( )
2

p 2

E p1g (E) exp
p p 2 2 p p

 
− = − α +β π  α +β 

(1.73)

Ένα σωµάτιο το οποίο έχει µετρούµενη ενέργεια Ε, µπορεί στην πραγµατικότητα να είχε
οποιαδήποτε ενέργεια p. Η πιθανότητα ταλάντωσής του εξαρτάται από την πραγµατική p και
όχι από τη µετρούµενη Ε. Στην (1.73) γράψαµε την κατανοµή πιθανότητας της Ε µε δεδοµένη
την πραγµατική p, αλλά τώρα ενδιαφερόµαστε για την αντίστροφη κατανοµή, δηλαδή την
κατανοµή πιθανότητας της p µε δεδοµένη τη µετρούµενη Ε, ας την ονοµάσουµε hE(p).
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Ο λόγος που θέλουµε την hE(p) είναι ο εξής: Αν έχουµε ένα νετρίνο να µετρούµενης ενέρ-
γειας Ε, η πιθανότητα να επιβιώσει προκύπτει από µια πράξη που λέγεται convolution και
είναι η εξής:

( )E pP(E) h (p)P dp
+∞ α→α

−∞
= ∫ (1.74)

Για να προσδιορίσουµε την hE(p) θα εργασθούµε µε έναν γενικό τρόπο, ο οποίος οδηγεί
σε ένα συµπέρασµα που δεν ισχύει µόνο για τη γκαουσιανή, αλλά για οποιαδήποτε κατανοµή
πιθανότητας. Το αποτέλεσµα που θα προκύψει θα είναι εξαιρετικά απλό και θα µπορούσε
ίσως κανείς να το µαντέψει χωρίς να µπει στη διαδικασία να το αποδείξει.

Για απλότητα, θα θεωρήσουµε στην αρχή µια οµοιόµορφη κατανοµή πιθανότητας:
[ ]
[ ]

p
p

H ,E p (p), p (p) 1g (E) ,H
0 ,E p (p), p (p) 2 (p)

 ∈ −σ +σ= = ∉ −σ +σ σ
(1.75)

Η σηµασία των p και Ε παραµένει αυτή που έχουµε ήδη περιγράψει, απλώς αντί για τη
γκαουσιανή κατανοµή θεωρήσαµε µια µε σαφή όρια και απλή µορφή, που όπως και στην πε-
ρίπτωση που µελετούµε έχει ένα άνοιγµα σ που εξαρτάται από το p, ακριβώς όπως δηλώνει
και η σχέση (1.72). Η (1.75) απεικονίζεται στην εικόνα 1.24α.

Έστω λοιπόν ότι µετρούµε πειραµατικά µια συγκεκριµένη ενέργεια Ε. Ποια είναι η hE(p),
η κατανοµή πιθανότητας της πραγµατικής ενέργειας p; Αυτή φαίνεται στην εικόνα 1.24β. Η
µορφή της είναι µη τετραγωνική, βάση του ακόλουθου συλλογισµού: Για µια δεδοµένη p,
κάθε Ε εντός ορισµένων ορίων είναι εξίσου πιθανή, σύµφωνα µε τη σχέση (1.75). Η µετρού-
µενη Ε προέρχεται από κάποια κατανοµή gp(E), όπου όµως δε γνωρίζουµε το p, οπότε δεν
ξέρουµε ποια ακριβώς είναι. Όλες οι gp(E) που είναι µη µηδενικές στην τιµή της µετρούµενης
Ε είναι υποψήφιες. Όµως, µεταξύ των υποψηφίων gp(E), δεν είναι όλες εξίσου πιθανές, διότι
το σ(p) είναι µεταβλητό, άρα και το Η. Αν θεωρήσουµε ότι αυξανοµένου του p αυξάνεται και
το σ(p), τότε όσο µικρότερο p έχει µια υποψήφια κατανοµή τόσο πιο ψηλή είναι, οπότε δίνει
µεγαλύτερη πιθανότητα να έχει µετρηθεί µέσω αυτής η ενέργεια Ε. Γι’ αυτό τα p που βρίσκο-
νται αριστερά του Ε έχουν σχεδιαστεί να είναι περισσότερο πιθανά.

Τα pmin και pmax καθορίζονται από τις ακόλουθες εξισώσεις:
( )
( )

min min

max max

p p E

p p E

+σ =

−σ =
(1.76)

             Εικόνα 1.24 (α): Η οµοιόµορφη gp(E). (β): Η µη οµοιόµορφη και ασύµµετρη hE(p). Έχει θε-
ωρηθεί ότι αυξανοµένου του p αυξάνεται το σ(p).

Από αυτήν την απλή gp(E) αρχίζουµε να καταλαβαίνουµε ότι η hE(p) θα είναι ανάλογη
του Η(p), δηλαδή του gp(E) στο συγκεκριµένο παράδειγµα. Βέβαια, επειδή αλλάζει και το
σχήµα και τα άκρα της κατανοµής, πρέπει να πολλαπλασιαστεί συνολικά µε έναν αριθµητικό
συντελεστή ώστε να είναι κανονικοποιηµένη. Ας δούµε ένα λίγο διαφορετικό παράδειγµα, το
οποίο ξεκαθαρίζει τα πράγµατα περισσότερο. Έστω:
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[ ]
[ ]
[ ]

p

1 ,E p (p), p 0.6 (p)
g (E) H 1.2 ,E p 0.6 (p), p (p)

0 ,E p (p), p (p)

 ∈ −σ + σ
= ∈ + σ +σ
 ∉ −σ +σ

(1.77)

Η gp(E) και η αντίστοιχη hE(p) φαίνονται στην εικόνα 1.25. Όσα ειπώθηκαν για το σχήµα
24 ισχύουν και στο 25, αλλά το επιπλέον σχόλιο που πρέπει να γίνει αφορά στη διαταραχή
που φροντίσαµε να προσδώσουµε στην gp(E).

 Εικόνα 1.25 (α): Η διαταραγµένη gp(E). (β): Η µη οµοιόµορφη και ασύµµετρη hE(p) που φέρει το
σηµάδι της διαταραχής της gp(E). Έχει θεωρηθεί ότι αυξανοµένου του p αυξάνεται το σ(p).

Τοποθετήσαµε µια τοπική ενίσχυση της gp(E) στο δεξιό της άκρο. Έτσι, γίνεται περισσό-
τερο πιθανό το µετρούµενο Ε να µαρτυρεί ένα p µικρότερο από το Ε. Έτσι εξηγείται η αύξη-
ση της hE(p) στην περιοχή p∈[pmin, p ]. Βεβαίως, εντός αυτής της περιοχής η hE(p) εξακο-
λουθεί να έχει κλίση λόγω της υποτιθέµενης αύξησης του σ(p) µε το p, που έχει ως συνέπεια
να χαµηλώνουν οι τιµές των υποψηφίων κατανοµών gp(E) στο σηµείο της µετρούµενης Ε. Το
p  δίδεται από τη λύση της εξίσωσης:

(p)p E= (1.78)

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα που εκφράζεται στη σχέση (1.77), η (1.78) γράφεται:

( )( )p
p 0.8 E+ σ = (1.79)

Ουσιαστικά, αν ξεχάσουµε ότι το p  είναι η αρχή του σκαλοπατιού της gp(E) και σκε-
φτούµε ότι µπορεί να είναι οποιοδήποτε συγκεκριµένο σηµείο του άξονα των ενεργειών στο
σχήµα 25α, η σχέση (1.78) εκφράζει το πώς αντιστοιχούµε σε κάθε p  το κατάλληλο p  µε
δεδοµένη παρατηρούµενη Ε. Καταλήγουµε, εποµένως, στη σχέση:

( ) ( )E (E) ph p A g E= (1.80)

όπου ( ) ( )pE 0
A 1 g E dp

+∞
= ∫ (1.81)

Το Α είναι τέτοιο ώστε η κατανοµή hE(p) να είναι κανονικοποιηµένη. Παρατηρούµε ότι
εάν η τυπική απόκλιση σ της γκαουσιανής gp(E) δεν εξαρτιόταν από το p αλλά ήταν σταθερή,
τότε θα είχαµε Α(Ε)=1 ∀Ε, οπότε θα είχαµε ( ) ( )E ph p g E= = gE(p). Εποµένως, για το συ-
γκεκριµένο πρόβληµα που µελετούµε, δηλαδή για τη γκαουσιανή gp(E), η hE(p) διαφέρει από
την gE(p) επειδή στο σ της γκαουσιανής υπεισέρχεται η p. Για τον ίδιο λόγο, η hE(p) είναι
ασύµµετρη, σε αντίθεση µε την gp(E).

Στην εικόνα 1.26(α,β,γ) βλέπουµε την gp(E) και την προκύπτουσα hE(p), θεωρώντας τη
σχέση (1.77) και µε σ(p) = 0.2·p. Βεβαίως γίνεται χρήση του αποτελέσµατος (1.80) και η
συµφωνία µε την εικόνα 1.25 αποτελεί επιβεβαίωση των θεωρητικών µας συλλογισµών. Α-



Κεφάλαιο 1ο                                                                                                                     Θεωρία

σελ - 44 -

ντίστοιχα παραδείγµατα για την γκαουσιανή κατανοµή (1.73) , που πραγµατικά µας ενδιαφέ-
ρει, φαίνονται στην εικόνα 1.27, και πάλι µε σ(p) = 0.2p.

Εικόνα 1.26: (α): gp(E) για σ=0.2p, για p=2 και p=10. (β): Η αντίστοιχη hE(p) για µετρούµενες «ενέρ-
γειες» Ε=2 και Ε=10. (γ): Η σύγκριση των (α) και (β) που δείχνει το ασύµµετρο της hE(p), που για σ

αυξανόµενο µε το p εκτείνεται περισσότερο προς p µεγαλύτερα του E.

Λόγω της ασυµµετρίας της hE(p), η αναµενόµενη τιµή της p δεν είναι ίση µε την Ε. Για
παράδειγµα, στην κατανοµή του σχήµατος 27β µε µετρούµενη ενέργεια Ε=10GeV, βρίσκου-
µε µε αριθµητική ολοκλήρωση:

( )

( )
( )

( )

( )
( )

2

2

2

2

10 p

2 0.2p

0 10 p

2 0.2p

0

1 1p e dp 10.85
2 0.2p1 e dp

2 0.2p

−
−+∞

−
−+∞

=
  π
 
 π 
 

∫
∫

GeV (1.82)

Ας επανέλθουµε τώρα στο ζητούµενο, το οποίο είναι να υπολογίσουµε τη µορφή του τα-
λαντωµένου φάσµατος δεδοµένης της ανακρίβειας της µετρήσεως της ενέργειας των νετρί-
νων. Σύµφωνα µε όλη την παραπάνω µαθηµατική διαδικασία, καταλήγουµε στο ότι η σχέση
(1.74) πρέπει να γραφτεί:

( )
( )

p
p0

p0

g E
P(E) P dp

g (E)dp

+∞ α→α
+∞= ∫
∫

(1.83)

όπου η gp(E) δίδεται από τη σχέση (1.73) και η (p)Pα→α  είναι η υπό εξέταση πιθανότητα επιβί-

ωσης. Αν µιλάµε για νµ στον µακρινό ανιχνευτή, τότε η (p)Pα→α  είναι η (1.59) µε L=735Km.
Όµως, για να βρούµε το ταλαντωµένο φάσµα δεν αρκεί να κάνουµε convolution της Ρµ→µ(p)
µε την hE(p), διότι υπάρχει αβεβαιότητα και ως προς το p που υπεισέρχεται στο φάσµα f(p)
της σχέσεως (1.71). Αν γνωρίζαµε µε απόλυτη ακρίβεια την p, τότε η πιθανότητα που θα είχε
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ένα νµ να έχει υπάρξει και να έχει επιβιώσει θα ήταν f(p)·Ρµ→µ(p). Τώρα που υπάρχει η µε-
τρούµενη Ε, η πιθανότητα να έχει υπάρξει και να έχει επιβιώσει ένα νετρίνο µετρούµενης
ενέργειας Ε είναι:

( )
( )

p
p0

p0

g E
f (E) P f (p) dp

g (E)dp

+∞ µ→µ
+∞

′ = ∫
∫

(1.84)

Εικόνα 1.27: (α): gp(E) για σ=0.2p, για p=2 και p=10. (β): Η αντίστοιχη hE(p) για µετρούµενες «ενέρ-
γειες» Ε=2 και Ε=10. (γ): Η σύγκριση των (α) και (β) που δείχνει το ασύµµετρο της hE(p), που για σ
αυξανόµενο µε το p εκτείνεται περισσότερο προς p µεγαλύτερα του E

H δυσκολία τώρα είναι ότι o υπολογισµός της f΄(E) σε κάθε Ε περιλαµβάνει τον υπολογι-
σµό δύο ολοκληρωµάτων που δεν είναι αναλυτικά υπολογίσιµα, όπως φαίνεται στη σχέση
(1.84). Προκειµένου να ξεπεράσουµε αυτό το πρόβληµα κατασκευάσαµε ένα πρόγραµµα που
εκµεταλλεύεται τις βιβλιοθήκες του πακέτου MATHEMATICA 4.0 και υπολογίζει τα ολο-
κληρώµατα αυτά αριθµητικά. Επιστρατεύοντας ορισµένες βελτιώσεις στον αλγόριθµο για να
κάνουµε τους υπολογισµούς όσο γίνεται γρηγορότερους και ακριβέστερους, καταλήξαµε στα
φάσµατα της εικόνας 1.28.

Παρατηρούµε στην εικόνα 1.28α ότι για µικρό σ(p)/p έχουµε σχεδόν απόλυτη ταύτιση
του µετρούµενου φάσµατος µε το θεωρητικά προβλεπόµενο. Αυτό είναι λογικό εφόσον θεω-
ρούµε ότι η διακριτική ικανότητα που έχουµε στην ενέργεια των νετρίνων είναι σχεδόν τέ-
λεια, δηλαδή p ≅ E. Μόνο σε πολύ µικρές ενέργειες, Ε<0.5GeV έχουµε ανακριβή µέτρηση.

Στην εικόνα 1.28β, όπου έχουµε θεωρήσει σ(p)/p = 0.2, δηλαδή αρκετά µεγάλο, έχουµε
σηµαντική απόκλιση του πειραµατικού φάσµατος από το θεωρητικό. Μάλιστα, αλλάζει και η
ενέργεια στην οποία παρατηρούµε τοπικά ακρότατα, γεγονός που αναµένεται να δυσχεράνει
τον προσδιορισµό του ∆m2

32. Τέλος, παρατηρούµε ότι για Ε>6.5GeV το πειραµατικό φάσµα
ξεπερνά σε ύψος και το αρχικό ακόµα φάσµα που είχαµε στον κοντινό ανιχνευτή. Η τιµή
6.5GeV δεν πρέπει να λαµβάνεται κατά κυριολεξία υπ’ όψη, εφόσον το φάσµα f(p) που έ-
χουµε θεωρήσει δεν είναι ακριβώς ίδιο µε αυτό που θα έχουµε στο πείραµα. Από αυτό το υ-
πολογιστικό µοντέλο πάντως εξάγεται το συµπέρασµα ότι είναι δυνατόν, για µεγάλα σ/Ε, να
παρατηρηθεί και αυτό το ανώµαλο φαινόµενο. ∆εν πρέπει να µας παραξενεύει, εφόσον όταν
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υπεισέρχονται αβεβαιότητες στις µετρήσεις, αυτές µπορεί να φαίνεται να λαµβάνουν και ε-
ξωπραγµατικές τιµές.

Εικόνα 1.28: (α): Σύγκριση του θεωρητικού και του πειραµατικού ταλαντωµένου φάσµατος για
σ(p)=0.03p. (β): Σύγκριση του αρχικού ενεργειακού φάσµατος, του θεωρητικά υπολογισµένου ταλα-
ντωµένου και αυτού που θα παρατηρούσαµε µε σ(p)=0.2p.
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Ταλαντώσεις νετρίνων παρουσία ύλης

Όσα αναλύσαµε µέχρι εδώ αφορούσαν τις ταλαντώσεις νετρίνων εν κενώ. Όµως, στην
πράξη τα νετρίνα αλληλεπιδρούν µε
την ύλη, έστω και ασθενέστατα,
µέχρι να παρατηρηθούν από εµάς.
Για παράδειγµα, τα ηλιακά νετρίνα,
από το σηµείο δηµιουργίας τους
µέχρι να φτάσουν στη Γη,
διασχίζουν τον πελώριο Ήλιο. Όπως
θα δείξουµε αναλυτικά στη συνέχεια,
η αλληλεπίδραση αυτή έχει ως
αποτέλεσµα να µεταβάλλονται οι
πιθανότητες των διαφόρων
ταλαντώσεων, πολλές φορές
δραµατικά.

Στη συνήθη κατάσταση της ύλης
υπάρχουν πρωτόνια, νετρόνια και
Εικόνα 1.29: Σκεδάσεις νετρίνων στην ύλη
σελ - 47 -

ηλεκτρόνια. Μάλλιστα, συνήθως τα
πρωτόνια και τα νετρόνια είναι περίπου ισάρριθµα (µε εξαίρεση τα πολύ ασταθή ισότοπα και
τους πολύ ελαφρούς πυρήνες), ενώ δεδοµένης της ηλεκτρικής ουδετερότητας της ύλης
γνωρίζουµε ότι και τα ηλεκτρόνια είναι ισάρριθµα µε τα πρωτόνια. Και τα τρία flavors νετρί-
νων (νe, ντ, νµ) µπορούν να αλληλεπιδράσουν και µε τα τρία αυτά µέρη της ύλης µέσω ανταλ-
λαγής Z0 (neutral current). Μόνο το νe, όµως, έχει την τύχη να µπορεί να αλληλεπιδρά µε τη
συνήθη ύλη κατά έναν επιπλέον τρόπο: µέσω ανταλλαγής W+ µε τα ηλεκτρόνια (charge cur-
rent). Αυτή η ασυµµετρία εκφράζεται ως µια διαταραχή στη hamiltonian, όπως θα δούµε, που
έχει αντίκτυπο στις πιθανότητες ταλάντωσης.

Η hamiltonian της CC (=charge current) αλληλεπίδρασης σε χαµηλές ενέργειες νετρίνων
είναι:

( ) ( )

( ) ( )

F
CC 5 e e 5

F
5 e 5 e

GH e 1 1 e
2

G e 1 e 1
2

µ
µ

µ
µ

  = γ − γ ν ν γ − γ   

  = γ − γ ν γ − γ ν   

(1.85)

Για να εκφράσουµε την hamiltonian αυτήν ως συνάρτηση µόνο της κυµατοσυνάρτησης
νe, ολοκληρώνουµε ως προς τις παραµέτρους που αναφέρονται στο ηλεκτρόνιο. Έτσι υπολο-
γίζουµε το επιπλέον δυναµικό που συναντά το νe λόγω της CC αλληλεπίδρασής του:

eff e CC e e eelectron
H ( ) H Vν = ≡ ν ν (1.86)

Ισχύουν οι εκφράσεις:

† e e
0 e e 0 5 5 e

e

e e e e N , e e , e e , e e
E

γ = = = γ γ = γ =
pγ σσ

ν γ (1.87)

όπου Νe συµβολίζουµε τη συγκέντρωση των ηλεκτρονίων, δηλαδή το πλήθος των ηλε-
κτρονίων ανά µονάδα όγκου. Στο σύστηµα φυσικών µονάδων µπορούµε να εκφράσουµε αυ-
τήν τη συγκέντρωση σε GeV3. Εφόσον αντιστοιχεί 1m=5.07x1015GeV-1, έπεται ότι:

3 47 31GeV 1.3 10 m−= × (1.88)
Από τις (1.87), (1.86) και (1.85) προκύπτει ότι:

( )e CC F eCC
V V 2G N≡ = (1.89)

Κατ’ ανάλογο τρόπο, από τις αντίστοιχες hamiltonians, µπορεί κανείς να εξάγει το δυνα-
µικό που επάγεται από τις NC (=neutral current) αλληλεπιδράσεις. Όπως είπαµε, οι NC αλ-
ληλεπιδράσεις είναι ίδιες και για τις τρεις γεύσεις νετρίνων. Επίσης, το ότι στην ηλεκτρικά
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ουδέτερη ύλη το πλήθος των πρωτονίων είναι ίσο µε το πλήθος των ηλεκτρονίων έχει ως α-
ποτέλεσµα να αλληλεξουδετερώνονται τα αντίστοιχα VNC και να αποµένει µόνο το VNC που
προέρχεται από τις αλληλεπιδράσεις µε τα νετρόνια n. Ο υπολογισµός, λοιπόν του VNC ισοδυ-
ναµεί µε τον υπολογισµό του δυναµικού που επάγεται από την παρουσία των νετρίνων, που
υπολογίζεται ίσο µε NC F nV G N 2= − , όπου Nn η συγκέντρωση των νετρίνων στην ύλη.
Συνοψίζοντας, λοιπόν, τα δυναµικά που επάγονται λόγω της παρουσίας της ύλης έχουµε:

n n
e F e F

N NV 2G N , V V 2G
2 2µ τ

   = − = = −   
   

(1.90)

Για να υπολογίσουµε πιθανότητες ταλάντωσης χρειαζόµαστε την εξίσωση χρονικής
εξέλιξης στην οποία υπακούει ένα νετρίνο. Στην περίπτωση του κενού ήταν βολικότερο να
χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση χρονικής εξέλιξης εκπεφρασµένη στην ιδιοβάση µάζας.
Τώρα όµως, επειδή τα δυναµικά (1.90) αναφέρονται σε flavors και όχι σε µάζες, είναι απα-
ραίτητο να υπολογίσουµε την εξίσωση χρονικής εξέλιξης στην ιδιοβάση γεύσης. Αυτό, όµως,
δεν είναι καθόλου δύσκολο:

Η εξίσωση χρονικής εξέλιξης εν κενώ, στην ιδιοβάση µάζας είναι:

mm m
i H

t
∂

ν = ν
∂

(1.91)

ενώ στην ιδιοβάση γεύσης είναι:

ff f
i H

t
∂

ν = ν
∂

(1.92)

Η µίξη γεύσεων και µαζών µπορεί1 να γραφτεί:

i if m
i

Uα αν = ν∑ (1.93)

Εποµένως, κάνουµε τις πράξεις:
1 †

f m m f f
U U U−ν = ν ⇒ ν = ν = ν

(1.91)⇒ † †
mf f

i U H U
t
∂

ν = ν
∂

⇒

( )†
mf f

i UH U
t
∂

ν = ν
∂

(1.94)

Οπότε, από τις (1.94) και (1.92) συµπεραίνουµε ότι:
†

f mH UH U= (1.95)

                                                     
1 Η (1.93) φαίνεται να διαφέρει από την (1.10), όµως από την (1.6) φαίνεται ότι και οι δύο συµβά-

σεις είναι εξίσου σωστές. Η µόνη διαφορά θα είναι στο πρόσηµο της φάσης δ.
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Ταλαντώσεις δύο γεύσεων στην ύλη

Η απλούστερη περίπτωση που µπορούµε να µελετήσουµε αναλυτικά είναι όταν περιορι-
ζόµαστε σε 2 µόνο γενεές νετρίνων στην ύλη.

Γνωρίζουµε ότι για κάθε ιδιοκατάσταση µάζας, η ενέργεια δίνεται από τη σχέση (1.3) και
στην ιδιοβάση µάζας η hamiltonian είναι Ηm=diag{E1,E2}. Εποµένως, από την (1.95) έχουµε:

( )
( )

0 0 0 01 1
f

0 0 0 02 2

2 2
1 2 1 2

2 2
2 1 1 2

cos sin cos sin0 0c s c s
H

sin cos sin cos0 0s c s c

c E s E cs E E
cs E E s E c E

θ θ θ − θΕ Ε −         
= ≡         − θ θ θ θΕ Ε−         
 + − −

=   − + 

(1.96)

Λόγω της ταυτότητας 2 2cos(2 ) 1 2sin 2cos 1θ = − θ = θ−  και της (1.3) έχουµε:
2 2 2 2
1 2

0 0

f 2 22 2
1 2

0 0

m m m mp cos 2 sin 2
4E 4E 4E

H
m mm msin 2 p cos 2

4E 4E 4E

  + ∆ ∆
+ − θ θ  

  =   +∆ ∆ θ + + θ    

(1.97)

Εποµένως, για 2 γενεές, η εξίσωση χρονικής εξέλιξης είναι:
2 2 2 2

1 2
0 0

2 22 2

1 2
0 0

e e

m m m m
p cos 2 sin 2

4E 4E 4E

m mm m
sin 2 p cos 2

4E 4E 4E

i
t µ µ

+ ∆ ∆
+ − θ θ

+∆ ∆
θ + + θ

  
  ν ν   ∂   =    ν ν∂       

  

(1.98)

που δεν είναι παρά ένα σύστηµα δύο διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης.
Ως γνωστόν, για να επιλύσουµε αυτό το σύστηµα, ονοµάζουµε Χ το άνυσµα (νe , νµ) και η

(1.98) γράφεται: iX HX= . Αναζητώντας λύσεις της µορφής 0X X exp(i t)= λ  αντικαθι-
στούµε και έχουµε:

( )0 0 0X HX H I X 0−λ = ⇒ +λ = (1.99)
Για να λύσουµε αυτήν την εξίσωση και να βρούµε τους όρους λ πρέπει να λύσουµε την ε-

ξίσωση: [ ]det H 0+ λΙ = (1.100)
Έστω, τώρα ότι ο πίνακας Η µπορεί να γραφτεί στη µορφή:

Η = Η +αΙ ,   α=σταθερά (1.101)
Τότε, η (1.100) γράφεται: ( )det H 0 + λ +α Ι =  (1.102)

∆ηλαδή, οι ιδιοτιµές του Η διαφέρουν απ’ τις ιδιοτιµές του Η  µόνο κατά µια σταθερά,
την α, αν αυτή η σταθερά επαναλαµβάνεται στα στοιχεία της διαγωνίου του Η. Εποµένως, οι
λύσεις της διαφορικής iX HX=  δε διαφέρουν από τις λύσεις της iX HX=  παρά µόνο κατά
µια σταθερή διαφορά στη συχνότητα: Χ0exp(iλt) και Χ0exp(iλt+iαt).

Ο λόγος που αναφέρουµε όλα αυτά είναι ότι στον πίνακα Ηf διακρίνουµε στα στοιχεία της

διαγωνίου τον σταθερό προσθετέο 
2 2

1 2m m
p

4E

+
+

 
 
 

, που παίζει το ρόλο της σταθεράς α που

αναφέραµε. Το συµπέρασµα είναι ότι µπορούµε να παραλείψουµε αυτούς τους όρους και να
λύσουµε την εξίσωση χρονικής εξέλιξης µε µια απλούστερη hamiltonian. Ο λόγος είναι ότι,
όπως δείξαµε, αν αφήσουµε τον όρο α στη hamiltonian θα βρούµε λύσεις ν, ενώ αν τον παρα-
λείψουµε θα βρούµε λύσεις ( )exp i tν = ν α , που ως προς τις ταλαντώσεις των νετρίνων εί-

ναι ισοδύναµες, εφόσον ( )| | | exp i t | | |ν = ν α = ν .
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Εποµένως, αντί για την (1.98), αρκεί να λύσουµε την εξίσωση:
e eA B

B A
i

t µ µ

−ν ν    ∂
=    ν ν∂     

, 
2 2

0 0
m mA cos 2 , B sin 2

4E 4E
∆ ∆

≡ θ ≡ θ (1.103)

Ακόµα, όµως, δεν έχουµε εισάγει τα δυναµικά που επάγονται παρουσία της ύλης. Για να
το κάνουµε αυτό πρέπει να προσθέσουµε τα δυναµικά Ve και Vµ της (1.90) στη διαγώνιο του
πίνακα Ηf. Οι όροι που είναι ανάλογοι της Νn είναι ίδιοι, οπότε µπορούν να παραληφθούν,

όπως παραλείψαµε και τους όρους 
2 2

1 2m m
p

4E

+
+

 
 
 

. Ο όρος που αποµένει είναι ο

F e2G N ≡Μ: e eA M B

B A
i

t µ µ

− +ν ν    ∂
=    ν ν∂     

(1.104)

Στην απλούστερη περίπτωση όπου το Νe είναι σταθερό, δηλαδή το νετρίνο διασχίζει ένα
οµογενές κοµµάτι ύλης, το σύστηµα (1.104) µπορεί να επιλυθεί αναλυτικά, διαγωνιοποιώντας

τον πίνακα Η=
A M B

B A
− + 
 
 

. Για να τον διαγωνιοποιήσουµε πρέπει να βρούµε έναν κα-

τάλληλο πίνακα Τ, τέτοιο ώστε Η=Τ-1ΗΜΤ, όπου A
M

B

E 0
H

0 E
 

=  
 

. Με άλλα λόγια, πρέπει

να κάνουµε µια κατάλληλη αλλαγή βάσης, ώστε στη νέα βάση ο Η να εµφανίζεται µε τη δια-
γωνιοποιηµένη µορφή ΗΜ, όπου ΕΑ και ΕΒ είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα Η. Όπως µας διδά-
σκουν τα µαθηµατικά ο πίνακας Τ βρίσκεται αν συνενώσουµε σαν στήλες τα ιδιοανύσµατα
του πίνακα Η. Ας υπολογίσουµε, λοιπόν, τις ιδιοτιµές και τα ιδιοανύσµατα του Η:

[ ]det H 0 0
−Α+Μ −λ Β

−λΙ = ⇒ =
Β Α−λ

⇒ 2 2 2 0λ −Μλ + ΑΜ −Α −Β = (1.105)

⇒
( )2 2 2

1 2

4
,

2

Μ± Μ + Α +Β −ΑΜ
λ = λ λ = (1.106)

Γνωρίζοντας τώρα τις ιδιοτιµές λ1,2 του Η πάµε να βρούµε τα ιδιοανύσµατά του:
−Α+Μ Β α α     Β

= λ ⇒β = α    Β Α β β λ −Α    

⇒
2

Normalization 2 1 1
α   α  Β  = →α + = Β     β λ −Αα      λ − Α 

⇒
( )

( )

2 2
1,2 1,2

2 21,2
1,2

| | λ − Α λ −Α +Βα   =   β   Β λ −Α +Β 

(1.107)

Εποµένως, ο πίνακας Τ που εκτελεί το µετασχηµατισµό οµοιότητας είναι:

( )

( )

( )

( )

2 22 2
1 1 2 2

2 22 2
1 2

| | | | λ − Α λ −Α +Β λ −Α λ −Α +Β Τ =   Β λ −Α +Β Β λ −Α +Β 

(1.108)

Εφόσον ο Τ αποτελεί πίνακα στροφής, αναµένουµε να ισχύει ΤΤΤ=ΤΤΤ=Ι. Χρησιµοποιώ-
ντας τις ιδιότητες:



Κεφάλαιο 1ο                                                                                                                     Θεωρία

σελ - 51 -

2 2
1 2 1 2,λ λ = ΑΜ −Α −Β λ + λ =Μ (1.109)

είναι εύκολο να αποδείξει κανείς ότι πράγµατι, ΤΤ=Τ-1. Ακόµα, αποδεικνύεται εύκολα ότι
detT = +1. Επίσης, είναι τετριµµένα απλό το να αποδείξει κανείς πως ο Τ που βρήκαµε ικα-
νοποιεί, όπως αναµένεται εκ κατασκευής, τη σχέση οµοιότητας:

11

2

0
0

− λ−Α+Μ Β   
= Τ Τ   λΒ Α   

(1.110)

Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε στη νέα βάση τη σχέση (1.104) ως εξής:

e e11

2

e e1

2

0

0

0

0

i
t

i
t

−

µ µ

µ µ

λ

λ

λ

λ

ν ν    ∂
= Τ Τ ⇒    ν ν∂     

ν ν    ∂
Τ = Τ    ν ν∂     

⇒
0

0
i

t
Α Α Α

Β Β Β

Ε

Ε

ν ν    ∂
=    ν ν∂     

(1.111)

όπου e
1 2, , Α

Α Β
µΒ

νν   
Ε = λ Ε = λ = Τ   νν   

(1.112)

Εφόσον ο Τ είναι unitary και έχει ορίζουσα +1 αποτελεί στροφή και µπορεί να παραµε-

τροποιηθεί στη µορφή:
cos sin
sin cos
θ θ 

Τ =  − θ θ 
(1.113)

Εποµένως, οι νέες συντεταγµένες νΑ,Β σχετίζονται µε τις παλιές νe,µ ως εξής:

e

e

cos sin
sin cos

Α µ

Β µ

ν = θν + θν
ν = − θν + θν

(1.114)

Συγκρίνοντας τις (1.113) και (1.108) συµπεραίνουµε ότι:

( )

( )

2 2
1 1

2 2 1
1

cos
tan

sin

θ = λ −Α λ −Α +Β Β θ = − λ −Αθ = −Β λ −Α +Β 

(1.115)

( )
( )

1
22 2

1

22 tantan 2
1 tan

Β λ −Αθ
θ = =

− θ λ −Α −Β
(1.116)

∆εδοµένου ότι το λ1 επαληθεύει το τριώνυµο (1.105), είναι εύκολο να δειχθεί ότι:
2

0

2

0 F e

m sin 22 2Etan 2
m2 cos 2 2G N

2E

∆ θΒ
θ = =

∆Α−Μ θ −
(1.117)

Λόγω του Νe>0 ⇒ θ≠ θ0, οπότε νΑ,Β≠ ν1,2, ενώ για Νe=0, δηλαδή στο κενό, πράγµατι
νΑ,Β=ν1,2.

Στην ύλη, η διαφορά των ιδιοτιµών λ1-λ2 είναι:
2 22 2

2
1 2 0 F e 0

m mcos 2 2G N sin 2
2E 2EΑ Β

   ∆ ∆
λ −λ = Ε −Ε = θ − + θ   

   
(1.118)

Στην περίπτωση του κενού, δηλαδή για Νe=0, παίρνουµε 
2m

2EΑ Β

∆
Ε −Ε = .

Αντιλαµβανόµαστε, λοιπόν, ότι µπορούµε να χειρισθούµε τα νΑ,Β κατά τον ίδιον τρόπο
που χειρισθήκαµε τα ν1,2 στην περίπτωση του κενού, µόνο που τώρα η γωνία µίξης δεν είναι η
θ0 (δηλαδή η θ που γράφουµε στη σχέση (1.32)) αλλά το θ που υπολογίζεται από τη σχέση
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(1.117). Επίσης, αντί για  τον όρο 
2m

2E
∆

 πρέπει να χρησιµοποιούµε το δεξιό µέλος της σχέ-

σης (1.118). Εποµένως, σε αντιστοιχία µε την (1.36),

( )
e e

2 2 2

m m

1 L LP P sin 2 1 cos 2 sin 2 sin
2 L Lµ µν →ν ν →ν

   
= = θ − π = θ π   

   
(1.119)

όπου m 2 22 2A B
2

0 F e 0

2 2 cL c
E E m mcos 2 2G N sin 2

2E 2E

π π
= =

−    ∆ ∆
θ − + θ   

   

(1.120)

και
( )( )
( )( )

( )
( ) ( )

2 22
2

2 2 22

2 2 2tan 2sin 2
1 tan 2 2 21 2 2

Β Α−Μ Βθ
θ = = =

+ θ Α−Μ + Β+ Β Α−Μ
⇒

⇒

22
2

0
2

2 22 2
2

0 F e 0

m sin 2
2E

sin 2
m mcos 2 2G N sin 2

2E 2E

 ∆
θ 

 θ =
   ∆ ∆

θ − + θ   
   

(1.121)

Για να γίνουν πιο εύχρηστες αυτές οι σχέσεις αντικαθιστούµε τις τιµές των φυσικών στα-
θερών και µετά από ορισµένες πράξεις καταλήγουµε ότι:

2 23

m 2 2
2 2

(eV ) (eV )e(m )11 2
0 0

(GeV) Av (GeV)

1.2397 KmL
Nm mcos 2 7.638 10 sin 2

2E N 2E
−−

=
   ∆ ∆θ − × + θ      
   

(1.122)

2

2 23

2
2

(eV ) 2
0

(GeV)2
2 2

2 2
(eV ) (eV )e(m )11 2

0 0
(GeV) Av (GeV)

m sin 2
2E

sin 2
Nm mcos 2 7.638 10 sin 2

2E N 2E
−−

 ∆
θ  

 θ =
   ∆ ∆

θ − × + θ      
   

(1.123)

όπου ΝAv=ο αριθµός Avogadro=6.023·1023.

Παρατηρούµε στην (1.123) ότι υπάρχει περίπτωση το sin22θ να γίνει ίσο µε µονάδα, δη-
λαδή θ=45º, δηλαδή να έχουµε µέγιστο πλάτος ταλάντωσης, ανεξάρτητα του θ0. Αυτός ο συ-
ντονισµός είναι ένα φαινόµενο γνωστό ως MSW effect, κατά το οποίο η παρουσία ύλης εξι-
σώνει µε τη µονάδα την µέγιστη πιθανότητα ταλάντωσης, ανεξαρτήτως του πόση είναι η µέ-
γιστη πιθανότητα ταλάντωσης στο κενό (εκτός αν θ0=0, οπότε θ=0 ∀Νe). Η συνθήκη συντονι-
σµού είναι:

2

F e 0
m2G N cos 2

2E
∆

= θ (1.124)

Θέτουµε στην (1.124) αριθµούς και βρίσκουµε την ακόλουθη έκφραση για το Νe συντο-
νισµού, το οποίο συµβολίζουµε Νe,res:
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( )

( )

( )

2

2

2

2
(eV ) 18

0
(GeV) 3

e,res 5

2
(eV ) 14 47 3

0
(GeV)

2
(eV ) 33 3

0
(GeV)

m 10 cos 2
2E

GeV
2 1.166 10

m cos 2 6.064 10 1.3 10 m
2E

m cos 2 7.884 10 m
2E

−

−

− −

−

∆
θ

Ν =
× ×

∆
= θ × × × ×

∆
= θ × ×

⇒ ( )
22

(eV )e,res 10 3
0

Av (GeV)

N m cos 2 1.309 10 m
N 2E

−∆
= θ × × (1.125)

Για να έχουµε µια καλύτερη αντίληψη για την Νe θα εξάγουµε µια έκφραση που τη σχετί-
ζει µε ιδιότητες της ύλης, όπως η πυκνότητα και ο ατοµικός αριθµός:

Σε ένα δείγµα ύλης πυκνότητας ρ(gr/ml) και ατοµικού αριθµού Ζ, η συγκέντρωση των η-
λεκτρονίων είναι:

e

Av

ZN

AB gr

µαζα
Ζ⋅

⋅πληθοςπυρηνων µαζαπυρηνα= =
ογκος ογκος

ΝΖ⋅ρ
= = Ζρ
µαζαπυρηνα

⇒ ( ) ( ) ( )gr / ml gr / ml gr / ml3 6 3e

Av

gr / mlN cm 10 m
N AB gr AB

− −
Ζρ Ζρ Ζρ

= = =
ΑΒ

(1.126)

Για παράδειγµα, αν πάρουµε ένα κοµµάτι σιδήρου (Fe) πυκνότητας ρ=7.87gr/cm3,
ΑΒ=55.845 και Ζ=26 έχουµε Νe/NAv = 3.66 x 106 m-3. Για τον άργιλο (Αl), βασικό συστατικό

του εδάφους, το αντί-
στοιχο αποτέλεσµα εί-
ναι 1.3x106m-3.

Ας θεωρήσουµε
∆m2 = 7.1x10-5 eV2.
Τότε, η (1.125) µπορεί
να απεικονισθεί ως συ-
νάρτηση της γωνίας θ0,
µε παράµετρο την ενέρ-
γεια Ε των νετρίνων.
Έτσι, παίρνουµε την
εικόνα 1.30. Βλέπουµε
ότι η Νe,res είναι συνή-
θως µικρότερη από αυ-
τήν στον άργιλο, µε
εξαίρεση τις µικρές ε-
νέργειες σε συνδυασµό
µε µικρές θ0. Αν και δεν
Εικόνα 1.30: Νe συντονισµού συναρτήσει της θ0 για τρεις διαφορετικές
ενέργειες, µε ∆m2=7.1x10-5eV2
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έχουµε λάβει υπόψη τρεις γεύσεις νετρίνων, µπορούµε να θεωρήσουµε ενδεικτικά θ0=θ12≈32º
οπότε η Νe, res παίρνει τιµές µικρές σε σχέση µε αυτές στη συνήθη στερεά ύλη.

Στην εικόνα 1.31 έχουµε σταθεροποιήσει τη γωνία θ0=32º και τη µάζα ∆m2 = 7.1x10-5 eV2

και υπολογίζουµε την Ne, res συναρτήσει της ενέργειας Ε, εστιάζοντας στις ενέργειες µέχρι
20MeV, εφόσον σε αυτήν την περιοχή παράγονται τα ηλιακά νετρίνα. Για µεγαλύτερες ενέρ-
γειες νετρίνων, όπως αυτές που παράγονται στο Fermilab, η εικόνα 1.30 είναι αρκετά διαφω-
τιστική. Βλέπουµε ότι η Νe, res των ηλιακών νετρίνων αναµένονται να είναι πολύ µεγάλες,
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περίπου 100 φορές µεγαλύ-
τερες από αυτές που συνα-
ντώνται στη συνήθη στερεά
ύλη. Όµως, δεν πρέπει να
ξεχνάµε ότι στον ήλιο η πυ-
κνότητα ηλεκτρονίων αφ’
ενός δεν είναι σταθερή και
αφ’ εταίρου µπορεί να λαµ-
βάνει τιµές πολύ διαφορετι-
κές από αυτές στη συνήθη
ύλη, αφού ο Ήλιος βρίσκεται
σε κατάσταση πλάσµατος.
Πράγµατι, το γεγονός ότι τα
ηλιακά νετρίνα διασχίζουν
τη µάζα του Ήλιου µέχρι να

εξέλ
αυτό

Ε
µοια
περά

πλάτ
δόν τ
m-3, 
περίπ
λαντ

Ό
γιστο
του κ
Εικόνα 1.31: Νe,res για θ0=32º, ∆m2 = 7.1x10-5 eV2, στην
περιοχή των ενεργειών που παράγονται στον Ήλιο.
θουν έχει καθοριστική σηµασία στο λεγόµενο πρόβληµα των ηλιακών νετρίνων, αλλά
 δε θα το εξετάσουµε σε αυτό το σηµείο.
ίπαµε ότι τα νετρίνα µε ενέργειες από ~0.5GeV µέχρι ~10GeV, δηλαδή νετρίνα παρό-

 µε αυτά που θα παράγονται στο Fermilab, για να παρουσιάσουν συντονισµό πρέπει να
σουν µέσα από αρκετά αραιή ύλη, ειδικά εφόσον θεωρούµε θ0=θ12≈32º. Αν και τα νετρί-

να που θα χρησιµοποιηθούν
στο MINOS δεν θα διέλθουν
από ύλη οµογενούς Νe, έχει
ενδιαφέρον να διερευνήσου-
µε τι αποτελέσµατα θα είχε
το πέρασµά τους από το υ-
πέδαφος αν αυτό ήταν οµο-
γενές.

Στην εικόνα 1.32 βλέ-
πουµε το πώς µεταβάλλεται
το πλάτος πιθανότητας τα-
λάντωσης (1.123) συναρτή-
σει της Νe και της Ε, µε στα-
θεροποιηµένη θ0=32º. Στη
λευκή περιοχή το πλάτος
είναι σχεδόν ίσο µε τη µονά-
δα, ενώ στη µαύρη περιοχή
είναι σχεδόν ίσο µε το µη-
δέν, δηλαδή έχουµε καταπί-
εση (suppression) της ταλά-
ντωσης, ένα φαινόµενο µε
αντίθετο αποτέλεσµα από
αυτό του συντονισµού. Άρα,
αν και η παρουσία ύλης είναι
δυνατόν να επιφέρει συντο-
Εικόνα 1.32: Το πλάτος πιθανότητας ταλάντωσης συναρτήσει
του Νe και της ενέργειας των νετρίνων Ε.
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νισµό και µεγιστοποίηση του
ους ταλάντωσης, είναι αρκετά πιθανότερο να επιφέρει καταπίεση και να εξαφανίσει σχε-
ο φαινόµενο της ταλάντωσης. Αν θεωρήσουµε για το υπέδαφος µια µέση Νe/NAv = 2x106

τότε βλέπουµε στην εικόνα 1.32 ότι ενισχύεται η ταλάντωση των νετρίνων µε ενέργεια
ου 110MeV, ενώ τα νετρίνα µε ενέργεια µεγαλύτερη από 2GeV σχεδόν παύουν να τα-
ώνονται.

πως φαίνεται στη σχέση (1.122), η απόσταση Lm/2, όπου η πιθανότητα ταλάντωσης µε-
ποιείται, εξαρτάται κι αυτή από το Ne, το Ε, το ∆m2 και από το θ0, ενώ στην περίπτωση
ενού εξαρτάται µόνο από το Ε µε την απλή σχέση (1.37). Όπως θα δούµε, η παρουσία
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της ύλης διαφοροποιεί δραµατικά το Lm από το L του κενού. Στην εικόνα 1.33 φαίνεται η
εξάρτηση του Lm/2 από την Ε, για Νe=0 και για µέση Νe/NAv = 0.3x106 m-3, θεωρώντας
θ0=32º και ∆m2=7.1x10-5eV2. Αυτό που έχει µεγάλο ενδιαφέρον είναι ότι για µεγάλες ενέρ-
γειες το Lm τείνει σε µια σταθερή τιµή:

3

10

mE
Ave(m )

1.623 10lim L Km
N / N−

→∞

×
= (1.127)

∆ηλαδή, για δεδοµένο
και σταθερό Ne, όταν αυξά-
νεται αρκετά η ενέργεια Ε
αρχίζει να φθίνει το πλάτος
ταλάντωσης και να σταθε-
ροποιείται η απόσταση µε-
γιστοποίησης της πιθανότη-
τας ταλάντωσης.

Στην εικόνα 1.34 φαίνο-
νται τα ίδια µεγέθη για στα-
θεροποιηµένη ενέργεια
Ε=2GeV, συναρτήσει του
Νe. Προφανώς, το L/2 είναι
σταθερό, εφόσον δεν εξαρ-
τάται από το Ne. Ενδιαφέρον
Εικόνα 1.33: Lm/2 και L/2, για θ0=32º και ∆m2=7.1x10-5eV2.
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είναι ότι αυξανοµένου του
Νe τείνει να µηδενισθεί η Lm.

Ει
Εικόνα 1.34: Lm/2 και L/2, για θ0=32º και
∆m2=7.1x10-5eV2, µε σταθερή Ε=2GeV
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Ταλαντώσεις σε µεταβαλλόµενη συγκέντρωση ηλεκτρονίων

Στην πραγµατικότητα τα νετρίνα δε συµβαίνει να διασχίζουν ύλη σταθερής αριθµητικής
πυκνότητας ηλεκτρονίων, αλλά µεταβαλλόµενης. Σε αυτές τις περιπτώσεις, η επίλυση της
εξίσωσης χρονικής εξέλιξης µε αναλυτικό τρόπο είναι αδύνατη, πλην πολύ ειδικών περιπτώ-
σεων, όπου το προφίλ της πυκνότητας (Νe=Ne(t)) επιτρέπει αναλυτική επίλυση του συστήµα-
τος των διαφορικών εξισώσεων. Εποµένως, ο µόνος τρόπος που µας αποµένει είναι ο αριθµη-
τικός. Σε αυτόν τον τρόπο και στις εφαρµογές του θα επανέλθουµε αργότερα.

Μια ευρέως γνωστή ειδική περίπτωση όπου µπορούµε να επιλύσουµε το πρόβληµα προ-
σεγγιστικά είναι η λεγόµενη περίπτωση της αδιαβατικής προσεγγίσεως (adiabatic approxi-
mation). Η προσεγγιστική λύση που λαµβάνουµε µε αυτήν τη µέθοδο προϋποθέτει ότι η µε-
ταβολή της συγκέντρωσης Ne γίνεται πολύ αργά κατά µήκος της διαδροµής του νετρίνου.

Ας υποθέσουµε ότι στο κέντρο του Ηλίου, όπου η Νe είναι εξαιρετικά υψηλή, δηµιουργεί-
ται ένα νe, το οποίο αρχίζει τη διαδροµή του προς την επιφάνεια. Είναι λογικό, σε πρώτη
προσέγγιση, να θεωρήσουµε ότι η Νe φθίνει µονότονα όσο το νετρίνο κινείται προς τα εξώτε-
ρα στρώµατα.

Στην αρχή, λόγω της τεράστιας Νe, η ταλάντωση του νετρίνου είναι έντονα καταπιεσµένη
(suppressed). Αν θεωρήσουµε ότι αρχικά Ne τείνει στο άπειρο, από τη σχέση (1.117) παίρ-
νουµε tan2θ→0- ⇒ θ≈90º. Καθώς το Νe φθίνει, σε κάποιο σηµείο θα είναι ίσο µε το Ne, reso-

nance, όπου θ=45º, ενώ ακόµα πιο έξω το Νe θα µικραίνει και το θ θα τείνει να εξισωθεί µε το
θ0.

Εφόσον για t=0 η θ ήταν ίση µε θi=90º και το νετρίνο ήταν αµιγές νe, από την (1.114)
προκύπτει ότι για t=0, το νετρίνο ήταν νΒ στην ιδιοβάση της hamiltonian στην ύλη. Η βασική
υπόθεση της αδιαβατικής προσέγγισης είναι ότι, επειδή το Ne µεταβάλλεται αργά, το νετρίνο
βρίσκει συνεχώς το χρόνο να «αναπροσαρµόζεται» στις νέες συνθήκες χωρίς να αλλάζει
προβολές στα ιδιοανύσµατα της hamiltonian στην ύλη. Έτσι, κι όταν το νετρίνο θα εξέλθει
του Ηλίου, να παραµένει νΒ. Τότε, όµως, το θ θα είναι ίσο µε θf=θ0. Εποµένως, από την
(1.114) και πάλι, προκύπτει ότι:

2
e 0P( ) cosµν → ν ≈ θ (1.128)

Αξίζει να επανέλθουµε τώρα στην συζή-
τηση περί αριθµητικής επιλύσεως της εξίσω-
σης χρονικής εξέλιξης, διότι για ρεαλιστικά
προβλήµατα αυτή είναι ουσιαστικά η µόνη
που µπορεί να δώσει αποτελέσµατα.

Κατασκευάσαµε ένα πρόγραµµα το οποίο
πραγµατοποιεί την αριθµητική ολοκλήρωση
της εξίσωσης χρονικής εξέλιξης χρησιµοποιώ-
ντας τον αλγόριθµο Runge-Kutta 2ης τάξεως.
Πρώτα δοκιµάσαµε τον απλούστερο αλγόριθ-
µο που υπάρχει για να λύνει διαφορικές εξι-
σώσεις, τη µέθοδο Euler, αλλά λόγω της απλό-
τητάς της αυτή η µέθοδος έδινε λάθος αποτε-
λέσµατα. Συγκεκριµένα, µε την µέθοδο Euler
παρατηρείται το λεγόµενο drift της ολικής πι-
θανότητας. Στην εικόνα 1.35 αντιπαρατίθεται
δύο διαγράµµατα της πιθανότητας επιβίωσης
ενός νe συναρτήσει του χρόνου, σε µονάδες
και µε παραµέτρους που προς το παρόν δεν
έχει σηµασία να αναλύσουµε, η µία υπολογι-
σµένη µε τη µέθοδο Euler και η άλλη µε τη
Runge-Kutta. Είναι προφανές ότι η Euler είναι

Εικόνα 1.35: Το φαινόµενο drift στην µέθοδο
Euler
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τελείως ακατάλληλη για τέτοιου είδους φυσικά προβλήµατα, όπου έχει σηµασία να διατη-
ρούνται ορισµένα ολοκληρώµατα της κίνησης (πχ η µηχανική ενέργεια, εν προκειµένω η ολι-
κή πιθανότητα=1).

Το σύστηµα που λύνουµε είναι, σύµφωνα µε την (1.104):

( )

( )

e
1,1 e 1,2 e e

2,1 e 2,2 e

i H (t) H (t) f (t, , )
t

i H (t) H (t) f (t, , )
t

µ µ

µ
µ µ µ

∂ν = − ν + ν ≡ ν ν ∂
∂ν = − ν + ν ≡ ν ν
 ∂

(1.129)

Η µέθοδος Runge-Kutta που χρησιµοποιήσαµε συνοψίζεται στα εξής βήµατα:
1e e e

1 e

11e
2e e e

11e
2 e

e e 2e

2

k h f (t, , )
k h f (t, , )

kkhk h f (t , , )
2 2 2

kkhk h f (t , , )
2 2 2

(t h) (t) k
(t h) (t) k

µ

µ µ µ

µ
µ

µ
µ µ µ

µ µ µ

= ν ν

= ν ν

= + ν + ν +

= + ν + ν +

ν + = ν +
ν + = ν +

(1.130)

όπου 

2 2

0 F e 0

(t ) 2 2

0 0

m mcos 2 2G N (t) sin 2
4E 4E

m msin 2 cos 2
4E 4E

 ∆ ∆
− θ + θ 
 Η =
 ∆ ∆

θ θ 
 

(1.131)

Προσοχή απαιτείται κατά την αριθµητική ολοκλήρωση στις µονάδες που χρησιµοποιού-
νται. Οι όροι του πίνακα Η έχουν µονάδες ενέργειας, τα νµ,τ είναι αδιάστατες συνιστώσες, και
ο χρόνος σε φυσικές µονάδες είναι εκπεφρασµένος σε µονάδες αντίστροφης ενέργειας. Ό-
ντως, έτσι οι µονάδες στο δεξί και στο αριστερό µέλος των (1.129) ταιριάζουν. Εφόσον δου-
λεύουµε σε φυσικές µονάδες όπου c=1, είναι εύκολο να χειριστούµε το χρόνο t σαν την από-
σταση που διανύουν τα νετρίνα, θεωρώντας ότι η ταχύτητά τους είναι c, οπότε x=ct=t.

Το βήµα χρόνου, ή απόστασης ισοδύναµα, το οποίο συµβολίσαµε µε h παίζει πολύ σηµα-
ντικό ρόλο. Αν είναι υπερβολικά µεγάλο, τότε ακόµα και µε τη Runge-Kutta παρατηρείται
drift. Από την άλλη, αν είναι υπερβολικά µικρό η αριθµητική επίλυση απαιτεί υπερβολικά
πολλή ώρα. Για το λόγο αυτό, υπάρχει η µέθοδος ρύθµισης του βήµατος h µε τρόπο δυναµι-
κό. Για το συγκεκριµένο πρόβληµα, ξέρουµε ότι αν η Ne είναι σταθερή, η πιθανότητα ταλά-
ντωσης κυµαίνεται ηµιτονοειδώς µε µήκος ταλάντωσης (Lm)που δίνεται από τη σχέση (1.120)
. Ένα λογικό βήµα ολοκλήρωσης είναι το 1/100 του εκάστοτε Lm.

Ας παρουσιάσουµε ορισµένα συγκεκριµένα παραδείγµατα αριθµητικής ολοκλήρωσης. Έ-
στω ένα νετρίνο το οποίο αρχικά είναι 100% νe και σε ένα σηµείο της διαδροµής του συναντά
µια συγκέντρωση νετρίνων, για παράδειγµα έναν πλανήτη ή ένα άστρο. Σε αυτό το παράδειγ-
µα θέτουµε Ε=3GeV και την πυκνότητα των ηλεκτρονίων την θεωρούµε σαν γκαουσιανή

κατανοµή: 0
e 0 2

(t t )N (t) exp
2
− = ρ − σ 

(1.132)

όπου t0=0.25·1025GeV-1=493.25·106m και σ=1023GeV-1=1.973·107m. Για θ0=32° και
∆m2=7.2·10-5eV2 έχουµε Ne,res=3.2·10-19GeV3. Οπότε θέτουµε ρ0=1·10-17GeV3, ώστε να πετύ-
χουµε suppression στο εσωτερικό του σώµατος. Στην εικόνα 1.36 βλέπουµε το Ne(t).

Την αριθµητική ολοκλήρωση θα µπορούσαµε πολύ εύκολα να την εκτελέσουµε χρησιµο-
ποιώντας C++, αλλά χρησιµοποιήσαµε τελικά το MATHEMATICA, ώστε να κάνουµε εύκο-
λα γραφικές παραστάσεις των αποτελεσµάτων. Ακολουθεί ο ακριβής κώδικας που χρησιµο-
ποιήσαµε για την εφαρµογή της µεθόδου Runge-Kutta 2ης τάξης και µεταβλητού βήµατος
ολοκλήρωσης (dt):
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Εικόνα 1.36: Η Νe(t) που υποθέτουµε.

tmax= .5*̂ 25;
dt= tmaxê30000;
8x, y< = 81, 0<;
8x, y< = 1êSqrt@x^2+y^2D∗8x, y<;
Lx= 880, x∗Conjugate@xD<<;
Ly= 880, y∗Conjugate@yD<<;
L= 880, dt<<;
Ne= H1*̂ -17L∗Exp@−HH#1−.2*̂ 25L^2LêH2∗H10*̂ 22L^2LD &;
u= 32.∗Piê180.;
s= DmêH4 EnL ê. Dm→ H7.2*̂ -23L ê. En→ 3;
M= HNe@#1D∗Sqrt@2D∗1.166*̂ -5 &L;
Nres= 2∗s∗Cos@2 uDêHSqrt@2D∗1.166*̂ -5L
t= 0;
WhileAt< tmax,
A= J −s∗Cos@2uD + M@tD s∗Sin@2uD

s∗Sin@2uD s∗Cos@2uD N;
k1x= dt∗H−IL ∗HAP1, 1T∗x+AP1, 2T∗yL;
k1y= dt∗H−IL ∗HAP2, 1T∗x+AP2, 2T∗yL;
AP1, 1T = −s∗Cos@2uD+ M@t+0.5∗dtD;
k2x= dt∗H−IL ∗HAP1, 1T∗Hx+0.5∗k1xL +AP1, 2T∗Hy+0.5∗k1yLL;
k2y= dt∗H−IL ∗HAP2, 1T∗Hx+0.5∗k1xL +AP2, 2T∗Hy+0.5∗k1yLL;
x= x+k2x;
y= y+k2y;
t= t+dt;
Lxnew = Append@Lx, 8t, x∗Conjugate@xD<D;
Lynew = Append@Ly, 8t, y∗Conjugate@yD<D;
Lx= Lxnew;
Ly= Lynew;
dt= Lm@tDê100;
Lnew = Append@L, 8t, dt<D;
L= Lnew;

E
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Σχεδιάζοντας στο τέλος τα σηµεία που έχουν συντεταγµένες που περιέχονται στη λίστα
Lx παίρνουµε την πιθανότητα επιβίωσης του νe σε κάθε t. Η λίστα Ly µας δίνει την πιθανότη-
τα ταλάντωσης νe→νµ. Στην εικόνα 1.37 βλέπουµε την πιθανότητα επιβίωσης του νe. Παρα-
τηρούµε, όπως το αναµέναµε, ότι στο κέντρο του υποτιθέµενου σώµατος, η ταλάντωση κατα-
πιέζεται έντονα.

Παρατηρούµε ότι το βήµα χρόνου πράγµατι µεταβάλλεται και γίνεται πιο µικρό στο κέ-
ντρο του σώµατος, όπου το µήκος ταλάντωσης Lm µικραίνει. Με το να εστιάζεται η λεπτοµέ-
ρεια εκεί που πραγµατικά χρειάζεται, το πρόγραµµα µειώνει αισθητά το χρόνο που απαιτεί.
Στην εικόνα 1 ) συναρτήσει
της απόσταση

Αυτό που
την έξοδο απ
θώς διαφέρει
και το 100%,
πριν ποτέ δεν
η ελάχιστη πι
.38 φαίνεται η τιµή του βήµατος χρόνου (ή απόστασης ισοδύναµα
ς.
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 παρατηρούµε και είναι εντυπωσιακό είναι ότι η πιθανότητα ταλάντωσης µετά
ό το υποθετικό σώµα φαίνεται να «θυµάται» ότι έχει περάσει από το σώµα, κα-
 αισθητά πριν και µετά. Ενώ πριν η πιθανότητα επιβίωσης έφτανε κατά τόπους
 µετά την έξοδο από το σώµα δεν φτάνει ποτέ αυτήν την τιµή. Αντίθετα, ενώ
 παρατηρούταν πλήρης εξαφάνιση (πιθανότητα επιβίωσης = 0), µετά την έξοδο
θανότητα επιβίωσης πλησιάζει πολύ στο 0.

Εικόνα 1.37: Η πιθανότητα επιβίωσης του νe, E=3GeV, θ0=32°,
∆m2=7.2·10-5eV2.

Εικόνα 1.38:Το προσαρµοζόµενο βήµα ολοκλήρωσης.
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Ο τρόπος µε τον οποίον επηρεάστηκε η πιθανότητα ταλάντωσης στην προκειµένη περί-
πτωση αφορά την συγκεκριµένη περίπτωση και µόνο. Αν αλλάξει η θέση, το εύρος ή το ύψος
της Νe(t), η επιρ όλουθο:

Αν αφήσο GeV-1 και
ρ0=10-16GeV3=2 όνας 1.39.
Το εντυπωσιακ νετρίνο να
εστιάστηκε σχε

Το φαινόµε
νετρίνα που έρχ
νια αντικείµενα
λοιπόν κανείς π
νεται µεταξύ νe
για πάντα.

Κατά τον τ
αλλά αυτό είνα
έντονο, οπότε τ
ένα διάγραµµα 
λογισµός δαπαν

δο, η κλίση της
σοδο του νετρίν

Ε

ροή θα είναι διαφορετική. Ένα ενδιαφέρον παράδειγµα είναι το ακ
υµε όλες τις παραµέτρους ίδιες, αλλά θέσουµε t0=0.2·1025

1.6·106·ΝΑ m-3, η πιθανότητα επιβίωσης παίρνει τη µορφή της εικ
ό είναι το πόσο µειώθηκε το πλάτος ταλάντωσης. Μοιάζει σαν το 
δόν σε µια συγκεκριµένη αναλογία νe και νµ.
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νο αυτό είναι εκτός από εντυπωσιακό και πολύ σηµαντικό, όταν κανείς µελετά
ονται από το διάστηµα. Είναι δυνατόν νετρίνα περνώντας από διάφορα ουρά-
 να «εστιάζονται» σε µια συγκεκριµένη πιθανότητα επιβίωσης. Φαντάζεται
όσο σηµαντικό είναι να εισέρχεται σε ένα άστρο ένα νετρίνο που να ταλαντώ-
 και νµ, και να βγαίνει ένα νετρίνο που να είναι σταθερά σχεδόν νe ή εν µέρει νe

ελευταίο υπολογισµό ο χρόνος που απαιτήθηκε ήταν αισθητά µεγαλύτερος,
ι λογικό. Στο εσωτερικό του σώµατος αυτή τη φορά το suppression είναι πολύ
ο Lm γίνεται εξαιρετικά µικρό (βλ. εικόνα 1.34). Στην εικόνα 1.40 βλέπουµε
που φανερώνει ότι ο περισσότερος πραγµατικός χρόνος που απαίτησε ο υπο-
ήθηκε όσο το νετρίνο βρισκόταν µέσα στο σώµα. Βλέπουµε ότι µετά την έξο-

 γραφικής παράστασης της εικόνας 1.20 είναι µικρότερη απ’ ότι πριν την εί-
ου στο σώµα. Το Lm και το dt είναι ίσα πριν και µετά την έξοδο. Πιθανόν η

Εικόνα 1.39: Πιθανότητα επιβίωσης νe, όπου φαίνεται η δυνατότητα
«εστίασης» του flavor.

ικόνα 1.40: Ο χρόνος (απόσταση) στον οποίο βρισκόταν το νετρίνο
συναρτήσει του πραγµατικού χρόνου υπολογισµού.
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µείωση της ταχύτητας του υπολογισµού να συµβαίνει λόγω µείωσης των πηγών του υπολογι-
στή.

Το να αλλάξε ένα σώµα δεν εί-
ναι απαραίτητο. Υ να ταλαντώνεται
κατά ίδιον τρόπο  κέντρο λίγο πιο
δεξιά, στη θέση t0 την εικόνα 1.41.

Ας εξετάσουµ
σα από κάποιο κα
υπάρχει νετρίνο ε
ότι συνήθως τα ν
ασθενούς αλληλε
Πράγµατι, είναι α
ραµείνει σε αυτή
συνθήκες του προ
νετρίνο που στην
να παραµείνουµε
να είναι η (µια κα
σ’ αυτήν.

Φυσικά, στις 
µην είναι ιδιοκατά
σµού µε διπλέτες
µιουργία του νετρ
το νετρίνο, όπως
από µια αναµεµει
νώ όπως ακριβώς
κατάσταση.

Στη συνέχεια
ση (ας την ονοµά
τρίνο απ’ αυτήν ε

Η διαφορική 

την ποσότητα s ≡

πόν, γράφεται:
ι ο τρόπος ταλάντωσης του νετρίνου περνώντας µέσα από 
πάρχει συνθήκη που επιτρέπει το νετρίνο πριν και µετά 

. Για παράδειγµα, να βάλουµε ακριβώς την ίδια Ne(t) µε το
=0.22·1025GeV-1, η πιθανότητα επιβίωσης του νe φαίνεται σ
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ε θεωρητικά το ενδεχόµενο να υπάρχουν νετρίνα που αφότου περάσουν µέ-
τάλληλο σώµα να παύουν να ταλαντώνονται. Αρχικά φαίνεται παράλογο να
ν κενώ που να µπορεί να µην ταλαντώνεται. Όµως, δεν πρέπει να ξεχνάµε
ετρίνα που ξέρουµε και που εξετάζουµε δηµιουργούνται σε κάποιον κόµβο
πίδρασης και τη στιγµή t=0 έχουν καθαρό flavor, είτε 100% νe είτε 100% νµ.
δύνατον ένα νετρίνο που ξεκινά από µια ιδιοκατάσταση του flavor να πα-
ν. Όµως, όπως πάντα, στις διαφορικές εξισώσεις παίζουν ρόλο οι αρχικές
βλήµατος. Έτσι, αν µπορούσαµε να κατασκευάσουµε (πάντα εν κενώ) ένα

 αρχή να µην είναι σε κάποια ιδιοκατάσταση γεύσης, τότε θα µπορούσαµε
 στην ίδια κατάσταση συνεχώς. Στη συνέχεια θα διερευνήσουµε ποια πρέπει
ι µοναδική) κατάλληλη αρχική κατάσταση του νετρίνου για να παραµείνει

ασθενείς αλληλεπιδράσεις είναι αδύνατον να δηµιουργηθεί νετρίνο που να
σταση του flavor, εφόσον τα W+, W- και Ζ0 συζευγνύονται (couple) εξ ορι-

 ιδιοκαταστάσεων του flavor. Όµως, αυτό που δε µπορεί να συµβεί στη δη-
ίνου το καταφέρνει η ασύµµετρη επίδραση της ύλης. Κατά την έξοδό του

 βλέπουµε στις εικόνες 1.37, 1.39 και 1.41, ξαναβρίσκεται στο κενό αλλά
γµένη κατάσταση ως προς το flavor. Από’ κει και πέρα ταλαντεύεται εν κε-
 θα ταλαντωνόταν αν από την αρχή ήταν στη συγκεκριµένη αναµεµειγµένη

 θα υπολογίσουµε ποια είναι η κατάλληλη αναµεµειγµένη αρχική κατάστα-
σουµε αρχική συνθήκη γευστικής ισορροπίας ΑΣΓΙ) που αν ξεκινούσε το νε-
ν κενώ θα παρέµενε σε αυτήν:
εξίσωση που περιγράφει 2 γεύσεις εν κενώ είναι η (1.103). Ας ονοµάσουµε

2m
4E
∆

 και το άνυσµα e

(t ) (t )

x
X(t)

y µ

ν  
= ≡    ν   

. Η διαφορική εξίσωση, λοι-

A B
iX X

B A
− 

=  
 

. (1.133)

Εικόνα 1.41: Πιθανότητα επιβίωσης µε t0=0.22·1025GeV-1,
ρ0=10-16GeV3, σ=1023GeV-1.
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∆ε χρειάζεται να ξαναλύσουµε αυτό το σύστηµα, αφού το έχουµε ήδη κάνει έµµεσα. Έ-

χουµε λύσει ακριβώς το ίδιο σύστηµα αλλά µε τον πίνακα 
A M B

B A
− + 
 
 

,στη σχέση (1.104)

. Αρκεί, λοιπόν να κοιτάξουµε τι είχαµε κάνει τότε, και να θέσουµε Μ=0. Αν κάνουµε αυτό
το απλό πράγµα καταλήγουµε στις εξής ιδιοτιµές:

2 2
1 2s , sλ = Α +Β = λ = − (1.134)

Εξίσου εύκολα, από την (1.107), θέτοντας Μ=0 (ή και απ’ ευθείας, αφού είναι εξαιρετικά

εύκολο) βρίσκουµε τα ιδιοανύσµατα του πίνακα 
A B
B A
− 
 
 

:

1/ 2 1/ 22 2

1 2

1 1
A s A sX 1 , X 1A s A sB B

B B

− −      − +      = + = +   − +                  

(1.135)

Εποµένως, η εξίσωση κίνησης στο 2-διάστατο χώρο των γεύσεων για το νετρίνο είναι:

11 21ist ist ist ist
1 1 2 2 1 2

12 22

X X
X(t) C X e C X e C e C e

X X
− −   

= + = +   
   

⇒
ist ist

e 1 11 2 21
ist ist

1 12 2 22(t )(t )

x C X e C X e
y C X e C X e

−

−
µ

ν    + 
= =     ν +    

(1.136)

Οι αρχικές συνθήκες του συστήµατος (του νετρίνου δηλαδή) καθορίζουν τις σταθερές
C1,2. Μάλιστα, µόνο τα x(0)≡x0 και y(0) ≡y0 αρκούν, εφόσον η διαφορική εξίσωση είναι πρώ-
του βαθµού ως προς t. Το απλό σύστηµα που πρέπει να λύσουµε για να βρούµε τα C1,2 είναι
το εξής:

11 1 21 2 0

12 1 22 2 0

X C X C x
X C X C y

+ =
 + =

(1.137)

µε λύση:

22 0
0

21
1

22 11
12

21

0 11 1
2

21

X xy
XC X XX
X

x X CC
X

 −
 =
 −


−
=



(1.138)

Για να φτάσουµε στο ζητούµενο, ας απαιτήσουµε η πιθανότητα να βρεθεί το νετρίνο σε
γεύση νe να είναι σταθερή, δηλαδή:

2x(t)
0 t

t
∂

= ∀
∂

(1.139)

Εύκολα, από την (1.136) βρίσκουµε:

( ) ( )2 2 2 * i2st * i2st
1 11 2 21 1 11 2 21 1 11 2 21x(t) C X C X C X C X e C X C X e−= + + + (1.140)

⇒ ( ) ( )
2

* i2st * i2st
1 11 2 21 1 11 2 21

x(t)
C X C X e i2s i2s C X C X e

t
−∂

= −
∂

(1.141)

Η συνθήκη (1.139) επιβάλλει ( )*
1 11 2 21C X C X 0= . Εφόσον πάντα τα ιδιοανύσµατα ενός

πίνακα είναι διάφορα του µηδενικού ανύσµατος (που τετριµµένα είναι ιδιοάνυσµα κάθε πίνα-
κα), ο µόνος τρόπος να αληθεύει αυτή η συνθήκη είναι C1·C2

*=0. Σύµφωνα µε τη σχέση
(1.138) αυτό σηµαίνει:

C1=0 ή C2=0 ⇔ C1=x0/X11
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⇒ 
1

0 0
0

1 0 0
11

C 0
x sin(2 )B

xC y A s cos(2 ) 1
X

= 
θ⇒ = == ± θ ±

Εφόσον |x0|2+|y0|2 = 1 καταλήγουµε ότι η αρχική συνθήκη γευστικής ισορροπίας είναι:

0 2

0

0

0
0 0

0

1x
cos 2 11

sin 2

cos 2 1y x
sin 2

=
 θ ±

+  θ 
θ ±

=
θ

(1.142)

Ενδιαφέρον έχει ότι η αρχική συνθήκη γευστικής ισορροπίας (ΑΣΓΙ) δεν εξαρτάται παρά
µόνο από τη θ0 και όχι από την ενέργεια. ∆ηλαδή, όλων των ενεργειών τα νετρίνα, αν βγαίνο-
ντας από ένα σώµα στο κενό βρεθούν να ικανοποιούν την ΑΣΓΙ θα παραµείνουν στην κατά-
σταση αυτή.

Επιπλέον, προσδιορίζεται µόνο το µέτρο των x0 και y0, ενώ η µιγαδική τους φάση φ πα-
ραµένει αυθαίρετη. Αρκεί, έχοντας ορίσει µια µιγαδική φάση για το x0, το y0 να έχει την ίδια
φάση, σύµφωνα µε τη δεύτερη σχέση της (1.142).

Ένα λογικό ερώτηµα είναι: ποια η σηµασία του ± στην ΑΣΓΙ; Όσο κι αν αρχικά δε φαίνε-
ται, έχει µεγάλη σηµασία. Για παράδειγµα, θεωρώντας θ0 = 32º παίρνουµε:

i
0

i
0

i
0

i
0

x 0.530 e
" "

y 0.848 e

x 0.848 e
" "

y 0.530 e

φ

φ

φ

φ

 = ⋅
+ → 

= ⋅
 = ⋅

− → 
= − ⋅

Εν πάση περιπτώσει παίρνουµε 2 2
0 0x 0.2808 or y 0.2808= = . ∆ηλαδή, το ± στην

ΑΣΓΙ δηλώνει ότι µπορούµε να δώσουµε την κατάλληλη αρχική τιµή είτε στη µία συνιστώσα
είτε στην άλλη. Στην περίπτωση “-“, το αρχικό άνυσµα X  ισούται µε το αρχικό άνυσµα της
περίπτωσης “+”, στρ

Εποµένως, υπάρ οίες είναι δυνατόν να
παραµείνουν σταθερ 1. Αντίστοιχα, υπάρ-
χουν δύο τιµές πιθαν αραµείνουν σταθερές:
Ρ(νµ)=0.8482=0.7191
0

αµµένο κατά 90º.
χουν δύο τιµές πιθανότητας παρατήρησης νe, οι οπ
ές: P(νe)=0.532=0.2809 και P(νe)=(-0.848)2=0.719
ότητας µέτρησης νµ, οι οποίες είναι δυνατόν να π
 και Ρ(νµ)=0.532=0.2809.
σελ - 63 -

Εικόνα 1.42: |x0|2 συναρτήσει του θ0.
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Στην εικόνα 1.42 βλέπουµε το |x0|2 που υπαγορεύει η ΑΣΓΙ, συναρτήσει του θ0. Φυσικά
διακρίνονται και οι δύο κλάδοι, ο «+» και ο «-». Αν δεν υπήρχε ένας από τους δύο, τότε θα
µπορούσε να παρατηρηθεί άµεσα αν θ0>45° ή θ0<45°. Η ύπαρξη και των δύο κλάδων καθιστά
αδύνατο αυτόν τον διαχωρισµό, καθιστώντας το σχήµα 42 συµµετρικό ως προς την κατακό-
ρυφο των 45°.

Την περίπτωση του υποθετικού σώµατος που πέτυχε τη διαµόρφωση της εικόνας 1.39 την
βρήκαµε σχεδόν κατά τύχη. Με διαδοχικές δοκιµές πετύχαµε ένα Νe(t) που πέτυχε να µειώσει
το µετά την έξοδο πλάτος ταλάντωσης. Τώρα, έχουµε πλέον στα χέρια µας την ΑΣΓΙ. Αν
βγαίνοντας το νετρίνο από ένα σώµα πληρεί την ΑΣΓΙ, θα πάψει εντελώς να ταλαντώνεται.
Έχει λοιπόν µεγάλο ενδιαφέρον να διερευνήσουµε το πώς µπορεί ένα υποθετικό σώµα να
επιτύχει αυτήν την πολύ ιδιαίτερη συνθήκη, δηλαδή να δράσει ως ένας µηχανισµός γευστικής
εστίασης (ΜΓΕ). Ακόµα δεν είµαστε βέβαιοι ότι κάτι τέτοιο είναι δυνατόν να επιτευχθεί. Τα
γνωρίσµατα της Ne(t) που θα καθορίσουν αν είναι ΜΓΕ ή όχι είναι η θέση και το σχήµα της,
όπως για έναν οπτικό φακό έχει σηµασία η θέση και η καµπυλότητά του.

Η ΑΣΓΙ είναι µια πολύ απαιτητική
συνθήκη. Ορίζει µε την πρώτη σχέση
δύο κύκλους στο µιγαδικό επίπεδο µε
άξονες Re[x0] και Im[x0]. Πρέπει το x0
που θα έχει το νετρίνο κατά την έξοδο
να ανήκει σε έναν από αυτούς τους
δύο κύκλους. Αλλά η πιο απαιτητική
συνθήκη είναι ότι και το y0 θα πρέπει
να βρίσκεται στον άλλον από τους δύο
κύκλους και µάλιστα σε σηµείο µονα-
δικό, όντας συνευθειακό µε το µιγαδι-
κό x0. Στην εικόνα 1.43 αναπαρίσταται
γραφικά η ΑΣΓΙ, για δεδοµένο θ0, έ-
στω 32º.

Καταλαβαίνουµε από την εικόνα 1.43 ότι για να διερευνήσουµε το πώς µπορεί να επιτευ-
χθεί η ΑΣΓΙ πρέπει να µελετήσουµε την τροχιά που διαγράφουν τα µιγαδικά x(t) και y(t) στο
µιγαδικό επίπεδο. Στην περίπτωση του κενού, η τροχιές αυτές είναι αναλυτικά υπολογίσιµες.
Από την (1.136) έχουµε:

( )

( )

2 2 2
1 2

1

2 2 3
3 4

4

Re x t cos st arctan

Im x t sin st arctan

  Π
= Π +Π −       Π  

  Π
= Π +Π +       Π  

(1.143)

( )

( )

2 2 2
1 2

1

2 2 3
3 4

4

BRe y t B B cos st arctan
B

BIm y t B B sin st arctan
B

  
= + −         

  
= + +         

(1.144)

Εικόνα 1.43: ∆ύο παραδείγµατα x0 και y0 στο µιγαδικό
επίπεδο, τα οποία ικανοποιούν την ΑΣΓΙ για θ0=32º.
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όπου

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 11 1 21 2 1 12 1 22 2

2 21 2 11 1 2 22 2 12 1

3 11 1 21 2 3 12 1 22 2

4 11 1 21 2 4 12 1 22 2

Re C X Re C , B Re C X Re C

Im C X Im C , B Im C X Im C

Im C X Im C , B Im C X Im C

Re C X Re C , B Re C X Re C

Π = Χ + = Χ +

Π = Χ − = Χ −

Π = Χ + = Χ +

Π = Χ − = Χ −

(1.145)

όπου τα C1,2 βρίσκονται στη σχέση (1.138).
Οι εξισώσεις (1.143) και (1.144) µας πληροφορούν ότι τα x(t) και y(t) κινούνται σε ελ-

λειπτικές τροχιές στο µιγαδικό επίπεδο, ενώ από τις σχέσεις (1.145) και (1.138) καταλαβαί-
νουµε ότι οι παράµετροι των ελλείψεων εξαρτώνται αποκλειστικά από τα x0 και y0. Για πα-

ράδειγµα, αν θέσουµε {
πi i06

0 0x =0.5e , y =0.866e }, ώστε να σεβόµαστε φυσικά τη συνθήκη
2 2

0 0x y 1+ = , τότε τα x(t) και y(t) ακολουθούν τις τροχιές του σχήµατος 44.
Εν κενώ τα x(t) και y(t) διανύουν

τις τροχιές τους µε την ίδια γωνιακή
συχνότητα s, όπως φαίνεται και από
τiς σχέσεις (1.143) και (1.144). Οπό-
τε, παρόλο που στιγµιαία οι τροχιές
τους τέµνουν τους κύκλους γευστι-
κής ισορροπίας, ποτέ δεν ικανοποιεί-
ται και η συνθήκη της συγγραµµικό-
τητας, εφόσον αυτή δεν ικανοποιού-
ταν εξ αρχής.

Όµως, όταν το νετρίνο διανύει έ-
να σώµα οι τροχιές των x(t) και y(t)
παύουν να είναι ελλείψεις και απο-
κτούν σχήµατα που είναι συνήθως
αδύνατον να υπολογισθούν αναλυτι-

να
ο-

10-

και

Ει
τ

κά. Για παράδειγµα, στην εικό
1.45 φαίνονται οι αντίστοιχες τρ
χιές για gaussian Νe µε ρ0=
17GeV3, t0=2·1024GeV-1 
σ=1023GeV-1, θέτοντας x0=1·eiπ/6.κόνα 1.44: 

πi i06
0 0x =0.5e , y =0.866e , µε κόκκινο

ο x(t) και µε µπλε το y(t). Οι µαύροι κύκλοι είναι οι
κύκλοι ισορροπίας. Οι κουκίδες είναι τα x0, y0.
σελ - 65 -

Εικόνα 1.45: Κόκκινο: x(t) και µπλε: y(t). ∆εξιά η πιθανότητα επιβίωσης του νe. Έχουµε
υποθέσει Νe µε ρ0=10-17GeV3, t0=2·1024GeV-1 και σ=1023GeV-1.
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Είναι µεν αδύνατον να υπολογίσουµε απ’ ευθείας ένα Ne(t) που να είναι ΜΓΕ, τουλάχι-
στον µε τα όσα έχουµε αναφέρει µέχρις εδώ. Είναι όµως δυνατόν να κατασκευάσουµε έναν
τέτοιο ΜΓΕ µέσω ενός αλγορίθµου τον οποίον αναπτύξαµε µε αυτόν ακριβώς το σκοπό. Για
την ακρίβεια, υπάρχει απειρία από ΜΓΕ. Αλλά, το να δείξουµε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας
έχει θεωρητικό ενδιαφέρον.

Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιούµε είναι σχεδόν ίδιος µε αυτόν που παραθέτουµε λίγες
σελίδες παραπάνω, αλλά προστίθεται µια διαφοροποιός εντολή: Μόλις πριν πάει το πρό-
γραµµα να υπολογίσει την παρούσα Lm για να ρυθµίσει το βήµα της ολοκλήρωσης, προσθέ-
τουµε την εντολή:

If[(Abs[Im[x/y]]<.001)&&
      ((Abs[Abs[x]-Sqrt[1/(1+((Cos[2u]+1)/Sin[2u])^2)]]<.001)
          ||(Abs[Abs[x]-Sqrt[1/(1+((Cos[2u]-1)/Sin[2u])^2)]]<.001))

    ,Print[t,x,y];Ne=0&;,Null];

Με αυτήν την εντολή, κάθε στιγµή κρίνω εάν ικανοποιείται η ΑΣΓΙ (µε κάποια ανοχή,
στο συγκεκριµένο παράδειγµα 0.001). Εάν ικανοποιείται, τότε διατάζω το πρόγραµµα να θε-
ωρεί τη Νe=0 απ’ εκείνη τη στιγµή και µετά. Εποµένως, η λογική είναι απλή: Ακολούθα το
Νe(t) που σου έδωσα αρχικά και µόλις αντιληφθείς ότι πληρείται η ΑΣΓΙ, “πέτα” το σωµάτιο

Μπορεί κανείς να φοβηθεί
ότι το να ρίξω ακαριαία το Ne
από κάποια τιµή στο µηδέν θα
δηµιουργήσει ανακρίβεια στην
αριθµητική επίλυση της εξί-
σωσης εξέλιξης. Πράγµατι, οι
ακαριαίες µεταβολές είναι ε-
πικίνδυνες, γιατί έχουµε ανα-
γκαστικά κβαντίσει το χρόνο t,
οπότε αν η αλλαγή είναι πολύ
απότοµη είναι πιθανόν το dt
να µην είναι αρκετά µικρό για
να µπορέσει να την παρακο-
λουθήσει πιστά. Όµως, στην
προκειµένη περίπτωση που
στο κενό µηδενίζοντας απότοµα την Ne.

Εικόνα 1.46: Ένας ΜΓΕ για x0=1·ei0, Ε=3GeV, ∆m2=7.2·10-5eV2 και
σελ - 66 -

από Ne>0 πέφτουµε σε Νe=0,
αυτός ο κίνδυνος δεν υφίσταται
συνήθως, γιατί λίγο πριν το
µηδενισµό το  dtm ∝ Lm είναι
µικρότερο από το βήµα χρόνου
εν κενώ: dt ∝ L0>Lm . Οπότε
στο πρώτο βήµα του προγράµ-
µατος στο κενό, η ήδη υπάρ-
χουσα ακρίβεια είναι µεγαλύ-
τερη από την απαιτούµενη. Βέ-
βαια, το εν λόγω πρόβληµα
µπορεί να υπάρχει, όταν ο µη-
δενισµός γίνει ενώ Ne<Ne,res,
περίπτωση στην οποία Lm>L0
(βλ. εικόνα 1.34). Σίγουρα θα
ήταν παρακινδυνευµένο να κά-
νουµε το ανάποδο, δηλαδή να
έχουµε Νe=0 και ακαριαία να
θέσουµε Νe>0.

Εντοπίσαµε έναν ΜΓΕ για
νετρίνα που αρχικά είναι 100%

θ0=32º.

Εικόνα 1.47: Πιθανότητα επιβίωσης νe που εστιάζεται από τον
ΜΓΕ της εικόνας 1.46.
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νe, µε x0=1·ei0. Θεωρήσαµε ενέργεια Ε=3GeV, ∆m2=7.2·10-5eV2 και θ0=32º. Μπορεί η ΑΣΓΙ
να εξαρτάται µόνο από το θ0, αλλά το αν ένα σώµα θα αποτελέσει ΜΓΕ εξαρτάται από όλες
αυτές τις παραµέτρους και από το σχήµα και τη θέση του σώµατος. Τοποθετήσαµε ένα αρχι-
κό Νe(t) της µορφής (1.132) µε t0=4·1024GeV-1 ρ0=10-16GeV3 και σ=1024GeV-1. Ο ακαριαίος
µηδενισµός έγινε στο σηµείο t=3.03·1024GeV-1. Εποµένως, ιδού στην εικόνα 1.46 ο πρώτος
ΜΓΕ που βρήκαµε. Στην εικόνα 1.47 φαίνεται το µετρήσιµο αποτέλεσµα, η πιθανότητα επι-
βίωσης ενός αρχικά ηλεκτρονικού νετρίνου. Το γεγονός ότι δεν είναι απόλυτα σταθεροποιη-
µένη αυτή η πιθανότητα οφείλεται στην ανοχή 0.001 που βάλαµε στη διαφοροποιό εντολή if,
οπότε η ΑΣΓΙ δεν επιτεύχθηκε ακριβώς, αλλά σχεδόν.

Τώρα που είδαµε ότι είναι δυνατόν να επιτευχθεί |x|2=const, ας επανέλθουµε σε µια εν-
νοιολογική συζήτηση. Θα µπορούσε κανείς να νοµίζει ότι η σταθερότητα στην πιθανότητα
παρατήρησης νe ή νµ είναι ένα φαινόµενο δυναµικής ισορροπίας πληθυσµών. ∆ηλαδή ότι σε
µια δέσµη το κάθε νετρίνο µεµονωµένα ταλαντώνεται, αλλά επειδή όσα χάνονται από µια
γεύση τόσα µεταπίπτουν στην ίδια γεύση, γι’ αυτό τελικά σε µια παρατήρηση η πιθανότητα
παρατήρησης της συγκεκριµένης γεύσης δε θα αλλάζει. Ας το µελετήσουµε.

Πρώτον, αν ισχύει η ΑΣΓΙ για όλα τα νετρίνα µιας δέσµης, τότε σίγουρα η δέσµη θα δια-
τηρεί σταθερή σύσταση, εφόσον το κάθε νετρίνο θα διατηρεί σταθερή πιθανότητα να παρα-
τηρηθεί σαν νe ή σαν νµ. Για παράδειγµα, αν βάλω σε µια δέσµη 100% νετρίνα που ικανο-
ποιούν την ΑΣΓΙ(+), τότε θα έχουµε συνεχώς πιθανότητα παρατήρησης νe P(νe)=0.28 και πι-
θανότητα παρατήρησης νµ Ρ(νµ)=0.72%. Αν βάλω 45% νετρίνα που ικανοποιούν την ΑΣΓΙ(+)
και 55% νετρίνα που ικανοποιούν την ΑΣΓΙ(-), τότε θα έχω συνεχώς:

       *Πιθανότητα παρατήρησης νe στη δέσµη = 0.45·0.28+0.55·0.72 = 0.522 ενώ,
       *πιθανότητα παρατήρησης νµ  στη δέσµη= 0.45·0.72+0.55·0.28 = 0.478 = 1 – 0.522.
Ας φανταστούµε τώρα µια δέσµη νετρίνων που δεν πληρούν την ΑΣΓΙ, όπως για παρά-

δειγµα τα συνήθη νετρίνα που γεννιούνται σε ασθενείς αλληλεπιδράσεις και δεν έχουν υπο-
στεί κανένα (σηµαντικό) matter effect. Ας πούµε λοιπόν ότι η δέσµη αρχικά περιέχει 100%
«φρέσκα» νe, δηλαδή νετρίνα που αρχίζουν µε πιθανότητα παρατήρησης  νe Ρ(νe)=1 (δηλαδή
το καθένα έχει |x0|2=1) , αλλά στην πορεία η πιθανότητα αυτή θα ταλαντώνεται ηµιτονοειδώς.
Τότε, θα έχουµε τη στιγµή t

      *πιθανότητα παρατήρησης νe στη δέσµη = 1.00·P(νe,t) = P(νe,t)
Αν όµως έχουµε αρχικά στη δέσµη µας ποσοστό α από «φρέσκα» νe και ποσοστό β από

«φρέσκα» νµ, τότε, τη στιγµή t=0 θα έχω πιθανότητα α να παρατηρήσω ένα νe στη δέσµη και
πιθανότητα β να παρατηρήσω ένα νµ στη δέσµη. Μετά από χρόνο t, κάθε αρχικά φρέσκο νe
θα πιθανότητα Ρ(νe→νe, t) να έχει επιβιώσει ενώ κάθε αρχικά φρέσκο νµ θα έχει πιθανότητα
Ρ(νµ→νµ, t) = Ρ(νe→νe, t) να έχει επιβιώσει. Όσα δεν επιβίωσαν από κάθε γεύση έχουν µετα-
βεί στην άλλη γεύση. Οπότε, στο χρόνο t ισχύει:

[ ]

e

e e e

e e

e e e e

e e

ό ή έ
( , t) ( , t)

( , t) 1 ( , t)

( , t) 1 ( , t)
( ) ( , t)

µ

µ µ

πιθαν τητα παρατ ρησης ν στη δ σµη =
= αΡ ν → ν +βΡ ν → ν

 = αΡ ν → ν +β −Ρ ν → ν 
= αΡ ν → ν +β −Ρ ν → ν

= β+ α −β Ρ ν → ν

(1.146)
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µ µ

πιθαν τητα παρατ ρησης ν στη δ σµη =

= βΡ ν → ν +αΡ ν → ν

= βΡ ν → ν +α −Ρ ν → ν

 = βΡ ν → ν +α −Ρ ν → ν 
= α + β−α Ρ ν → ν

(1.147)
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Από τις σχέσεις (1.146) και (1.147) είναι προφανές ότι αν επιθυµώ η (πιθανότητα παρα-
τήρησης νe στη δέσµη) να παραµένει σταθερή στο χρόνο, η µόνη περίπτωση είναι α=β=0.5.
∆ηλαδή, αν επιλέξω να έχω τα µισά νετρόνια σε αρχική κατάσταση {|x0|2=1,y0=0} και τα άλ-
λα µισά να έχουν αρχική κατάσταση {x0=0, |y0|2=1}, τότε σε ολόκληρο τον πληθυσµό της
δέσµης θα επικρατεί µια δυναµική ισορροπία, ενώ το κάθε νετρίνο θα ταλαντώνεται κανονι-
κά. ∆ηλαδή η (πιθανότητα παρατήρησης νe κατά τη µέτρηση ενός συγκεκριµένου νετρίνου)
θα διακυµαίνεται ηµιτονοειδώς, ενώ η (πιθανότητα παρατήρησης νe στη δέσµη) θα παραµένει
σταθερή και ίση µε 0.5. Είναι σαφές ότι ουδεµία σχέση έχει η σταθερότητα της γεύσης που
επιβάλλει η ΑΣΓΙ µε το φαινόµενο που περιγράψαµε και που αφορά έναν κατάλληλα κατα-
σκευασµένο πληθυσµό «φρέσκων» νετρίνων. Η ΑΣΓΙ µας λέγει ότι ένα συγκεκριµένο νετρί-
νο θα πάψει να ταλαντώνεται (εποµένως και µια οµάδα από τέτοια εστιασµένα νετρίνα θα
κάνει το ίδιο), ενώ η παραπάνω κατάσταση α=β=0.5 δεν έχει κανένα βαθύτερο φυσικό περιε-
χόµενο, από το απλό αριθµητικό φαινόµενο του «όσα έρχονται τόσα φεύγουν».

Θα µπορούσε κανείς να αναρωτηθεί:
“Εγώ στο εργαστήριο µπορώ να επέµβω µόνο στην ποσοστιαία σύσταση της δέσµης που

παράγω. Να φροντίσω να περιέχεται τάδε ποσοστό νe. Πώς µπορώ να επηρεάσω τους µιγαδι-
κούς αριθµούς x0 και y0 ως προς τη µιγαδική τους φάση, το λεγόµενο argument τους; Οπότε,
πώς είναι δυνατόν να πετύχω στο εργαστήριο την ΑΣΓΙ; Τέλος πάντων, τα µιγαδικά x και y
έχουν µόνο µαθηµατική υπόσταση και αυτά που πραγµατικά υπάρχουν είναι τα |x|2 και |y|2. Τι
είναι λοιπόν η ΑΣΓΙ που αναφέρεται στα x0 και y0 ως µιγαδικούς.”

Η απάντηση είναι ότι: Πρώτον, τα x και y είναι µαθηµατικές οντότητες (συνιστώσες της
κατάστασης του νετρίνου στην ιδιοβάση των γεύσεων) και δεν υπάρχουν στη φύση µόνο µέ-
σω των |x|2 και |y|2, αλλά και τα arguments τους έχουν σηµασία. Ο λόγος που έχουν σηµασία
φαίνεται στη διαφορική εξίσωση χρονικής εξέλιξης, που είναι µια διαφορική εξίσωση µιγαδι-
κών µεταβλητών. Κάθε στιγµή τα dx και dy εξαρτώνται τόσο από τα πραγµατικά όσο και από
τα φανταστικά µέρη των x και y.

∆εύτερον, είναι γεγονός ότι δεν είναι καθόλου εύκολο να καθορίσουµε τα arguments των
x0 και y0. Ούτε και τα µέτρα τους δε µπορούµε να ρυθµίσουµε εύκολα, εφόσον τα νετρίνα
δηµιουργούνται σε κόµβους ασθενών αλληλεπιδράσεων όπου παράγονται πάντα µε |x0|=1 ή
|y0|=1 αναλόγως αν είναι νe ή νµ αντίστοιχα. Τα νετρίνα δηµιουργούνται µε συγκεκριµένη
γεύση, οπότε έχουν αρχικά καθορισµένο µονάχα το µέτρο |x0|2=1 ή 0, αλλά το αρχικό argu-
ment µπορεί να είναι οποιαδήποτε γωνία. Συµβαίνει όταν το |x0|2 είναι 0 ή 1, δηλαδή κατά
κάθε ασθενή δηµιουργία νετρίνου, να µην εξαρτάται η παρατηρούµενη |x(t)|2 από το αρχικό
argument. ∆ε συµβαίνει όµως το ίδιο όταν 0<|x0|2<1. Είναι λοιπόν ψευδαίσθηση ότι το αρχικό
|x0|2 καθορίζει τα πάντα. Όταν το νετρίνο από την ύλη επανέρχεται στο κενό, τότε δεν είναι
απαραίτητο ότι |x|2=0 ή 1, οπότε φανερώνεται η φυσική σηµασία του argument των x και y.
∆ηλαδή το matter effect είναι µια θαυµάσια περίπτωση αναδείξεως µιας µαθηµατικής παρα-
µέτρου που έχει φυσική σηµασία και συνήθως είναι κρυµµένη, διότι βλέπουµε νετρίνα µιας
ειδικής κατηγορίας, αυτά που παράγονται από ασθενείς κόµβους και δεν έχουν υποστεί ποτέ
στην ιστορία τους σηµαντικό matter effect.
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Ταλαντώσεις τριών γεύσεων στην ύλη

Η εύρεση της εξίσωσης χρονικής εξέλιξης στο χώρο των τριών γεύσεων δε διαφέρει από
τη διαδικασία που ακολουθήσαµε στην περίπτωση των δύο γεύσεων. Και πάλι θα εισάγουµε
την αλληλεπίδραση µε την ύλη που διαφοροποιεί τα νe. Μόνο οι πράξεις θα είναι κάπως πιο
επίπονες, διότι ο πίνακας µίξης U δεν είναι πια ένας απλός 2x2 πίνακας µίξης µε µία παράµε-
τρο, αλλά ο πίνακας στροφής στις τρεις διαστάσεις που δίνεται στη σχέση (1.6).

Και πάλι, ισχύει η (1.95). Για να µη γίνονται τις πράξεις δυσκολότερες, διώχνουµε από
την αρχή τον όρο p που είναι κοινός στα τρία στοιχεία του διαγώνιου πίνακα Hm, οπότε η
(1.95) γράφεται:

2
1

2 †
f 2

2
3

m 0 0
1H U 0 m 0 U

2E
0 0 m

 
 

=  
 
 

(1.148)

Αν θεωρήσουµε ότι ισχύει η ορθή ιεραρχία (normal hierarchy), τότε, εισάγοντας και το
δυναµικό που επάγεται λόγω της παρουσίας της ύλης, η εξίσωση χρονικής εξέλιξης στις τρεις
γεύσεις γράφεται:

2
e 1 CC e

2 †
2

2
3

m 0 0 V 0 0
1i U 0 m 0 U 0 0 0

t 2E
0 0 m 0 0 0

µ µ

τ τ

  ν ν     
 ∂       ν = + ν       ∂        ν ν       

(1.149)

Αν θέλουµε να είµαστε ακριβείς, δε µένει παρά να γράψουµε προσεκτικά το σύστηµα των
τριών αυτών διαφορικών εξισώσεων και να τις λύσουµε αριθµητικά. Θα κάνουµε κάτι τέτοιο
στη συνέχεια. Πρώτα, όµως, αξίζει να αναφέρουµε ότι, όπως κάναµε και εν κενώ, γίνεται να
εφαρµόσουµε ορισµένες προσεγγίσεις που ανάγουν το πρόβληµα των τριών γεύσεων σε πρό-
βληµα δύο γεύσεων:

Ο πίνακας U (αγνοώντας τις φάσεις Majorana που όπως έχουµε εξηγήσει δεν επηρεάζουν
τις ταλαντώσεις) τριχοτοµείται ως εξής:

23 13 12U V W V=

όπου 

i
13 13 12 12

23 23 23 13 12 12 12
i

23 23 13 13

1 0 0 c 0 s e c s 0
V 0 c s , W 0 1 0 ,V s c 0

0 s c s e 0 c 0 0 1

− δ

δ

    
    = = = −    

    − −    

(1.150)

Μπορούµε άφοβα, όπως έχουµε εξηγήσει, να αφαιρέσουµε την ποσότητα 2
1m  από τα τρία

στοιχεία της διαγωνίου του πίνακα { }2 2 2 2
1 2 3M diag m ,m ,m= . Σε περιπτώσεις πειραµάτων

ατµοσφαιρικών νετρίνων ή νετρίνων πυρηνικών αντιδραστήρων και επιταχυντών, ο όρος
2
21m∆  µπορεί να αγνοηθεί ως δύο τάξεις µεγέθους µικρότερος από τον 2

31m∆ . Έτσι, ο πίνα-

κας Μ2 µπορεί προσεγγιστικά να αντικατασταθεί από τον { }2 2
31M diag 0,0, m= ∆ . Ο 2M

µετατίθεται µε τον πίνακα στροφής V12. Ας ονοµάσουµε V=diag{VCC,0,0}. Προφανώς, ο V
µετατίθεται µε τον †

23V . Χρησιµοποιώντας όλα αυτά, η εξίσωση χρονικής εξέλιξης γράφεται:

( ) ( )2 † † †
23 13 12 12 13 23i d / dt V W V M / 2E V W V V ν = + ν 

⇒ ( ) ( )2 † †
23 13 13 23i d / dt V W M / 2E W V V ν = + ν 

⇒ ( ) ( )† 2 † † †
23 13 13 23 23i d / dt V W M / 2E W V V V ν = + ν 

⇒ ( ) ( )† 2 † †
23 13 13 23i d / dt (V ) W M / 2E W V (V ) ν = + ν  (1.151)
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Ας χρησιµοποιήσουµε αντί για το ν, δηλαδή το άνυσµα του νετρίνου στην ιδιοβάση της
Hf, µια διαφορετική βάση, στην οποία το άνυσµα γράφεται †

23Vν = ν . Τότε, η (1.151) γράφε-
ται:

2 2
231 31
13 CC 13 13

1 1

2 2
2 2

3 3231 31
13 13 13

m ms V 0 s c
2E 2Edi 0 0 0

dt
m ms c 0 c
2E 2E

 ∆ ∆
+ ν ν       ν = ν    

    ν ν∆ ∆     
 

οπότε ανάγεται σε ένα πρόβληµα δύο γεύσεων:
2 2
31 CC 31

13 13
1 1

2 2
3 331 31 CC

13 13

m V mcos 2 sin 2d 4E 2 4Ei
dt m m Vsin 2 cos 2

4E 4E 2

 ∆ ∆
− θ + θ ν ν    =   ν ν ∆ ∆   θ θ − 
 

(1.152)

Είναι εύκολο να προσαρµόσουµε τον αλγόριθµο που χρησιµοποιήθηκε για την αριθµητι-
κή επίλυση της διαφορικής εξίσωσης χρονικής εξέλιξης στις δύο γεύσεις,  προκειµένου να
επιλύει το σύστηµα µε τρεις γεύσεις. Χρησιµοποιούµε τις κεντρικές τιµές των παραµέτρων
που αναφέρονται στις σχέσεις (1.62) και (1.61). Στην εικόνα 1.48 βλέπουµε την πιθανότητα
επιβίωσης ενός αρχικά ηλεκτρονικού νετρίνου, υπό την επίδραση του Ne(t) µε ρ0=10-16GeV3,
t0=0.2·1025GeV-1 και σ=1023GeV-1. Έχει γίνει επικέντρωση στους χρόνους κατά τους οποίους
το νετρίνο περνά µέσα από την ύλη. Στην εικόνα 1.49 βλέπουµε την πιθανότητα P(νe→νµ)
µαζί µε την Ρ(νe→ντ). ∆εν είναι δυνατόν να έχουµε µια πολύ καθαρή εικόνα για ολόκληρο
τον ολοκληρωµένο χρόνο, γιατί οι πιθανότητες ταλαντεύονται µε πολύ µικρότερο µήκος κύ-
µατος.

Α
Θα δ
γεύσ
να εξ
κολό
Εικόνα 1.48: Πιθανότητα επιβίωσης νe ενέργειας 3GeV, µε δ=0, καθώς διέρχεται από ύλη
µε Ne(t) γκαουσιανό µε  ρ0=10-16GeV3, t0=0.2·1025GeV-1 και σ=1023GeV-1
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υτό που έχει ενδιαφέρον είναι αν υπάρχει ΑΣΓΙ στην περίπτωση των τριών γεύσεων.
ούµε ότι υπάρχει. Αλλά ο ευθύς τρόπος µε τον οποίον εξαγάγαµε την ΑΣΓΙ στις δύο
εις θα είναι πολύ επίπονος στις τρεις γεύσεις. Γι’ αυτό θα δείξουµε πρώτα πώς µπορούµε
άγουµε την ΑΣΓΙ ευκολότερα στις δύο γεύσεις και θα χρησιµοποιήσουµε αυτόν τον ευ-
τερο τρόπο στην περίπτωση των τριών γεύσεων.
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Στις δύο γεύσεις χρησιµοποιήσαµε την εξίσωση χρονικής εξέλιξης στην ιδιοβάση του fla-
vor και απαιτήσαµε 2x t 0 t∂ ∂ = ∀ . Ο λόγος που το flavor ταλαντώνεται είναι ότι το νετρί-
νο που παράγεται σε έναν ασθενή κόµβο δεν είναι ιδιοκατάσταση της µάζας. ∆ηλαδή, αρχικά
δεν έχουµε ούτε ν1=0 ούτε ν2=0, όπου ν1,2 είναι οι (µιγαδικές) προβολές του νερίνου στην ι-
διοβάση των µαζών. Η συνθήκη που θα επέτρεπε στο νετρίνο να µην ταλαντώνεται είναι να
βρίσκεται αρχικά σε µία ιδιοκατάσταση µάζας. Ας απαιτήσουµε, λοιπόν για παράδειγµα, ν1=0
αρχικά και να δούµε αν η συνθήκη που θα προκύψει θα µοιάζει µε την ΑΣΓΙ της σχέσεως
(1.142).

e 0 0 1

0 0 2

cos sin
sin cosµ

ν θ θ ν    
=    ν − θ θ ν   

⇒ e0 01

0 02

cos sin
sin cos µ

νθ − θν    
=     νθ θν    

Εποµένως, αν απαιτήσουµε ν1=0 έχουµε:

0 e 0cos sin µθ ν = θ ν ⇒ e
0tan

µ

ν
= θ

ν
(1.153)

H (1.153) συνεπαληθεύεται µε την απαίτηση 
22

e 1µν + ν =  για:

( )2
e 01 1 cotν = + θ (1.154)

Αν απαιτήσουµε ν2=0 τότε παίρνουµε:
e

0cot
µ

ν
= − θ

ν
(1.155)

( )2
e 01 1 tanν = + θ (1.156)

∆εδοµένου ότι:
0 0

0 0
0 0

cos 2 1 cos 2 1cot , tan
sin 2 sin 2

θ + θ −
= θ = − θ

θ θ
(1.157)

βλέπουµε ξεκάθαρα ότι οι (1.153) και (1.154) ταυτίζονται µε την ΑΣΓΙ(+) της σχέσης (1.142)
, ενώ οι (1.155) και (1.156) ταυτίζονται µε την ΑΣΓΙ(-).

Εποµένως, όπως ήταν αναµενόµενο, η συνθήκη µη ταλάντωσης ταυτίζεται µε τη συνθήκη
αρχικά να έχουµε νετρίνο καθορισµένης µάζας. Αυτό το απόφθεγµα θα εφαρµόσουµε τώρα
στην περίπτωση των τριών γεύσεων.

Ισχύει η σχέση 
3

*
i i i i

i 1 e, ,
U Uα α α α

= α= µ τ

ν = ν ⇒ν = ν∑ ∑ . Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι, έ-

χοντας πάντα την απαίτηση 
22 2

e 1µ τν + ν + ν = , παίρνουµε:

2 2

e

1 1

,
µ

µ τ µ

ν = + Α + Β

ν = Αν ν = Βν
(1.158)

όπου για να ισχύει i i i1, 0′′ ′ν = ν = ν =  τα Α, Β είναι:
* *

i i *
*i* *

ii ei
* * * *

* ei i i i
ei *

i

U U
U UU U,

U U U UU
U

µ τ ′
µ ′

µτ

τ ′ τ τ
′

τ

 
  
 

−
Α = Β = − Α−

−
(1.159)

Η σχέση (1.158) µε τα Α και Β όπως ορίζονται στην (1.159) αποτελεί την ΑΣΓΙ στις τρεις
γεύσεις.
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Όπως περιµέναµε, στις τρεις γεύσεις η ΑΣΓΙ ικανοποιείται µε τρεις τρόπους. Αν ταυτί-
σουµε το x µε το νe, το y µε το νµ και το z µε το ντ, υπάρχουν τρεις τριάδες (|x0|2, |y0|2 , |z0|2)
για τις οποίες τα |x|2, |y|2 και |z|2 παραµένουν σταθερά. Οι τιµές που παίρνουν εξαρτώνται από
τις τρεις γωνίες µίξης και το δ.
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∆εύτερο Κεφάλαιο – Πειράµατα νετρίνων

Σε αυτό το κεφάλαιο πρόκειται να αναφερθούµε περιληπτικά σε ορισµένα σηµαντικά πειρά-
µατα νετρίνων που έγιναν ή που ακόµα βρίσκονται σε εξέλιξη. Ο σκοπός είναι να γίνει κατα-
νοητή η συµβολή κάθε πειράµατος στη γνώση που έχουµε σήµερα για τα νετρίνα. Φυσικά,
ιδιαίτερο βάρος θα δοθεί στο πείραµα MINOS, επί του οποίου εκπονείται η παρούσα εργασί-
α, το οποίο θα παρουσιαστεί µε αρκετά λεπτοµερή αναφορά τόσο στους στόχους που έχει
θέσει όσο και στα τεχνικά του χαρακτηριστικά.

Το πείραµα που πρώτο παρατήρησε το νετρίνο ήταν αυτό των Fred Reines και Cowan, το
1956, που χρησιµοποίησε έναν όγκο χλωριούχου καδµίου µε υλικό σπινθηρισµού, κοντά σε
έναν πυρηνικό αντιδραστήρα.

Σήµερα, τα πειράµατα νετρίνων είναι πολυάριθµα και χωρίζονται στις ακόλουθες κατη-
γορίες:

• Πειράµατα ηλιακών νετρίνων

• Πειράµατα διπλής β-διάσπασης

• Πειράµατα νετρίνων από πυρηνικούς αντιδραστήρες

• Πειράµατα ατµοσφαιρικών νετρίνων

• Τηλεσκόπια νετρίνων

• Πειράµατα άµεσης µέτρησης της µάζας των νετρίνων

• Βραχείας εµβέλειας πειράµατα επιταχυντών

• Μακράς εµβέλειας πειράµατα επιταχυντών

Για καθεµιά από τις παραπάνω κατηγορίες θα περιγράψουµε ένα αντιπροσωπευτικό πεί-
ραµα.
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 Το πείραµα SNO

Το πείραµα SNO είναι ένα πείραµα ηλιακών νετρίνων και το πλήρες όνοµά του είναι
Sudbury Neutrino Observatory. Λαµβάνει δεδοµένα από το Νοέµβριο του 1999, συγκεντρώ-
νοντας πληροφορίες για τα νετρίνα που προέρχονται από τον Ήλιο και για την κατάσταση
που επικρατεί στο εσωτερικό του Ηλίου. Ο ανιχνευτής του πειράµατος βρίσκεται σε βάθος
6800 ποδών, στο ορυχείο Creighton, στο Sudbury του Καναδά. Πρόκειται για έναν σφαιρικό
ανιχνευτή Cherenkov που περιέχει βαρύ ύδωρ, δηλαδή D2O. Όταν εισέρχονται στο βαρύ ύ-
δωρ νετρίνα παράγουν ακτινοβολία Cherenkov η οποία ανιχνεύεται από τους 9600 φωτοπολ-
λαπλασιαστές που βρίσκονται διατεταγµένοι στα όρια της σφαιρικής δεξαµενής. Η δεξαµενή
είναι κατασκευασµένη από ακρυλικό υλικό, έχει διάµετρο 12m και περιέχει συνολικά 1000
τόνους βαρέως ύδατος. Η σφαιρική δεξαµενή περιέχεται σε µια κυλινδρική δεξαµενή µε κα-
νονικό νερό (Η2Ο), ύψους 30 µέτρων. Χάρη στο µεγάλο πάχος βράχου που βρίσκεται πάνω
από τον ανιχνευτή επιτυγχάνεται η θωράκισή του από την κοσµική ακτινοβολία. Επιπλέον,
για να µειωθεί ο θόρυβος από προϊόντα πυρηνικών διασπάσεων που βρίσκονται στη σκόνη
και αλλού, ο χώρος του ανιχνευτή διατηρείται σε συνθήκες υψηλής καθαριότητας.

Ο σκοπός για τον οποίο δηµιουργήθηκε το SNO είναι να µετρήσει τη ροή, την ενέργεια
και την κατεύθυνση των νετρίνων που δηµιουργούνται στον ήλιο. Επίσης, σκόπευε να παρα-
τηρήσει και τους άλλους δύο τύπους νετρίνων, το νµ και το ντ.

Το ενδιαφέρον της επιστηµονικής κοινότητας στράφηκε στα ηλιακά νετρίνα προκειµένου
να δοθεί απάντηση στο άλυτο πρόβληµα των ηλιακών νετρίνων. Το πρόβληµα αυτό ανέκυψε
το 1967, όταν ο Ray Davis επιχείρησε να µετρήσει τη ροή των ηλιακών νετρίνων χρησιµο-
ποιώντας 600 τόνους χλωρίνης στο ορυχείο Homestake, στη South Dakota. Αυτό που παρα-
τηρήθηκε είναι ότι η ροή νe είναι περίπου το 1/3 αυτής που υπολόγιζαν τα ηλιακά µοντέλα.
Στον πίνακα 2.1 βλέπουµε τις αντιδράσεις που παράγουν τα ηλιακά νετρίνα σύµφωνα µε το
µηχανισµό p-p, ενώ παρατίθενται η ενέργεια της αντίδρασης, η µέση ενέργεια που λαµβάνει
το νετρίνο και ο χρόνος ζωής, που σχετίζεται µε την ενεργό διατοµή της κάθε αντίδρασης.
Στην εικόνα 2.1 βλέπουµε και το φάσµα των νετρίνων που προβλέπουν τα ηλιακά µοντέλα.

Αντίδραση Q (MeV) Lifetime (yr)

1.442 0.265 1010

1.442 1.442 1012

5.494 - 10

19.795 9.625 10

12.860 - 10

1.586 - 106

0.862 0.862 10-1

17.347 - 10
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0.137 - 10

17.98 6.71 10

Πίνακας 2.1: Αντιδράσεις παραγωγής ηλιακών νετρίνων

Επειδή η εµπιστοσύνη που υπάρχει στα ηλιακά µοντέλα είναι πολύ µεγάλη, καθώς αυτά
ερµηνεύουν πλήθος άλλων φαινοµένων, η επιστηµονική κοινότητα άρχισε να ερευνά το ενδε-
χόµενο τα νετρίνα να ταλαντώνονται, φαινόµενο που πλέον είναι εξακριβωµένο ότι συµβαί-
νει, όπως έχουµε ήδη δει στο πρώτο κεφάλαιο.

Τρεις είναι οι κύριες αντιδράσεις των νετρίνων µε το βαρύ ύδωρ:

i: Η CC αντίδραση νe + d → p + p + e-  (quasi-elastic σκέδαση)

Το νετρίνο ανταλλάζει ένα W µποζόνιο µε το νετρόνιο του δευτερίου και το µετατρέπει
σε πρωτόνιο, ενώ το ίδιο το νετρίνο δίνει τη θέση του σε ηλεκτρόνιο. Το ηλεκτρόνιο, ως ελα-
φρότερο, λαµβάνει σχεδόν όλη την ενέργεια που αρχικά είχε το νετρίνο. Λόγω της υψηλής
ενέργειας που αρχικά έχει το νετρίνο, το ηλεκτρόνιο αρχικά κινείται µε ταχύτητα σχεδόν ίση
µε c, οπότε εκπέµπει Cherenkov ακτινοβολία, εφόσον η ταχύτητα του φωτός στο D2O είναι
µικρότερη από c. Σχηµατική αναπαράσταση της διαδικασίας φαίνεται στην εικόνα 2.2.

ii: Η NC αντίδραση ν + d → p + n + ν  (διάσπαση του δευτερίου)

Με την ανταλλαγή ενός Ζ µποζονίου το δευτέριο διασπάται και το νετρόνιο σκεδάζεται
από πυρήνα σε πυρήνα. Όταν απορροφηθεί από κάποιον πυρήνα, κατά την αποδιέγερση του
παραγόµενου πυρήνα εκπέµπεται ακτινοβολία γ που στη συνέχεια σκεδάζει ηλεκτρόνια, τα
οποία µε τη σειρά τους εκπέµπουν ακτινοβολία Cherenkov. Το πόσο αποτελεσµατική είναι
αυτή η διαδικασία ανίχνευσης του νετρίνου εξαρτάται από το πόσο πιθανή είναι η απορρό-

Εικόνα 2.1: Φάσµα ηλιακών νετρίνων



Κεφάλαιο 2ο                                                                                                 Πειράµατα νετρίνων

φηση του νετρονίου από τους γύρω πυρήνες. Στο περιβάλλον του βαρέως ύδατος αυτή η α-
πορρόφηση είναι µεν δυνατή, αλλά όχι πολύ πιθανή. Γι’ αυτό έγινε αναβάθµιση του ανιχνευ-
τή διαλύοντας στο βαρύ ύδωρ 2 τόνους αλάτι (NaCl). Έτσι, αυξάνεται η πιθανότητα απορρό-
φησης του νετρονίου από τους πυρήνες 35Cl. Σχηµατική αναπαράσταση της διαδικασίας φαί-
νεται στην εικόνα 2.3. Στην εικόνα 2.4 βλέπουµε τη µεγάλη βελτίωση της αποτελεσµατικότη-
τας (efficiency) µετά την προσθήκη του άλατος. Για να γίνει η µέτρηση της efficiency χρησι-
µοποιήθηκε η ραδιενεργός πηγή νετρίνων 252Cf.

iii: Ελαστική σκέδαση µε ηλεκτρόνιο: ν + e- → ν + e-

Αυτή είναι η πιο απλή από τις αλληλεπιδράσεις που γίνονται στο βαρύ ύδωρ και το απο-
τέλεσµά της είναι απλώς ένα ταχέως κινούµενο ηλεκτρόνιο, που εκπέµπει Cherenkov ακτινο-
βολία. Το Standard Model προβλέπει τρία τέτοια γεγονότα κάθε µέρα στο SNO. Η αλληλεπί-
δραση αυτή φαίνεται σχηµατικά στην εικόνα 2.5.
Εικόνα 2.2: CC ανίχνευση νe στο βαρύ ύδωρ.
Εικόνα 2.3: ΝC ανίχνευση ν στο βαρύ ύδωρ.
Εικόνα 2.5: σκέδαση ν στο βαρύ ύδωρ.
σελ - 76 -
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Εικόνα 2.4: Αύξηση της efficiency στην ανίχνευση νετρονίων µετά την
προσθήκη του άλατος.
σελ - 77 -

SNO καταγράφει περίπου 10 γεγονότα κάθε µέρα. Μετρήσεις από τα έτη 2001 και
ειξαν καθαρά ότι περίπου τα 2/3 των νe που παράχθηκαν στον Ήλιο µετατράπηκαν σε
ατά τη διαδροµή τους προς της Γη. Αυτό εξηγεί γιατί το πείραµα του Ray Davis πα-
ε µόνο το 1/3 της ροής που ανέµενε.
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Το πείραµα HEIDELBERG-MOSCOW

Το πείραµα HEIDELBERG-MOSCOW (HM) είναι ένα από τα πειράµατα που αναζητούν
γεγονότα διπλής β-διάσπασης άνευ νετρίνων σε πυρήνες 76Ge.

Η διπλή β-διάσπαση αντιστοιχεί σε δύο διαδοχικές β-διασπάσεις. Είναι ένα φαινόµενο ε-
ξαιρετικά σπάνιο, µε t1/2~1021yr, αλλά έχει παρατηρηθεί και είναι απόλυτα σύµφωνη µε το
Standard Model. Αυτό που έχει µεγαλύτερο ενδιαφέρον είναι η άνευ νετρίνου διπλή β-
διάσπαση (0νββ), η οποία είναι πέραν του Standard Model καθώς παραβιάζει τη διατήρηση
του λεπτονικού αριθµού. Από τα όρια που τίθενται στο χρόνο ζωής αυτής της διάσπασης κα-
θορίζονται τόσο η ενεργός µάζα του νετρίνου, όσο και άλλες παράµετροι που αφορούν στην
υπερσυµµετρία και άλλες θεωρίες.

Το πείραµα ΗΜ βρίσκεται στο υπόγειο εργαστήριο του Gran Sasso, στην Ιταλία και χρη-
σιµοποιεί πέντε ανιχνευτές 10.9Kg 76Ge, εµπλουτισµένου σε ποσοστό 86%. Χάρη σ’ αυτόν
τον εµπλουτισµό, η ευαισθησία του πειράµατος αντιστοιχεί σε αυτήν που θα είχε ένα πείραµα
που θα χρησιµοποιούσε 1.2 τόνους φυσικού Ge. Το γεγονός ότι το εργαστήριο είναι υπόγειο
µειώνει το θόρυβο που προέρχεται από κοσµικά µιόνια κατά 6 τάξεις µεγέθους. Επίσης, προ-
στασία από το θόρυβο παρέχει η µολύβδινη προάσπιση του ανιχνευτή και η διαβροχή του µε
άζωτο.

Το πείραµα ΗΜ είναι εν εξελίξει και έχει ήδη δώσει αποτελέσµατα για την ενεργό µάζα
του νετρίνου.

T=(0.8 - 18.3)x1025 years (95% C.L.)
BestValue:T = 1.5 x 1025 years

Από τους οποίους χρόνους συνεπάγεται:
m v= (0.05 - 0.84) eV (95% C.L.)

Best value: m v= 0.39 eV (95% C.L.)
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KamLAND

To KamLAND (Kamioka Liquid scintillator Anti-Neutrino Detector) είναι ένα υπόγειο
πείραµα που συγκαταλέγεται στην κατηγορία των πειραµάτων µε πειράµατα νετρίνων από
πυρηνικούς αντιδραστήρες. Βρίσκεται στην περιοχή της Kamioka, στην Ιαπωνία. Αποτελεί
τον µεγαλύτερο ανιχνευτή αντινετρίνων χαµηλής ενέργειας που έχει κατασκευασθεί. Η λει-
τουργία του ελπίζεται να δώσει πληροφορίες όχι µόνο σωµατιδιακής φυσικής αλλά και γεω-
λογίας και αστροφυσικής.

Η θέση του ανιχνευτή είναι περιτριγυρισµένη από πυρηνικούς αντιδραστήρες που απέ-
χουν 150Km µε 200Km. Ο βασικός στόχος του πειράµατος είναι να παρατηρήσει ταλαντώ-
σεις ηλεκτρονικών αντινετρίνων που παράγονται στους αντιδραστήρες αυτούς. Τα αντινετρί-
να αυτά είναι χαµηλής ενέργειας, µέχρι 3.5MeV. Η ροή νετρίνων είναι αρκετά µεγάλη και η
ευαισθησία του ανιχνευτή αρκετά βελτιωµένη ώστε να αναµένονται περίπου 700 ανιχνεύσεις
(µη ταλαντωµένων) αντινετρίνων κάθε χρόνο.

Η ευαισθησία του πειράµατος σε χαµηλής ενέργειας νετρίνα επιτρέπει πιθανή επίλυση
του προβλήµατος των ηλιακών νετρίνων. Τα ηλιακά νετρίνα υψηλότερης ενέργειας παρατη-
ρούνται από το SΝΟ, ενώ θα τα παρατηρεί και το Super Kamiokande όταν ολοκληρωθεί. Ενώ
οι ανιχνευτές Cherenkov µε νερό είναι κατάλληλοι για να ανιχνεύουν σχετικά µεγαλύτερης
ενέργειας νετρίνα, το KamLAND έχει τη δυνατότητα παρατήρησης χαµηλοενεργειακών νε-
τρίνων χάρη στους 1000 τόνους καθαρού υγρού σπινθηριστή που διαθέτει.

Οι 1000 τόνοι υγρού σπινθηριστή περιέχονται σε ένα λεπτό πλαστικό σφαιρικό δοχείο,
διαµέτρου 13m. Το µπαλόνι αυτό περιβάλλεται από µια ατσάλινη σφαίρα διαµέτρου 18m. Η
ατσάλινη σφαίρα φέρει 1325 φωτοπολλαπλασιαστές (PMTs) των 17 ιντσών και 554 PMTs
των 20 ιντσών, προσφέροντας φωτο-κάλυψη 34%. Μεταξύ της πλαστικής και της ατσάλινης
σφαίρας υπάρχει ένα µίγµα δωδεκανίου και άλλων πολυµερών που λειτουργεί ως ασπίδα που
αποκόπτει το υπόβαθρο που προέρχεται από το εξωτερικό.

           Εικόνα 2.5: Ανατοµία του ανιχνευτή του KamLAND.

Η ατσάλινη σφαίρα µαζί µε την πλαστική συναποτελούν τον λεγόµενο εσωτερικό ανι-
χνευτή (inner detector (ID)). Ο ID περιέχεται σε έναν κυλινδρικό ανιχνευτή Cherenkov νερού,
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που φέρει 225 PMTs των 20 ιντσών και ονοµάζεται εξωτερικός ανιχνευτής (outer detec-
tor(OD)). O OD χρησιµοποιείται για να εντοπίζει γεγονότα που προέρχονται από την κοσµική
ακτινοβολία. Η ροή µιονίων από κοσµικές ακτίνες έχει µειωθεί κατά έναν παράγοντα 105,
χάρη στα 1000m βράχου που σκεπάζουν τον ανιχνευτή.

Όπως έχουµε δει στο πρώτο κεφάλαιο, τα νετρίνα χαµηλότερης ενέργειας ταλαντώνονται
µε µικρότερο µήκος ταλάντωσης. Όσο πιο µικρές ενέργειες µπορεί να ανιχνεύσει ένας ανι-
χνευτής, τόσο µικρότερη είναι η απαιτούµενη απόσταση από την πηγή, στην οποία θα είναι
ικανός να παρατηρήσει ταλάντωση νετρίνων.

Στην εικόνα 2.6 βλέπουµε τη µέτρηση του KamLAND, και άλλων πειραµάτων πυρηνι-
κών αντιδραστήρων.

Εικόνα 2.6: Ο λόγος της µετρούµενης ροής eν προς την αναµενόµενη, για διάφορα πειράµατα πυρη-
νικών αντιδραστήρων. Το µέγεθος της κουκίδας που αντιστοιχεί στη µέτρηση του KamLAND είναι
αντίστοιχο του εύρους των αποστάσεων που έχουν οι διάφοροι αντιδραστήρες από τον ανιχνευτή. Η
τετµηµένη του σηµείου αντιστοιχεί στη µέση απόσταση των αντιδραστήρων, υπολογισµένη µε βάρος
τη ροή που δέχεται ο ανιχνευτής από τον καθένα. Η γραµµοσκιασµένη περιοχή αντιστοιχεί στο κοµ-
µάτι του φασικού χώρου που ονοµάζεται LMA (βλ. εικόνα 2.13β). Η στικτή γραµµή αντιστοιχεί σε
παραµέτρους sin22θ=0.833 και ∆m2=5.5·10-5 eV2, που είναι οι επικρατέστερες τιµές της περιοχής
LMA.
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Το πείραµα ΙΜΒ

Το πλήρες όνοµα του πειράµατος αυτού είναι Irvine Michigan Brookhaven Experiment.
Ξεκίνησε στην αρχή της δεκαετίας του 1980 µε σκοπό την παρατήρηση πιθανής διάσπασης
του πρωτονίου. Σύµφωνα µε το Standard Model, το πρωτόνιο είναι σταθερό σωµάτιο, εφόσον
είναι το ελαφρύτερο βαρυόνιο και απαιτείται διατήρηση του βαρυονικού αριθµού. Όµως, σε
θεωρίες ενοποίησης το πρωτόνιο δεν είναι απαραιτήτως σταθερό σωµάτιο, αλλά διαθέτει πε-
περασµένο χρόνο ζωής. Με διάφορα πειράµατα που επιχειρούν να παρατηρήσουν τέτοιες
διασπάσεις σε τεράστιες συλλογές πρωτονίων έχει τεθεί ένα κάτω όριο στο χρόνο ζωής του
πρωτονίου που είναι της τάξης των 1033years, δηλαδή πολύ µεγαλύτερο από την ηλικία του
σύµπαντος (~109years).

Το ΙΜΒ αναζητά διασπάσεις πρωτονίων σε έναν όγκο νερού διαστάσεων 18x17x23 m3. Ο
ανιχνευτής είναι ένας ανιχνευτής Cerenkov νερού, δηλαδή, όπως και στο SNO και στο Kam-
LAND και αλλού, η δεξαµενή µε το νερό έχει στα τοιχώµατά της φωτοπολλαπλασιαστές
(PMTs) που ανιχνεύουν την Cerenkov ακτινοβολία που εκπέµπουν ταχέα σωµάτια στο νερό.
Ο ανιχνευτής, όπως συµβαίνει στα περισσότερα πειράµατα, είναι σε βάθος 600m, στο ορυ-
χείο Morton, στο Ohio των ΗΠΑ. Ο πετρώδης όγκος που καλύπτει τον ανιχνευτή µειώνει
δραστικά τη ροή φορτισµένων σωµάτων από την κοσµική ακτινοβολία που θα δηµιουργού-
σαν θόρυβο για τον σκοπό του πειράµατος.

Το ΙΜΒ µέσα στα 10 χρόνια λειτουργίας του, µέχρι το 1991, δεν παρατήρησε ούτε µία
διάσπαση πρωτονίου. Παρ’ όλα αυτά, έθεσε νέα όρια στο χρόνο ζωής του πρωτονίου και,
επιπλέον, έκανε ενδιαφέρουσες παρατηρήσεις νετρίνων που προέρχονταν από την ατµόσφαι-
ρα. Το ΙΜΒ και το Kamiokande παρατήρησαν για πρώτη φορά νετρίνα που προέρχονταν από
έκρηξη υπερκαινοφανούς. Επρόκειτο για το SN1987Α.

Ατµοσφαιρικά ονοµάζουµε τα νετρίνα που δηµιουργούνται στην ατµόσφαιρα λόγω της
αλληλεπίδρασης της κοσµικής ακτινοβολίας µε τα µόριά της. Καθώς τα νετρίνα διασχίζουν
τη Γη χωρίς να αλληλεπιδρούν ιδιαίτερα, στον ανιχνευτή του ΙΜΒ καταγράφονταν νετρίνα
από όλες τις κατευθύνσεις, δηλαδή από όλες τις ζενίθιες γωνίες.

Συνήθως αυτό που συµβαίνει στην ανώτερη ατµόσφαιρα λόγω της αλληλεπίδρασης µε
την κοσµική ακτινοβολία είναι να παράγονται κατά κύριο λόγο πιόνια. Τα πιόνια διασπόνται
σε µ + νµ, και αργότερα το µ διασπάται σε e + νµ + νe (εδώ για απλότητα δε διακρίνουµε σω-
µάτια από αντισωµάτια). Άρα, είναι λογικό να περιµένει κανείς στη γη να καταγράφει διπλά-
σιο αριθµό νµ από νe.

Όµως, το ΙΜΒ µέτρησε τον λόγο νe/νµ ίσο µε 0.54±0.13, ενώ το Kamiokande τον µέτρησε
ίσο µε 0.57 ± 0.10, αντί για 0.5 που προέβλεπε το SM. Εξακριβώθηκε µε διάφορους ελέγχους
ότι δεν υπήρχε λάθος στις µετρήσεις ή στην ερµηνεία τους, οπότε επιστρατεύθηκε η ιδέα της
ταλάντωσης των νετρίνων για να ερµηνεύσει το φαινόµενο. Πράγµατι, οι ταλαντώσεις ερµη-
νεύουν την απόκλιση του λόγου νe/νµ από το 0.5.

Επιπλέον, όπως έχουµε λεπτοµερώς εξετάσει στο πρώτο κεφάλαιο, οι πιθανότητες επιβί-
ωσης και ταλάντωσης εξαρτώνται από την ενέργεια του νετρίνου και από την απόσταση που
διανύει. Όταν η ενέργεια του νετρίνου είναι µικρή, οι ταλαντώσεις γίνονται µε τόσο µικρό
µήκος ταλάντωσης που πρακτικά αυτό που παρατηρείται είναι ο µέσος όρος της πιθανότητας
επιβίωσης, ανεξάρτητα από το πόση απόσταση διανύει το νετρίνο. Αντίθετα, σε νετρίνα µε-
γαλύτερης ενέργειας, η απόσταση στην οποία γίνεται η µέτρηση παίζει µεγάλο ρόλο για την
πιθανότητα ταλάντωσης. Τα νετρίνα που έχουν µικρή ζενιθία γωνία διανύουν µικρή απόστα-
ση, ίση µε το πάχος της ατµόσφαιρας (~15 Km) ενώ αυτά που έχουν µεγάλη ζενιθία γωνία
διανύουν απόσταση µέχρι και ίση µε τη διάµετρο της Γης. Εποµένως, η πιθανότητα ταλάντω-
σης των νετρίνων µε σχετικά υψηλή ενέργεια αναµένεται να είναι εξαρτώµενη από τη ζενιθία
γωνία απ’ την οποία έρχονται. Πράγµατι, αυτό παρατηρήθηκε στο ΙΜΒ και στο Kamiokande.

Στην εικόνα 2.7 βλέπουµε µια σύγκριση ανάµεσα στα γεγονότα νµ και στις Monte Carlo
προβλέψεις που παραβλέπουν την ταλάντωση. Για µικρή ζενίθια γωνία (cosθ≈1) έχουµε
συµφωνία, που οφείλεται στο ότι η διανυόµενη απόσταση είναι µικρή και δεν έχουµε εξαφά-
νιση µιονικών νετρίνων. Αντίθετα, τα νετρίνα που έρχονται από το ναδίρ προς τα πάνω είναι
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περίπου τα µισά από αυτά που θα είχαµε αν δεν υπήρχαν ταλαντώσεις, εφόσον η διαδροµή
που διανύουν αρκεί για να µειωθεί η πιθανότητα επιβίωσής τους.

Εικόνα 2.7: Λόγος του ποσοστού των νµ προς ποσοστό των νµ που προβλέπει το MC χωρίς ταλαντώ-
σεις νετρίνων, σαν συνάρτηση του συνηµιτόνου της ζενιθίας γωνίας.
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Το τηλεσκόπιο νετρίνων AMANDA

Το όνοµα του πειράµατος AMANDA προέρχεται από τα αρ-
χικά των λέξεων Antarctic Muon And Neutrino Detector Array.
Το πείραµα αυτό είναι το πρώτο µιας νέας γενεάς τηλεσκοπίων
που επιχειρούν να εξάγουν πολύτιµες πληροφορίες που µεταφέ-
ρουν κοσµικά νετρίνα πολύ υψηλής ενέργειας από τις εσχατιές
του σύµπαντος. Το γεγονός ότι τα νετρίνα αλληλεπιδρούν µόνο
ασθενώς τα καθιστά ιδανικούς φορείς πληροφορίας από αποµα-
κρυσµένα σηµεία, διότι η µέση ελεύθερη διαδροµή τους είναι
πολύ µεγαλύτερη από αυτήν των φωτονίων, τα οποία αλληλεπι-
δρούν ηλεκτροµαγνητικά.

Εν γένει, τα τηλεσκόπια νετρίνων πρέπει να είναι όσο το δυνατόν µεγαλύτερα, ώστε να
αυξάνεται η πιθανότητα ανίχνευσης νετρίνων εντός του χώρου τους, να είναι όσο γίνεται πιο
διαφανή, ώστε η ακτινοβολία Cerenkov να µην απορροφάται από το ίδιο το υλικό τους, και
όσο το δυνατόν πιο µονωµένα από την κοσµική ακτινοβολία και τη γήινη ραδιενέργεια. Μια
τοποθεσία που πληρεί όλες αυτές τις συνθήκες είναι η Ανταρκτική, όπου λειτουργεί το πεί-
ραµα AMANDA. Το παχύ στρώµα πάγου που την καλύπτει (~3Km) αποτελεί το υλικό στο
οποίο παράγεται ακτινοβολία Cerenkov από υπερ-ενεργειακά νετρίνα, ενώ ταυτοχρόνως είναι
σχεδόν απαλλαγµένο από φυσική γήινη ραδιενέργεια. Το τηλεσκόπιο αυτό παρατηρεί νετρίνα
που κατευθύνονται από το έδαφος προς την επιφάνεια, δηλαδή που έχουν διασχίσει τη Γη.
Μόνο τα νετρίνα είναι σε θέση να κάνουν κάτι τέτοιο. Παρόλο που οι κλιµατολογικές συνθή-
κες στην Ανταρκτική είναι αντιξοότατες, η εγκατάσταση του πειράµατος εκεί ήταν στα ση-
µεία πιο εύκολη από την εγκατάσταση θαλάσσιων τηλεσκοπίων, όπως του NESTOR, διότι το
έδαφος είναι σταθερό και δε χρειάζεται να κατασκευασθούν υποθαλάσσιοι σταθµοί ή ιδιαιτέ-
ρως ευπαθείς κατασκευές.

Το project AMANDA ξεκίνησε µε το πείραµα AMANDA-B10, το οποίο στη συνέχεια α-
ναβαθµίστηκε σε AMANDA-II. Χρησιµοποιεί 677 οπτικές µονάδες (optical modules) που
βρίσκονται σε βάθος από 1150 m µέχρι 2350 m κάτω από την επιφάνεια του πάγου. Σε αυτό
το βάθος, η ροή ατµοσφαιρικών µιονίων είναι 106 φορές µεγαλύτερη από τη ροή µιονίων που
προέρχονται από νµ. Παρ’ όλα αυτά, είναι δυνατόν να ξεκαθαριστεί το σήµα από το υπόβα-
θρο, ξεχωρίζοντας όπως είπαµε τα µιόνια που κινούνται από τη γη προς την επιφάνεια.

Η καρδιά κάθε οπτικής µονάδας είναι ένας φωτοπολλαπλασιαστής, ο οποίος ανιχνεύει
και ενισχύει το σήµα από το φως Cerenkov που δηµιουργείται µέσα στον πάγο. Ολόκληρη η
οπτική µονάδα είναι µέσα σε µια γυάλινη σφαίρα. Ολόκληρο το σύστηµα επικοινωνεί µε τον
επίγειο σταθµό µέσω 19 καλωδίων. Για να γίνει η βύθιση των οπτικών µονάδων στον πάγο
χρησιµοποιείται δέσµη ζεστού νερού η οποία διανοίγει ένα φρέαρ διαµέτρου περίπου 50 cm
και βάθους ~1500 m.

Οι οπτικές µονάδες είναι διατεταγµένες σε παράλληλες, κατακόρυφες αλυσίδες, δηµιουρ-
γώντας έναν κατακόρυφο κύλινδρο, ύψους περίπου 1500 m και διαµέτρου 120 m. Κάθε οπτι-
κή µονάδα µεταφέρει στην επιφάνεια το οπτικό προφίλ του φωτεινού σήµατος που καταγρά-
φει. Κατόπιν, αξιοποιώντας την πληροφορία από όλες τις µονάδες, γίνεται προσδιορισµός της
κατεύθυνσης του κώνου Cerenkov και της αφετηρίας του (vertex). Ο προσδιορισµός της ε-
νέργειας του µιονίου που προκύπτει από CC αλληλεπίδραση ενός νµ γίνεται µε χρήση νευρω-
νικών δικτύων, που είναι εκπαιδευµένα βάσει Monte Carlo γεγονότων. Κατόπιν, από την ε-
νέργεια του µιονίου υπολογίζεται η ενέργεια που είχε το νετρίνου που το δηµιούργησε, λαµ-
βάνοντας υπόψη την κατανοµή µεταφερόµενης ενέργειας (energy transfer distribution) που
υπολογίζεται θεωρητικά. Βεβαίως, σε όλη αυτή τη διαδικασία υπεισέρχονται συστηµατικά
σφάλµατα, ένα από τα οποία είναι και το πώς σκεδάζεται το φως Cerenkov από τον πάγο. Οι
σκεδάσεις αυτές επηρεάζουν το χρόνο που απαιτείται για να φτάσει το φως στις οπτικές µο-
νάδες, οπότε επηρεάζει σηµαντικά την όλη ανάλυση.
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Το πείραµα Mainz

Το πείραµα Mainz πρόκειται για ένα γερµανικό πείραµα άµεσης µέτρησης την µάζας του
νετρίνου.

Τα πειράµατα αυτής της κατηγορίας είναι ίσως τα πλέον απλά ως προς τις αρχές της φυ-
σικής στις οποίες βασίζονται. Αν θέλουµε να µετρήσουµε τη µάζα του νετρίνου χωρίς να κά-
νουµε οποιαδήποτε υπόθεση για τις υπόλοιπες ιδιότητές του, ο καλύτερος τρόπος είναι η µε-
λέτη της κινηµατικής σε µια αντίδραση που περιλαµβάνει ένα νετρίνο. Η β-διάσπαση πυρή-
νων είναι η πιο προσιτή αντίδραση που περιλαµβάνει ένα νετρίνο. Συγκεκριµένα, η β-
διάσπαση που χρησιµοποιείται στο πείραµα Mainz ως πιο πρόσφορη είναι η µετάβαση του
τριτίου 3Η σε ήλιο 3Ηe+:

3 3
eH He e 18.6keV+ −→ + + ν + (2.1)                  

Το ηλεκτρόνιο, λόγω του ότι η Q=18.6keV µοιράζεται σε 3 σώµατα, µπορεί και λαµβάνει
συνεχές φάσµα ενέργειας, µέχρι µια µέγιστη τιµή. Η µέγιστη αυτή τιµή εξαρτάται από τη µά-
ζα του νετρίνου. Στην εικόνα 2.8 βλέπει κανείς το πώς επηρεάζεται το άνω άκρο του ενερ-
γειακού φάσµατος του ηλεκτρονίου από τη µάζα του νετρίνου.

Εικόνα 2.8: Το ενεργειακό φάσµα του ηλεκτρονίου στη διάσπαση του τριτίου. ∆εξιά φαίνεται µε την
στικτή γραµµή η µορφή του φάσµατος αν mν=0, ενώ µε συνεχή γραµµή φαίνεται η µορφή του φάσµα-
τος θεωρώντας (υποθετικά) ότι m(ν1) = 1.0 eV, |Ue1|2 =0.7 και m(ν2)=1.5eV, |Ue2|2 =0.3. Η γραµµο-

σκιασµένη περιοχή αντιστοιχεί σε κλάσµα 2·10-13 του όλου ενεργειακού φάσµατος.

Ο ανιχνευτής του πειράµατος είναι γνωστός ως MAC-E-Filter (Magnetic Adiabatic Col-
limation followed by an Electrostatic Filter). Τέτοιοι ανιχνευτές χρησιµοποιούνται και σε άλ-
λα πειράµατα, όπως το Troitsk. Στην εικόνα 2.9 βλέπουµε τη σχηµατική αναπαράσταση του
φίλτρου αυτού. ∆ύο υπεραγώγιµα πηνία παράγουν ένα κατευθυντικό µαγνητικό πεδίο. Η πη-
γή βρίσκεται στο αριστερό µέρος και τα ηλεκτρόνια που εκπέµπονται µε κατεύθυνση προς το
«µπροστινό» ηµισφαίριο οδηγούνται από το πεδίο, εκτελώντας µια κίνηση κυκλότρου, µέχρι
τον φασµατογράφο που βρίσκεται στο δεξιό µέρος. Έτσι, ο φασµατογράφος καταγράφει ηλε-
κτρόνια µε αρχική κατεύθυνση εντός ενός ολόκληρου ηµισφαιρίου σχεδόν (κάλυψη 2π), ε-
φόσον το µαγνητικό πεδίο φροντίζει να καθοδηγεί όλα αυτά τα ηλεκτρόνια προς το µέρος του
φασµατογράφου. Στο µέσον της απόστασης το µαγνητικό πεδίο Β µειώνεται κατά αρκετές
τάξεις µεγέθους, µε αποτέλεσµα να δρα στα ηλεκτρόνια δύναµη προερχόµενη από το ρυθµό
µεταβολής του Β. Αυτή η δύναµη έχει ως αποτέλεσµα το µεγαλύτερο µέρος της ενέργειας
κυκλότρου να µετατρέπεται σε διαµήκη κίνηση. Αυτή η µεταβολή της ορµής των ηλεκτρονί-
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ων φαίνεται σχηµατικά στην εικόνα 2.9, στο κάτω µέρος, όπου φαίνεται η εξέλιξη του ανύ-
σµατος ορµής ενός ηλεκτρονίου. Λόγω του ότι το µαγνητικό πεδίο µεταβάλλεται αρκετά αρ-
γά, η µεταβολή στην ορµή των ηλεκτρονίων γίνεται κατά αδιαβατικό τρόπο, διατηρώντας τη
µαγνητική τους ροπή σταθερή. Πρακτικά, αυτό που επιτυγχάνει το φίλτρο µε λίγα λόγια είναι
να συγκεντρώνει σχεδόν όλα τα ηλεκτρόνια που εκπέµπονται (ισοτροπικά) εντός ενός ηµι-
σφαιρίου και να τα κατευθύνει ώστε να σχηµατίζουν µια ευρεία ζώνη, παράλληλα κινούµε-
νων σωµατιδίων. Επιπλέον, για να γίνει επιλογή των ενεργότερων ηλεκτρονίων, προκειµένου
µόνο αυτά να φτάνουν στον ανιχνευτή, χρησιµοποιούνται ηλεκτροστατικά πεδία µεταξύ κυ-
λινδρικών ηλεκτροδίων. Μόνο τα αρκετά ενεργά ηλεκτρόνια ξεπερνούν το φραγµό δυναµι-
κού που δηµιουργείται, ενώ τα ασθενέστερα οπισθοδροµούν. Κατόπιν, τα ηλεκτρόνια που
έχουν περάσει αυτόν τον φραγµό επανεπιταχύνονται και καταλήγουν στον ανιχνευτή.

Εικόνα 2.9: Αρχή λειτουργίας του MAC-E-Filter. Επάνω βλέπουµε τα µέρη του µηχανισµού, ενώ κά-
τω βλέπουµε το µετασχηµατισµό που παθαίνει το άνυσµα της ορµής ενός ηλεκτρονίου.
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Το πείραµα LSND

Το όνοµα του πειράµατος αυτού προέρχεται από τα αρχικά των λέξεων Liquid Scintilla-
tor Neutrino Detector. Πρόκειται για πείραµα ταλαντώσεων νετρίνων, το οποίο χρησιµοποιεί
έναν µόνο ανιχνευτή, οπότε δεν αφήνει νετρίνα να διανύσουν µεγάλες αποστάσεις και, ως εκ
τούτου, ανήκει στην κατηγορία των πειραµάτων ταλαντώσεων νετρίνων βραχείας εµβέλειας.
Βρίσκεται στο Los Alamos και έδωσε τα πρώτα του αποτελέσµατα το 1995, ενώ έχει πάψει
να λαµβάνει δεδοµένα από το 1998. Το πείραµα δηµοσιοποίησε γεγονότα υποψήφια για

eµν → ν  και eµν → ν .
Ο σχεδιασµός του πειράµατος έγινε µε σκοπό να επιτυγχάνει υψηλή ευαισθησία στην α-

νίχνευση ταλαντώσεων eµν → ν , νετρίνων που παράγονται από τη διάσπαση π+ σε ηρεµία.
Ο επιταχυντής LANSCE που χρησιµοποιεί το LSND αποτελεί µια πολύ ισχυρή πηγή νετρί-
νων χαµηλής ενέργειας. Επιταχύνει πρωτόνια σε ενέργεια 800MeV, επιτυγχάνοντας ηλεκτρι-
κό ρεύµα έντασης 1mA. Τα πρωτόνια αυτά κατευθύνονται σε στόχο νερού, όπου παράγονται
σχεδόν αποκλειστικά πιόνια, ενώ η παραγωγή καονίων σε αυτήν την ενέργεια είναι πολύ

σπάνια.
Ο ανιχνευτής του LSND είναι σχε-

δόν κυλινδρικός, µε µήκος 8.3 m και
διάµετρο 5.7 m. Το κέντρο του ανιχνευ-
τή απέχει 30 m από την πηγή των νε-
τρίνων, δηλαδή από τον όγκο χαλκού
στον οποίον σταµατούν τα µ+ (βλ. εικό-
να 2.10). Στο εσωτερικό τοίχωµα του
κυλίνδρου υπάρχουν 1220 φωτοπολλα-
πλασιαστές Hamamatsu, παρέχοντας
25% φωτοκάλυψη. Ο ανιχνευτής περιέ-
χει 167 τόνους υγρού σπινθηριστή. Το
υλικό που χρησιµοποιείται ως σπινθη-
ριστής είναι ένα ειδικό ορυκτέλαιο πυ-
κνότητας 0.031 g/l. Όντας τόσο αραιό
το υλικό αυτό επιτρέπει τη διάδοση του
φωτός στο εσωτερικό του, χωρίς σηµα-

ντική εξασθένιση, µε µήκος εξασθένησης πάνω από 20 m για µήκος κύµατος µεγαλύτερο από
400 nm. Έτσι, διαδίδεται η ακτινοβολία Cerenkov
και το φως του σπινθηρισµού και ανιχνεύονται από
τους φωτοπολλαπλασιαστές που περιβάλλουν το
υγρό. Η πληροφορία του χρόνου στον οποίον
καταγράφεται ένας παλµός σε κάθε PMT σε
συνδυασµό µε το ύψος του παλµού, οδηγεί στον εντο-
πισµό της τροχιάς του σωµατιδίου που παράγει το
φως. Η τροχιά ανακατασκευάζεται µε σφάλµα
περίπου 30 cm, ενώ η κατεύθυνσή της
προσδιορίζεται µε αβεβαιότητα ~12°. Η ενέργεια του
σωµατιδίου προσδιορίζεται µε σχετικό σφάλµα ~7%.
Η αναγνώριση των σωµατιδίων γίνεται χάρη στο
γεγονός ότι ο κώνος Cerenkov είναι ευρύτερος για
λιγότερο ταχέα σωµάτια και οξύτερος για περισσότερο σχετ
ότι ο κώνος Cerenkov έχει άνοιγµα που χαρακτηρίζεται α
όπου

cosθ = 1/(ηβ)
όπου η: ο συντελεστής διάθλασης του µέσου και β: η ταχύτη
την εν κενώ ταχύτητα του φωτός.
Εικόνα 2.11: Κώνος Cerenkov
Εικόνα 2.10: Το stopper όπου σταµατούν και δια-
σπώνται τα µ+ και ο ανιχνευτής
σελ - 86 -

ικιστικά σωµάτια. Να θυµίσουµε
πό τη γωνία θ (βλ. εικόνα 2.11),

(2.2)
τα του σωµατιδίου διαιρεµένη µε
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Τα περισσότερα π+ που παράγονται στο στόχο της δέσµης έρχονται σε ηρεµία και δια-
σπώνται δίνοντας:

ee+ + + +
µ µπ →µ + ν και µ → + ν + ν

δίνοντας µν  µέγιστης ενέργειας 52.8 MeV. Η απόσταση από το σηµείο παραγωγής των πιο-
νίων µέχρι το stopper είναι αρκετά µικρή, ώστε µόνο το 3.4% των πιονίων να προλαβαίνει να
διασπασθεί εν πτήση.

Τα eν  που παράγονται µε αφετηρία τα παραγόµενα −π  είναι λίγα σε σύγκριση µε τα µν .
Τρεις είναι οι αιτίες: (1) Όταν η δέσµη πρωτονίων προσπίπτει σε στόχο νερού παράγονται

+π  και −π  σε αναλογία 8:1. (2) Τα −π  που φτάνουν σε ηρεµία στο stopper απορροφώνται
πριν προλάβουν να διασπασθούν, οπότε τα eν  που φθάνουν κατευθείαν στον ανιχνευτή (α-

γνοώντας τις ταλαντώσεις φυσικά) παράγονται µόνο από −π  που διασπώνται εν πτήση. (3)
Τα −µ  που παράγονται από τη διάσπαση των εν πτήση −π  σταµατούν στο stopper και τα
περισσότερα παγιδεύονται σε ατοµικές τροχιές δίνοντας µν . Μόνο 12% δεν παγιδεύονται και

διασπώνται δίνοντας eν . Εποµένως, αναµένουµε eν : µν  ~ (1/8)(0.034)(0.12) ≈ 5·10-4. Πα-

ρατήρηση µεγαλύτερου ποσοστού eν  πιθανά µαρτυρά ταλάντωση eµν → ν .

Η αντίδραση που σηµατοδοτεί την αλληλεπίδραση ενός eν  στον ανιχνευτή είναι η αντί-

στροφη β-διάσπαση: e p n e+ν + → + . Η αντίδραση αυτή ακολουθείται από την
n p d (2.2MeV)+ → + γ , ενώ και το ποζιτρόνιο εξαϋλώνεται δίνοντας φωτόνια. Για να κα-
θορισθεί ποσοτικά αν ένα παρατηρούµενο φωτόνιο είναι φωτόνιο 2.2 MeV σχετιζόµενο µε
την εξαΰλωση του ποζιτρονίου χρησιµοποιείται ο παράγων R, ο οποίος είναι η πιθανότητα το
φωτόνιο να σχετίζεται (δηλ. να προέρχεται από το ίδιο eν ) προς την πιθανότητα να µη σχετί-
ζεται, δηλαδή να καταγράφεται τυχαία την ίδια στιγµή ενώ προέρχεται από αλλού. Κατόπιν
αφαιρέσεως του υποβάθρου, παρατηρήθηκε πλεόνασµα eν  σε σχέση µε τα αναµενόµενα,
που σηµαίνει ότι, εάν το πλεόνασµα αυτό προέρχεται από ταλαντώσεις eµν → ν , τότε η πι-
θανότητα αυτής της ταλάντωσης προσδιορίσθηκε ίση µε  (0.31±0.12±0.05)%.

Όσο για τα την ταλάντωση eµν → ν , η χαρακτηριστική αντίδραση που µας επιτρέπει την

αναγνώριση ενός νe είναι η eC e X−ν →  µε ενέργεια ηλεκτρονίου e60 E 200MeV< < .
Βασικές πηγές υποβάθρου, δηλαδή πηγές που δίνουν κατ’ ευθείαν νe είναι οι (α)

ee+ +
µµ → ν + + ν  και (β) ee+ +π → +ν . Η πιθανότητα που µέτρησε το LSND για τη συ-

γκεκριµένη ταλάντωση είναι (0.26±0.10±0.05)%.
Τα συστηµατικά σφάλµατα και οι πηγές υποβάθρου για τη µελέτη των δύο καναλιών

eµν → ν  και eµν → ν  είναι εντελώς διαφορετικά, οπότε το LSND προσδιόρισε µε δύο ανε-
ξάρτητους τρόπους τις παραµέτρους ταλάντωσης που δίνουν καλύτερη συµφωνία µε τις µε-
τρούµενες πιθανότητες ταλάντωσης.  Στην εικόνα 2.12 φαίνεται ο παραµετρικός χώρος

( )2 2
12 12m ,sin 2∆ θ  και έχει σχεδιασθεί η περιοχή των παραµέτρων που προσδιόρισε το

LSND µε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% και 99%, σε παράθεση µε τις περιοχές που είχαν απο-
κλειστεί από τα πειράµατα Bugey, Karmen και E776.
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Η πιο σηµαντική παρατήρηση του LSND είναι ότι υπάρχουν τρεις διαφορές µάζας ∆m2

που ικανοποιούν τις παρατηρούµενες ταλαντώσεις. Για να υπάρχουν τρεις ∆m2 πρέπει είτε να
υπάρχουν νετρίνα που δεν αλληλεπιδρούν ούτε µε ασθενείς αλληλεπιδράσεις, τα λεγόµενα
sterile νετρίνα (νs), ή υπάρχει διαφορά στις παραµέτρους των ταλαντώσεων µεταξύ νετρίνων
και µεταξύ αντινετρίνων. Το πείραµα MiniBooNE θα ελέγξει το αποτέλεσµα του LSND και
εάν αυτό επιβεβαιωθεί θα δώσει τη θέση του στο πείραµα BooNE.

Εικόνα 2.12: Παράµετροι που προσδιόρισε το LSND και που
απέκλεισαν τα E776, Karmen και Bugey
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Πριν προχωρήσουµε στην περιγραφή του πειράµατος MINOS, που αποτελεί ένα πείραµα
µακράς εµβέλειας, είναι σκόπιµο να συνοψίσουµε τα αποτελέσµατα όλων των πειραµάτων,
δείχνοντας σε δύο διαγράµµατα τον παραµετρικό χώρο των ταλαντώσεων και σχεδιάζοντας
τις περιοχές που έχουν αποκλεισθεί ή ανιχνευθεί. Αυτά τα διαγράµµατα φαίνονται στις εικό-
νες 2.13α και 2.13β.

Εικόνα 2.13α: Οι παράµετροι 2
23m∆  και sin22θ23.
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Εικόνα 2.13β: Οι παράµετροι 2
12m∆  και tan2θ12.
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Το πείραµα MINOS

Γενικά στοιχεία
Τα πειράµατα ταλαντώσεων νετρίνων είναι δύσκολα πειράµατα λόγω της δυσχέρειας που

υπάρχει στην ανίχνευση των νετρίνων. Αν και έχουν προηγηθεί αρκετά τέτοια πειράµατα,
όπως περιγράψαµε, εξακολουθεί να υπάρχει σκεπτικισµός, καθώς νετρίνα µε µάζα είναι συµ-
βατά µόνο µε θεωρίες πέραν του Standard Model. Ειδικά µετά το πείραµα LSND, που αν α-
ποδειχθεί σωστό αποκαλύπτει νέα φυσική και νέα ερωτήµατα, η ανάγκη για ένα πείραµα που
να κάνει λεπτοµερή και ακριβή µέτρηση των ταλαντώσεων καθίσταται αδήριτη. Το MINOS
είναι ένα τέτοιο πείραµα, το οποίο θα επιχειρήσει να παρατηρήσει ταλαντώσεις νετρίνων µε
διάφορες ανεξάρτητες, παράλληλες µετρήσεις, κάθε µια από τις οποίες θα απαντά σε µια συ-
γκεκριµένη ερώτηση που αφορά τις ταλαντώσεις νετρίνων. Οι στόχοι του MINOS συνοψίζο-
νται στις εξής προτάσεις:

1. Εάν οι παράµετροι ταλάντωσης βρίσκονται εκτός της περιοχής που µπορεί να
παρατηρήσει το MINOS, τότε πρέπει να επιτύχει τον προσδιορισµό µιας όσο το
δυνατόν ευρύτερης αποκλειόµενης περιοχής στον παραµετρικό χώρο.

2. Εάν το MINOS έχει ευαισθησία στην περιοχή όπου πραγµατικά βρίσκονται οι
παράµετροι της ταλάντωσης, τότε πρέπει να επιδείξει τις ταλαντώσεις και να
προσδιορίσει τις παραµέτρους ταλάντωσης µε µεγάλη ακρίβεια, προσδιορίζοντας
και τα κανάλια των παρατηρούµενων ταλαντώσεων.

Το πείραµα θα ξεκινήσει, άνευ απροόπτου, το 2005. Για να δύναται να επιτύχει τους στόχους
του, διαθέτει ορισµένα χαρακτηριστικά στη σχεδίαση:

Είναι πείραµα δύο ανιχνευτών που χρησιµοποιεί δέσµη νετρίνων που παράγονται µε χρή-
ση επιταχυντή, γι’ αυτό και χαρακτηρίζεται «πείραµα νετρίνων µακράς εµβέλειας µε επιταχυ-
ντή». Ο ένας ανιχνευτής βρίσκεται κοντά στην πηγή των νετρίνων, στο Fermilab, και γι’ αυτό
αποκαλείται κοντινός ανιχνευτής (near detector). Ο άλλος είναι µεγαλύτερος και βρίσκεται
στο ορυχείο του Soudan. Η απόσταση µεταξύ των ανιχνευτών είναι τέτοια ώστε να επιτρέπει
την παρατήρηση ταλαντώσεων εφόσον οι παράµετροι είναι στην περιοχή που υπέδειξε το
προηγούµενο πείραµα Super-Kamiokande. Όσο για την αρχιτεκτονική των δύο ανιχνευτών,
έγινε προσπάθεια να είναι όσο το δυνατόν όµοια, ώστε να ελαχιστοποιηθούν τα συστηµατικά
σφάλµατα στη σύγκριση των ενεργειακών φασµάτων των νετρίνων που θα καταγράψουν.
∆ηλαδή, οι δύο ανιχνευτές έχουν παρόµοια ενεργά µέρη, ίδιο πάχος επιπέδων σιδήρου και
παρόµοια µαγνητικά πεδία.

Τέλος, το πείραµα έχει σχεδιασθεί ώστε να είναι προσαρµόσιµο στις συνθήκες που θα α-
ντιµετωπίσει στην αρχή της λειτουργίας του. Αν δηλαδή µε τις πρώτες µετρήσεις διαπιστωθεί
ότι οι παράµετροι ταλάντωσης βρίσκονται σε µια κάπως διαφορετική περιοχή του παραµε-
τρικού χώρου, θα υπάρχει δυνατότητα να µεταβληθεί το ενεργειακό φάσµα των νετρίνων ώ-
στε να είναι πιο ευαίσθητο στη νέα περιοχή του παραµετρικού χώρου.

Σύνοψη στόχων και παραµέτρων πειράµατος

Εάν το πείραµα MINOS εντοπίσει ταλαντώσεις νετρίνων, τότε θα είναι σε θέση να µε-
τρήσει τις παραµέτρους ταλάντωσης και να προσδιορίσει τα κανάλια ταλάντωσης, δηλαδή
µεταξύ ποιων γεύσεων παρατηρείται ταλάντωση. Οι ρυθµίσεις του πειράµατος είναι τέτοιες
ώστε να παρέχουν µέγιστη ευαισθησία σε ταλαντώσεις eµν → ν  και µ τν → ν , εφόσον οι
παράµετροι ταλάντωσης είναι αυτές που προσδιόρισε το πείραµα ατµοσφαιρικών νετρίνων
Super-Kamiokande (βλ. εικόνα 2.13α). Στον πίνακα 2.2 συνοψίζονται ποσοτικά οι στόχοι ως
προς την ευαισθησία του πειράµατος σε διάφορες µετρήσεις.
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Οι στόχοι του πε
χρησιµοποιείται η δέ
πάρχουν στο µακριν
νότα φορτισµένου ρε
σε αλληλεπιδράσεις 
αλληλεπίδραση ενός 

Επίσης, η απόστα
του µακρινού ανιχνε
λάντωσης σε ένα µε
προηγούµενα πειράµ
το πείραµα Super-Ka
που έχει να χρησιµοπ
γραφο.

Τα πιο ευαίσθητ
κάνοντας σύγκριση τ
στους δύο ανιχνευτές
πίνακα 2.4. Εκεί βλέ
οπότε σχεδόν όλα τα
αλληλεπιδράσεις. Αυ
µικρό ποσοστό των ν
GeV. Εποµένως, αν 
θα αυξηθούν στο µακ

Για να είναι το π
παρατηρήσει, είναι α
στις γεωµετρικές ιδιό
των τριών νετρίνων.
κανότητα πρέπει να υ
χνευτές σε επόµενη π

Όµως, ο προσδιο
τον προσδιορισµό τη
τή, απαιτεί πολύ καλ
φάλαιο. Η παράµετρ
κι από την τοπολογικ

όριο µ τν → ν , µεγάλ

όριο µ τν → ν , (2sin

όριο µ τν → ν , 2sin
γειας
όριο µ τν → ν , (2sin
όριο eµν → ν , µεγάλ

όριο eµν → ν , (2sin
ακρίβεια στη µέτρηση
ακρίβεια στη µέτρηση

όριο στη µίξη των µν

Πίνακας 2.2: Οι στόχο
ότι χρησιµοποιείται η 
Μέτρηση Ευαισθησία (90% C.L.)
ο ∆m2 ( )2 2sin 2 1.5 10−θ > ×  (NC/CC test)

)2 1θ = , δέσµη ευρέος φάσµατος ∆m2>2·10-3 eV2 (NC/CC test)

( )2 1θ = , δέσµη χαµηλής ενέρ- ∆m2>5·10-4 eV2 (εξαφάνιση νµ)

)2 1θ = , αναγνώριση λεπτονίου τ ∆m2 > 1.5·10-3 eV2 (γεγονότα CC ντ)

ο ∆m2 ( )2sin 2θ >2·10-3 (test εµφάνισης νe)

)2θ =1 ∆m2>3·10-4 eV2 (test εµφάνισης νe)

 του ∆m2 1·10-3 eV2 για ∆m2 = 10-2 eV2

 του ( )2sin 2θ 1·10-1 για ∆m2 = 10-2 eV2

e→ν , µ τν → ν ( )2sin 2θ < 0.05 για ∆m2 = 10-2 eV2

ι φυσικής του πειράµατος MINOS. Όπου δεν αναφέρεται διαφορετικά υποτίθεται
δέσµη ευρέος φάσµατος. Εάν δεν παρατηρηθούν ταλαντώσεις, τότε τα παραπάνω

όρια θα έχουν τεθεί µε επίπεδο εµπιστοσύνης 90%.
σελ - 92 -

ιράµατος καθορίζουν και τα χαρακτηριστικά του. Συγκεκριµένα, όταν
σµη ευρέος φάσµατος (δηλαδή µικρών και µεγάλων ενεργειών), θα υ-
ό ανιχνευτή ντ µε ενέργεια αρκούντως µεγάλη για να σηµειωθούν γεγο-
ύµατος (CC). Στον πίνακα 2.4 φαίνονται ορισµένες ενέργειες κατωφλίου
νετρίνων και βλέπουµε ότι η ενέργεια που χρειάζεται για να γίνει CC
ντ µε ένα νετρόνιο είναι περίπου 3.45 GeV.
ση κοντινού – µακρινού ανιχνευτή (735 Km) σε συνδυασµό µε τη µάζα
υτή, θα µας παρέχουν δυνατότητα προσδιορισµού των παραµέτρων τα-
γάλο κοµµάτι της περιοχής του παραµετρικού χώρου, όπου δείχνουν τα
ατα ατµοσφαιρικών νετρίνων. Το κάτω άκρο της περιοχής που εντοπίζει
miokande µπορεί να διερευνηθεί από το MINOS, χάρη στη δυνατότητα
οιήσει δέσµη χαµηλότερης ενέργειας, όπως θα δούµε σε επόµενη παρά-

α όρια στην παρατήρηση της ταλάντωσης νµ → ντ µπορούν να τεθούν
ου λόγου των αλληλεπιδράσεων NC (ουδετέρου ρεύµατος) προς τις CC
. Αυτό είναι κατανοητό αν παρατηρήσουµε τις ενέργειες κατωφλίου του
πουµε ότι τα νµ µε ενέργεια Ε>110.15 MeV δίνουν CC αλληλεπιδράσεις,
 νµ και στο µακρινό και στον κοντινό ανιχνευτή θα δίνουν CC και NC
τό που θα αλλάξει εάν γίνεται ταλάντωση νµ → ντ είναι ότι µόνο ένα
τ θα δίνει CC αλληλεπιδράσεις, το ποσοστό των ντ που θα έχει Ε>3.45
γίνεται αυτή η ταλάντωση περιµένουµε ότι τα NC προς τα CC γεγονότα
ρινό ανιχνευτή, όπου κάποια νµ θα έχουν ταλαντωθεί σε ντ.
είραµα σε θέση να προσδιορίσει τα κανάλια ταλάντωσης που πιθανά θα
ναγκαίο να µπορεί να διακρίνει τις διαφορές ανάµεσα στις ενέργειες και
τητες των showers και των tracks των προϊόντων των αλληλεπιδράσεων

 Για να έχουν οι δύο ανιχνευτές την αναγκαία τοπολογική διακριτική ι-
πάρχουν αρκετές µικρές ενεργές κυψελίδες (θα περιγράψουµε τους ανι-
αράγραφο) και το κατάλληλο µαγνητικό πεδίο.
ρισµός του ∆m2 που, όπως είδαµε και στο πρώτο κεφάλαιο, θα γίνει από
ς θέσης του ελαχίστου του ενεργειακού φάσµατος στο µακρινό ανιχνευ-
ή ενεργειακή διακριτική ικανότητα, όπως επίσης είδαµε στο πρώτο κε-
ος της καλοριµετρικής διακριτικής ικανότητας έχει µεγαλύτερη σηµασία
ή διακριτική ικανότητα. Αδρονική καλοριµετρική διακριτική ικανότητα
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χρειάζεται στη µέτρηση της ενέργειας των αδρονικών καταιγισµών (showers) που ακολου-
θούν τις CC αλληλεπιδράσεις µε νετρόνια. Ηλεκτροµαγνητική καλοριµετρική διακριτική ικα-
νότητα χρειάζεται στη µέτρηση των ηλεκτροµαγνητικών καταιγισµών που ακολουθούν τις
CC αλληλεπιδράσεις του νe, ώστε να είµαστε σε θέση να εντοπίσουµε άµεσα το κανάλι

eµν → ν .
Εφόσον η καλοριµετρική διακριτική ικανότητα είναι τόσο σηµαντική, ιδιαίτερη βαρύτητα

έχει δοθεί στη σωστή βαθµονόµηση των ηλεκτρονικών των δύο ανιχνευτών. Για να γίνει η
βαθµονόµηση (calibration) των ηλεκτρονικών, έχει κατασκευασθεί ένας ανιχνευτής-
µινιατούρα, χονδρική αποµίµηση των δύο ανιχνευτών του MINOS, ο οποίος βρίσκεται στο
CERN, ήδη λειτουργεί και ονοµάζεται CALDET (Calibration Detector).

Στον πίνακα 2.3 συνοψίζονται τα βασικά τεχνικά χαρακτηριστικά του πειράµατος MI-
NOS.

Μάζα κοντιν
Μάζα µακριν
Επίπεδα σιδή
Μαγνητικό π
Ενεργά επίπε
Ενεργές λωρ
Απόσταση κ
να διάσπαση
Απόσταση µ
να διάσπαση
ρυθµός πρόσ

Ενέργεια νε
σµατος)
ενεργειακή β

Ηλεκτροµαγ
ικανότητα
Αδρονική κ
τητα
Καλοριµετρι
ενέργεια µιο

∆ιάκριση NC
Ρυθµός γεγο
ανιχνευτή
Ρυθµός γεγ
ανιχνευτή
Σχετική αβε
γονότων µετ
χνευτή
Χαρακτηριστικό Τιµή
ού ανιχνευτή 0.98 kt συνολικά, 100 t ωφέλιµοι
ού ανιχνευτή (2 supermodules) 5.4 kt συνολικά, 3.3 kt ωφέλιµοι
ρου (στο µακρινό ανιχνευτή) 8 m εύρος, οκτάγωνα πάχους 2.54 cm
εδίο (στο µακρινό ανιχνευτή) Τορροειδές, 1.5 Τ σε ακτίνα 2 m
δα (planes) Πολυστυρένιο
ίδες (strips) 4.1 cm εύρος, 1 cm εύρος, ~8 m µήκος
οντινού ανιχνευτή από το σωλή-
ς

290 m

ακρινού ανιχνευτή από το σωλή-
ς

730 km

πτωσης κοσµικών ακτινών 270 Hz στον κοντινό, 1 Hz στο µακρινό ανι-
χνευτή

τρίνων στη δέσµη (ευρέος φά- 8 µε 25 GeV

αθµονόµηση 5% απολύτως, 2% µεταξύ µακρινού-
κοντινού

νητική καλοριµετρική διακριτική 0.23/ Ε  + ( )const 0.05<

αλοριµετρική διακριτική ικανό- 0.60/ Ε  + ( )const 0.07<

κή διακριτική ικανότητα στην
νίων

<12% (χρησιµοποιώντας πληροφορία της
καµπύλωσης της τροχιάς και της καλυπτόµε-
νης απόστασης)

 – CC Αποδοτικότητα (efficiency) > 90%
νότων νετρίνων στον κοντινό 20 γεγονότα / βολή (spill) στην περιοχή του

στόχου
ονότων νετρίνων στο µακρινό άνευ ταλαντώσεων: 3000 γεγονότα CC νµ

ανά (kt·yr)
βαιότητα στο σχετικό ρυθµό γε-
αξύ µακρινού – κοντινού ανι-

2%

Πίνακας 2.3: Πειραµατικά χαρακτηριστικά του MINOS
σελ - 93 -
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∆

4

τν 3.09 TeV 3.08 TeV 0 3.45 GeV

µν 10.92 GeV 0 110.15 MeV

eν 0

Πίνακας 2.4: Ενέργειες κατωφλίου σε CC αλληλεπιδράσεις νετρίνων.
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έσµη νετρίνων και τοποθέτηση του πειράµατος

Το MINOS χρησιµοποιεί τον Main Injector του
Fermilab για να παράγει τη δέσµη νετρίνων, µε τρόπο
που θα δούµε στη συνέχεια. Η δέσµη νετρίνων περνά
από τον κοντινό ανιχνευτή, που βρίσκεται ~290 m από
το σωλήνα διάσπασης όπου παράγονται τα νετρίνα, κα-
τευθυνόµενη προς το ορυχείο του Soudan, στη βόρεια
Minessota, όπου σε απόσταση 730 km βρίσκεται ο µα-
κρινός ανιχνευτής. Λόγω της καµπυλότητας της Γης, η
δέσµη στο Fermilab φαίνεται πως βυθίζεται µε κλίση 57
mrad (3.3°) ως προς τον ορίζοντα. Έξι λόγοι συνέβαλαν
στην επιλογή του Soudan mine για την τοποθέτηση του
µακρινού ανιχνευτή:
1) Η απόσταση των L=730 km είναι µια καλή
επιλογή ώστε να συνδυάζεται η ακρίβεια στη µέτρηση
του ( )2sin 2θ  (που απαιτεί µικρότερο L) και η ακρίβεια
στη µέτρηση του ∆m2 (που απαιτεί µεγαλύτερο L, εφό-
σον όσο µικραίνει το ∆m2 τόσο µεγαλύτερη απόσταση
απαιτούν οι ταλαντώσεις). Στην επιλεγµένη απόσταση
µπορούµε να πετύχουµε ευαισθησία κάτω από 10-3 eV2

στο ∆m2 και 0.01 στο ( )2sin 2θ .
2) Στο Soudan mine είχαν προϋπάρξει τα πειρά-
µατα Soudan 1 και Soudan 2, οπότε στο συγκεκριµένο
ορυχείο ήδη υπήρχε πολύτιµη υποδοµή για ένα ακόµα
πείραµα νετρίνων.
3) Ο ανιχνευτής του πειράµατος Soudan 2, ο
οποίος είναι πολύ λεπτής κοκκίασης (µεγάλης τοπολογι-

κής διακριτικής ικανότητας) θα προσφέρει επιπλέον 1 kt ανιχνευτή, µε συστηµατι-
κά σφάλµατα πολύ διαφορετικά από αυτά του µακρινού ανιχνευτή.

) Το να κατασκευαζόταν σε απόσταση µεγαλύτερη από αυτήν των 730 km θα απαι-
τούσε η δέσµη να ξεκινά βυθιζόµενη πιο απότοµα κάτω απ’ τον ορίζοντα στο
Fermilab. Κάτι τέτοιο θα κόστιζε περισσότερο.
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5) Η δέσµη NuMI µπορούσε εύκολα να κατευθυνθεί προς το Soudan. Οι συνθήκες
στο Fermilab ευνοούσαν την κατεύθυνση της δέσµης προς το Soudan.

6) Χτίζοντας το µακρινό ανιχνευτή σε µεγάλο βάθος υπογείως επιτυγχάνεται δραστι-
κή µείωση του υποβάθρου από κοσµική ακτινοβολία χαµηλής ενέργειας. Από την
άλλη, ο µακρινός ανιχνευτής θα µπορεί να παρατηρεί ατµοσφαιρικά νετρίνα υψη-
λής ενέργειας, εφόσον αυτά φτάνουν ανεµπόδιστα σ’ εκείνο το βάθος.

Η δέσµη του MINOS ονοµάζεται NuMI (Neutrino Main Injector) και παράγεται ως εξής:
Πρώτα, πρωτόνια ενέργειας 120 GeV από τον Main Injector προσπίπτουν σε έναν στόχο, µε
την απαραίτητη κλίση των 3.3° ως προς τον ορίζοντα. Ο στόχος είναι από γραφίτη, µήκους
1.6 m και βάσης 6.4 mm επί 18 mm. Ο κύλινδρος αυτός δεν είναι ενιαίος, ώστε από τα κενά
να µπορούν να περνούν ανεµπόδιστα τα πιόνια και τα καόνια που παράγονται. Ο βοµβαρδι-
σµός του στόχου γίνεται κάθε 1.9 s και κάθε βολή περιέχει περίπου 4·1013 πρωτόνια, διαρκώ-
ντας ~8.1 µs.

Τα φορτισµένα µεσόνια που παράγονται από το βοµβαρδισµό του στόχου κατευθύνονται
προς το σωλήνα διάσπασης µε τη χρήση δύο µαγνητικών χοανών (horns). Οι χοάνες είναι
φτιαγµένες από αλουµίνιο και χωρίζονται σε δύο αγωγούς, τον εσωτερικό και τον εξωτερικό.
Ο εξωτερικός είναι απλώς κύλινδρος (χωρίς τις βάσεις του), ενώ ο εσωτερικός έχει το σχήµα
δύο κατοπτρικών παραβολοειδών εκ περιστροφής (βλ. εικόνα 2.14). Ρεύµα έντασης µέχρι
200 kA διαρρέει προς αντίθετες κατευθύνσεις τους δύο αγωγούς δηµιουργώντας το τορροει-
δές µαγνητικό πεδίο µεταξύ των δύο αγωγών.

Εικόνα 2.14: Απλοποιηµένη αναπαράσταση µιας µαγνητικής χοάνης

Ανάλογα µε την τοποθέτηση των δύο µαγνητικών χοανών, διαφορετικής ορµής φορτι-
σµένα µεσόνια κατευθύνονται προς το σωλήνα διάσπασης, οπότε διαµορφώνεται διαφορετι-
κά το ενεργειακό φάσµα της δέσµης. Όσο πιο κοντά είναι η δεύτερη χοάνη στην πρώτη (που
είναι πακτωµένη) τόσο χαµηλότερης ενέργειας αδρόνια εστιάζονται προς το σωλήνα διάσπα-
σης. Έτσι, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, διάφορες δέσµες, οι
οποίες χαρακτηρίζονται ως υψηλής, µεσαίας και χαµηλής ενέργειας. Στην εικόνα 2.15 βλέ-
πουµε τα ενεργειακά φάσµατα που προβλέπονται για αυτές τις τρεις διαφορετικές εστιάσεις.

Τα αδρόνια που εστιάζονται από το σύστηµα των χοανών είναι πιόνια και καόνια. Ο σω-
λήνας διάσπασης έχει µήκος 677.1 m και διάµετρο 1.98 m. Από το στόχο µέχρι την αρχή του
σωλήνα µεσολαβούν 50 m, οπότε συνολικά τα µεσόνια έχουν 727.1 m για να διασπασθούν
δίνοντας νµ (βλ. εικόνα 2.16).  Ο λόγος που απαιτείται τόσο µεγάλη απόσταση, τη στιγµή που
τα πιόνια έχουν χρόνο ζωής cτ = 7.8 m,  είναι η σχετικιστική επιµήκυνση του χρόνου ζωής
των µεσονίων. Στον σωλήνα συντηρείται κενό (< 1 Torr), ώστε να µη χάνονται τα µεσόνια σε
αλληλεπιδράσεις µε πυρήνες.  Στο τέρµα του σωλήνα υπάρχει ένας απορροφητής αδρονίων, ο
οποίος εξυπηρετεί στο να απορροφά όσα µεσόνια δεν πρόλαβαν να διασπασθούν. Μεταξύ
του απορροφητή και του κοντινού ανιχνευτή µεσολαβούν ~300 m εδάφους όπου απορροφώ-
νται όσα µιόνια προέκυψαν από τη διάσπαση των µεσονίων και δεν πρόλαβαν να διασπα-
σθούν στο σωλήνα διάσπασης. Ο απορροφητής αδρονίων αποτελείται από 10 φύλλα σιδήρου
πάχους 23.12 cm έκαστο, ενώ ψύχεται µε νερό διότι αλλιώς θα λιώσει. Επίσης, ο σωλήνας
διάσπασης είναι θωρακισµένος µε τσιµέντο πάχους 2 m διότι τα τοιχώµατά του απορροφούν
µέρος των σωµατιδίων που ταξιδεύουν µέσα του και καθίσταται ραδιενεργός, οπότε πρέπει
να προστατευθούν τα υπόγεια ύδατα από αυτήν την ραδιενέργεια.



Κεφάλαιο 2ο                                                                                                 Πειράµατα νετρίνων

σελ - 96 -

Εικόνα 2.15: Τα ενεργειακά φάσµατα των CC αλληλεπιδράσεων νµ, όπως αυτά προβλέπονται για
διαφορετικές συνθήκες εστίασης µε τις µαγνητικές χοάνες. Η καµπύλη “perfect focusing” αναφέρεται
στην περίπτωση όπου όλα τα προϊόντα του στόχου µε κατάλληλο φορτίο θα εστιάζονταν σε µια δέσµη
διαµέτρου όσο ένα µολύβι.

Εικόνα 2.16: Το προφίλ των εγκαταστάσεων του πειράµατος MINOS στο Fermilab.

Ο κοντινός ανιχνευτής

Βασική χρησιµότητα του κοντινού ανιχνευτή είναι να µετρά το τι ξεκινά να οδεύει προς
το µακρινό ανιχνευτή, ώστε κατόπιν να µπορεί να γίνει σύγκριση του περιεχοµένου της δέ-
σµης νετρίνων πριν και µετά. Αν δεν υπήρχε ο κοντινός ανιχνευτής θα έπρεπε να γίνει σύ-
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γκριση του φάσµατος που θα καταγραφόταν στο µακρινό ανιχνευτή µε ένα αρχικό φάσµα
παραγόµενο µε µεθόδους Monte Carlo, κάτι που θα ήταν πολύ αµφίβολης ακρίβειας. Επειδή
ακριβώς ο κοντινός ανιχνευτής θα λειτουργήσει ως βάση αναφοράς για σύγκριση µε το µα-
κρινό ανιχνευτή, πρέπει να του µοιάζει όσο γίνεται περισσότερο ή, έστω, οι διαφορές του να
επιφέρουν καλά γνωστές συνέπειες. Συγκεκριµένα, τρεις διαφορές είναι αναπόφευκτες:

1) Ακόµα κι αν δεν υπήρχαν ταλαντώσεις νετρίνων, το ενεργειακό φάσµα των δύο α-
νιχνευτών θα ήταν λίγο διαφορετικό, λόγω του ότι ο κοντινός ανιχνευτής βρίσκε-
ται κοντά στην πηγή των νετρίνων η οποία δε µπορεί να θεωρηθεί σηµειακή, γιατί
εκτείνεται σχεδόν σε όλο το µήκος του σωλήνα διάσπασης. Αντίθετα, από το Sou-
dan, ο σωλήνας διάσπασης φαίνεται σαν σηµειακή πηγή νετρίνων.

2) Η ροή νετρίνων στον κοντινό ανιχνευτή είναι πολύ µεγαλύτερη απ’ ότι στο µακρι-
νό.

3) Ο κοντινός ανιχνευτής βρίσκεται σε µικρότερο βάθος απ’ ότι ο µακρινός, οπότε
δέχεται µεγαλύτερη ~270 φορές µεγαλύτερη ροή ατµοσφαιρικών νετρίνων.

Όσον αφορά στην πρώτη διαφορά, αυτή έχει να κάνει µε το ότι κατά τη διάσπαση των
µεσονίων, τα νετρίνα χαµηλότερης ενέργειας τείνουν να κατευθύνονται προς µεγαλύτερες
γωνίες ως προς τη διεύθυνση κίνησης του µεσονίου, ενώ τα υψηλής ενέργειας νετρίνα εκπέ-
µπονται σχεδόν στην ίδια διεύθυνση µε το µεσόνιο από το οποίο προέρχονται. Η διάσπαση
των µεσονίων και η γωνιακή κατανοµή των νετρίνων είναι πράγµατα που τα γνωρίζουµε κα-
λά και µπορούµε να τα λάβουµε υπόψη στην ανάλυση. Άλλωστε, από τον κοντινό ανιχνευτή
πρόκειται να χρησιµοποιήσουµε µόνο γεγονότα από την κεντρική περιοχή (r < 25 cm), όπου
αυτό το φαινόµενο είναι λιγότερο έντονο, γιατί σ’ αυτήν την περιοχή φτάνουν κυρίως νετρίνα
κινούµενα περίπου στη διεύθυνση του σωλήνα διάσπασης.

Σχετικά µε τη δεύτερη διαφορά, αυτή µπορεί να περιορισθεί αν στην ανάλυση λάβουµε
υπόψη µας µόνο γεγονότα του κοντινού ανιχνευτή που δεν παρουσίαζαν επικάλυψη και σώ-
ρευση (overlap και pileup), δηλαδή γεγονότα όπου δεν τύχαινε να συµπέσουν δύο νετρίνα
µαζί στον ανιχνευτή, ούτε να έρθει νέο νετρίνο πριν τελειώσει η καταγραφή του προηγουµέ-
νου. Στο «ξεκαθάρισµα» των καθαρών γεγονότων παίζει ρόλο το σύστηµα λήψης δεδοµένων
του ανιχνευτή (Data Aquisition System).

Η τρίτη διαφορά που οφείλεται στη διαφορά ροών κοσµικής ακτινοβολίας, αυτή δεν ανα-
µένεται να δηµιουργήσει ιδιαίτερο πρόβληµα, διότι, παρόλο που συγκριτικά οι δύο ανιχνευ-
τές έχουν µεγάλη διαφορά στη ροή, κατ’ απόλυτη τιµή και οι δύο ροές είναι αρκετά µικρές.
Μάλιστα στον κοντινό ανιχνευτή, όπου έχουµε πολλαπλάσια ροή κοσµικών ακτινών, συµ-
βαίνει να έχουµε και υπερ-πολλαπλάσια ροή νετρίνων από τη δέσµη.

Η ροή στον κοντινό ανιχνευτή θα είναι τόσο υψηλή που θα επιτρέπει συνεχή παρακολού-
θηση της δέσµης. Παρ’ όλα αυτά, για να έχουµε πλήρη παρακολούθηση της δέσµης, έχουν
τοποθετηθεί τρεις κεραµικοί θάλαµοι ιονισµού πριν τον κοντινό ανιχνευτή, σε τρεις κοιλότη-
τες µετά το τέλος του σωλήνα διάσπασης.

Ο κοντινός ανιχνευτής έχει εγκάρσια διατοµή σχήµατος πεπλατυσµένου οκταγώνου, δια-
στάσεων 4.8x3.8 m (βλ. εικόνα 2.17). Το πηνίο που θα παράγει το µαγνητικό πεδίο του ανι-
χνευτή θα περάσει από µια τρύπα που βρίσκεται, όχι στο κέντρο του ανιχνευτή, αλλά 2.9 m
από την αριστερή πλευρά, όπως φαίνεται στην εικόνα 2.17. Ο λόγος είναι ότι επιθυµούσαµε
να µεγαλώσουµε την ωφέλιµη περιοχή του ανιχνευτή, δηλαδή την κεντρική περιοχή. Η δέσµη
θα διέρχεται παράλληλα προς το πηνίο, σε απόσταση 1 m από αυτό. Λόγοι οικονοµίας κυρί-
ως επέβαλαν αυτό το πεπλατυσµένο σχήµα, ώστε να εξοικονοµηθεί σίδηρος από σηµεία πολύ
µακριά από τη δέσµη, που ούτως ή άλλως δε θα λαµβάνονταν υπόψη.

Η διαµήκης ανατοµία του κοντινού ανιχνευτή είναι αυτή που φαίνεται στην εικόνα 2.18
και περιλαµβάνει τα εξής τέσσερα µέρη:

1) Το veto, που είναι το πρώτο τµήµα του ανιχνευτή που βρίσκει η δέσµη, χρησιµεύει
στο να αποκλείουµε τα γεγονότα νετρίνων που αλληλεπιδρούν σ’ αυτήν την περιο-
χή. Ο λόγος είναι ότι επιθυµούµε µόνο γεγονότα «καθαρά», απαλλαγµένα από φαι-
νόµενα που παρατηρούνται στην άκρη του ανιχνευτή και απαλλαγµένα από πιθανό
υπόβαθρο λόγω αλληλεπιδράσεων νετρονίων. Τα γεγονότα που δεν αναπτύσσονται
στην περιοχή του veto είναι απαλλαγµένα από τέτοιες ανωµαλίες. Το πάχος του
σιδήρου αυτού του τµήµατος είναι 0.5 m.
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2) Ο στόχος, που είναι το κοµµάτι όπου εκδηλώνονται οι αλληλεπιδράσεις νετρίνων,
τις οποίες θα χρησιµοποιήσουµε στη σύγκριση µακρινού – κοντινού ανιχνευτή. Το
πάχος σιδήρου αυτού του τµήµατος είναι 1.0 m.

3) Το τµήµα αδρονικών καταιγισµών, όπου αναπτύσσονται οι αδρονικοί καταιγισµοί
(showers) που επιτρέπουν την αναγνώριση του νετρίνου που αλληλεπιδρά και της
ενέργειάς του. Έχει πάχος σιδήρου 1.5 m.

4) Ο φασµατογράφος µιονίων, όπου παρατηρούµε την καµπυλότητα και το µήκος της
τροχιάς των µιονίων που παράγονται στις CC αλληλεπιδράσεις νετρίνων νµ.

Όπως θα 
λούνται από δ
κοντινός ανιχ
του τα επίπεδα
είναι της ίδιας
δήρου έχει πά
νο µε σπινθηρ
τό γίνεται ώσ
ers και τις µιο

Στο µακρ
διαβάζεται κι 
τος µόνο από
ποιείται πολυ
τετραπλή πολ
κά, ο κοντινό
και χρησιµοπο

Εικ
τρύ
όνα 2.17: Εγκάρσια διατοµή κοντινού ανιχνευτή. Το τετράγωνο συµβολίζει την
πα από την οποία θα περάσει το πηνίο, ενώ ο σκοτεινός κύκλος είναι η κεντρική

ωφέλιµη περιοχή µε ακτίνα r < 25 cm.
σελ - 98 -

δούµε και στην περιγραφή του µακρινού ανιχνευτή, οι δύο ανιχνευτές αποτε-
ιαδοχικά στρώµατα σπινθηριστή και σιδήρου. Όµως, για λόγους οικονοµίας, ο
νευτής δεν έχει σπινθηριστή σε όλη την εγκάρσια επιφάνειά του, ούτε σε όλα
. Τα πλακίδια σπινθηριστή τόσο του κοντινού όσο και του µακρινού ανιχνευτή
 σχεδίασης και θα τα περιγράψουµε σε επόµενη παράγραφο. Κάθε επίπεδο σι-
χος 2.54 cm. Στο µέρος του στόχου, κάθε τέταρτο κενό είναι πλήρως καλυµµέ-
ιστή. Στο φασµατογράφο µιονίων αυτό συµβαίνει σε κάθε πέµπτο επίπεδο. Αυ-
τε να µπορούµε να παρακολουθήσουµε µε σχετικά οικονοµικό τρόπο τα show-
νικές τροχιές που εκτείνονται πέραν του κεντρικού τµήµατος του ανιχνευτή.
ινό ανιχνευτή θα δούµε ότι γίνεται πολυπλεξία και κάθε λωρίδα σπινθηριστή
απ’ τις δύο πλευρές της. Αντίθετα, στον κοντινό ανιχνευτή γίνεται λήψη σήµα-
 τη µία πλευρά (θα δούµε σε επόµενη παράγραφο τον τρόπο) ενώ δε χρησιµο-
πλεξία, παρά µόνο στο κοµµάτι του µιονικού φασµατογράφου, όπου γίνεται
υπλεξία, δηλαδή σε κάθε pixel των PMT φτάνουν 4 WLS οπτικές ίνες. Συνολι-
ς ανιχνευτής αποτελείται από 282 επίπεδα σιδήρου, 153 επίπεδα σπινθηριστή
ιεί 194 Μ64 PMTs.
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Ο µακρινός ανιχνευτής

Ο µακρινός ανιχνευτής του MINOS έχει µάζα 5.4 kt, θα διαθέτει µαγνητικό πεδίο και, ό-
πως και ο κοντινός, θα αποτελεί διαδοχή επιπέδων σιδήρου και σπινθηριστή. Σε αντίθεση µε
τον κοντινό, όλα τα κενά του µακρινού είναι πλήρως γεµισµένα µε σπινθηριστή.

Βασική δοµική µονάδα (module) του ανιχνευτή είναι ένα επίπεδο σιδήρου πάχους 2.54
cm, οκταγωνικού σχήµατος, διαµέτρου 8 m, όπως φαίνεται στην εικόνα 2.19, ακολουθούµενο
από ένα στρώµα πλακιδίων σπινθηριστή, που θα περιγράψουµε στη συνέχεια. Ολόκληρος ο
ανιχνευτής αποτελείται από δύο µεγάλα τµήµατα, που το καθένα περιέχει 242 τέτοια
modules. Για την ακρίβεια, επειδή το «santwich» αρχίζει και τελειώνει µε στρώµα σιδήρου,
το καθένα από τα δύο µισά του ανιχνευτή περιέχει 242 επίπεδα σπινθηριστή και 243 επίπεδα
σιδήρου. Το καθένα από τα δύο µισά τροφοδοτείται ανεξάρτητα µε ρεύµα µέσω ενός πηνίου
που διέρχεται από το κέντρο του και δηµιουργεί µαγνητικό πεδίο µέσης έντασης Β =1.5 Τ.
Ο χάρτης του µαγνητικού πεδίου απεικονίζεται στην εικόνα 2.20.

Η ιδανική κατασκευή που θα επέτρεπε την καλύτερη τοπολογική διακριτική ικανότητα θα
ήταν ο σπινθηριστής σε όλα τα επίπεδα να είναι χωρισµένος σε µικρές τετράγωνες κυψελίδες
και η λήψη σήµατος από µια κυψελίδα να σηµατοδοτούσε την απόθεση ενέργειας στις συ-
γκεκριµένες συντεταγµένες x, y, z κάθε κυψελίδας. Μια τέτοια κατασκευή, όµως, θα κόστιζε
πάρα πολύ και θα έκανε τον ανιχνευτή αρκετά πιο πολύπλοκο, οπότε προτιµήθηκε η εξής
δοµή: Κάθε επίπεδο σπινθηριστή είναι αποτελούµενο από 192 λωρίδες (strips) σπινθηριστή,
που η κάθε strip έχει εύρος 4 cm και µήκος µέχρι 8 m, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.21. Ο
προσανατολισµός των λωρίδων κάθε επιπέδου εναλλάσσεται, ώστε να σχηµατίζει κάθε φορά
γωνία 90° µε τις strips του προηγούµενου και του επόµενου επιπέδου. Έτσι, τα µονά επίπεδα
µας δίνουν µια συντεταγµένη στη διεύθυνση U, ενώ τα ζυγά επίπεδα µας δίνουν µια συντε-
ταγµένη στη διεύθυνση V, που U και V είναι κάθετες µεταξύ τους.

Στην εικόνα 2.21 βλέπουµε ένα άρτιο κι ένα περιττό module του ανιχνευτή χωρισµένα σε
8 φαρδιές λωρίδες. Προφανώς, κάθε τέτοια φαρδιά λωρίδα περιέχει µια οµάδα από strips, 20
ή 28, και ονοµάζεται scintillator module. Κάθε επίπεδο σπινθηριστή χωρίζεται σε 4 scintilla-
tor modules των 28 strips και σε 4 scintillator modules των 20 strips. Στην επόµενη παράγρα-

Εικόνα 2.18: ∆ιαµήκης ανατοµία του κοντινού ανιχνευτή. Η δέσµη εισέρχεται από αριστε-
ρά. Οι σηµειωµένες διαστάσεις αντιπροσωπεύουν πάχος σιδήρου σε µέτρα. Η ανοιχτόχρω-

µη κάτω – αριστερή περιοχή είναι άνευ σπινθηριστού.
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φο θα αναφερθούµε µε λεπτοµέρειες στη λειτουργία του scintillator και στην πολυπλεξία που
εφαρµόζεται στο µακρινό ανιχνευτή.

Εικόνα 2.19: Το σχήµα και οι διαστάσεις του µακρινού ανιχνευτή.

Εικόνα 2.20: Εγκάρσια τοµή του µαγνητικού πεδίου, επιφάνειες σταθερής έντασης πεδίου.
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Εικόνα 2.21: Τα επίπεδα U και V και οι οµάδες των strips.

Λειτουργία του σπινθηριστή – συλλογή σήµατος

Το σύστηµα σπινθηρισµού του πειράµατος MINOS χρησιµοποιεί ως σπινθηριστή πολυ-
στυρενίου (πλαστικό) διότι έτσι εξασφαλίζει ορισµένα οφέλη. Τα βασικότερα οφέλη είναι:

1) Καλή ενεργειακή διακριτική ικανότητα. Αναµένεται ότι για ηλεκτροµαγνητικά
showers θα έχουµε ∆Ε/Ε = 0.23/ Ε , ενώ για αδρονικά θα έχουµε ∆Ε/Ε =
0.53/ Ε , όπου το Ε είναι σε GeV.

2) ∆υνατότητα ψιλής κατάτµησης. Προσοµοιώσεις έχουν δείξει ότι οι strips είναι πιο
αποτελεσµατικές όταν έχουν φάρδος κάτω από 4 cm. Για την ακρίβεια, οι strips
του πειράµατος είναι εύρους 4.1 cm. Το πλαστικό επιτρέπει εύκολα να του δώ-
σουµε αυτό το σχήµα.

3) Εύκολη εξαγωγή της πληροφορίας. Χρησιµοποιώντας στερεό scintillator είναι εύ-
κολο να περάσουµε από µέσα οπτικές ίνες (όπως θα δούµε) και να διαβάσουµε το
σήµα κι απ’ τις δύο άκρες.

4) Πρακτικά πλεονεκτήµατα: Είναι ανθεκτικό και εύκολο στη χρήση υλικό, οπότε οι
strips µπορούν να συναρµολογηθούν και να δοκιµασθούν σε διάφορα µέρη στον
κόσµο, χωρίς να χρειάζεται εξαιρετική τεχνογνωσία. Επίσης η τοποθέτησή τους
είναι εύκολη, είναι αξιόπιστες και µε µικρή ανάγκη συντήρησης.

Η παρακάτω λίστα συνοψίζει τα µέρη του συστήµατος σπινθηρισµού του ανιχνευτή, κα-
θώς και τα χαρακτηριστικά του:

• Λωρίδες σπινθηριστή (strips): Όπως αναφέραµε, ανάµεσα στα επίπεδα σιδήρου
βρίσκεται το «ενεργό» τµήµα του ανιχνευτή, που είναι οι λωρίδες πολυστυρενίου
(πλαστικού) εµπλουτισµένου µε 1% ΡΟΡ και 0.03% ΡΟΡΟΡ. Το πολυστυρένιο λει-
τουργεί ως σπινθηριστής αλλά δεν είναι υψηλής ποιότητας και επιλέχθηκε για τους
λόγους που προαναφέραµε και για το σχετικά χαµηλό του κόστος. Κάθε λωρίδα πε-
ριβάλλεται από ένα κάλυµµα TiO2, το οποίο λειτουργεί ως ανακλαστήρας και δεν ε-
πιτρέπει στο φως να διαχέεται µεταξύ γειτονικών strips. Κάθε επίπεδο περιέχει 192
παράλληλες strips, όπως έχουµε ήδη αναφέρει. Κάθε strip φέρει κεντρικά κατά µήκος
της µια αύλακα, από την οποία διέρχεται µια WLS οπτική ίνα (βλ. εικόνα 2.22).
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• Οπτικές ίνες WLS: Οι WaveLength Shifting ίνες, διαµέτρου 1.2 mm, παίρνουν το
µπλε φως (420 mn) που παράγεται στο πολυστυρένιο και, λόγω αυτού, φωτοβολούν
δευτερογενώς σε µήκος κύµατος µεγαλύτερο (του πράσινου χρώµατος, 470 nm). Το
πράσινο φως διαδίδεται και προς τις δύο κατευθύνσεις της ίνας. Η συλλογή του γίνε-
ται και από τα δύο άκρα. Ο λόγος που χρησιµοποιείται WLS ίνα και όχι µια απλή
διάφανη ίνα είναι ότι χρειάζεται να στείλουµε στις PMTs φως µε µήκος κύµατος
στην περιοχή όπου παρουσιάζουν µέγιστη αποδοτικότητα (quantum efficiency). Ό-
µως, το τίµηµα που πληρώνουµε µε το να χρησιµοποιούµε δευτερογενώς ακτινοβο-
λούσα οπτική ίνα είναι ότι το φως αποσβένεται µέσα σε λίγα µέτρα τέτοιας ίνας. Γι’
αυτό, όπως θα δούµε, όταν φτάσουµε στα όρια του ανιχνευτή, το πράσινο φωτεινό
σήµα µεταβιβάζεται σε διαφανείς οπτικές ίνες, όπου µπορεί και ταξιδεύει άσβεστο
για µεγαλύτερη απόσταση.

• Scintillator modules (µονάδες σπινθηριστή): Όπως έχουµε αναφέρει, οι 192 strips
κάθε επιπέδου οµαδοποιούνται σε 20άδες ή 28άδες γειτονικών strips. Πρώτα οι strips
οµαδοποιήθηκαν σε scintillator modules και µετά τα scintillator modules µεταφέρθη-
καν και τοποθετήθηκαν στον ανιχνευτή. Το σχήµα τους είναι τέτοιο που να καλύπτε-
ται πλήρως το οκταγωνικό σχήµα του module του ανιχνευτή (βλ. εικόνα 2.21). Κάθε
scintillator module περιβάλλεται από ένα αλουµινένιο πλαίσιο, το οποίο απαγορεύει
στο φως να διαφύγει από το scintillator module ή φως από κάποιο γειτονικό scintil-
lator module να εισέλθει. Στις δύο άκρες κάθε scintillator module υπάρχουν πλαστι-
κές φωτοστεγανές συσκευές, οι οποίες κατευθύνουν τις ίνες WLS στους οπτικούς
συνδέσµους (optical connectors).

• Οδηγοί του φωτός προς τους φωτοανιχνευτές: Το φως που φτάνει στην επιφάνεια
κάθε module του ανιχνευτή µεταφέρεται µέσω καθαρών, διαφανών οπτικών ινών στα
κιβώτια πολυπλεξίας (multiplexing boxes), στα οποία είναι τοποθετηµένοι οι φωτοα-
νιχνευτές. Σε κάθε σηµείο όπου το φως περνά από τη µία ίνα στην άλλη (από την
WLS στη διαφανή ίνα και µετά όταν φτάνει στο κιβώτιο πολυπλεξίας) χρησιµο-
ποιούνται optical connectors, µε σκοπό η µεταβίβαση να γίνεται χωρίς σηµαντική α-
πώλεια της ισχύος του φωτός (βλ. εικόνα 2.23).

• Κιβώτια πολυπλεξίας: Σε κάθε κιβώτιο πολυπλεξίας περιέχονται 3 PMTs και, όπως
θα δούµε, κάθε PMT έχει 16 pixels, δηλαδή µπορεί να δεχθεί 16 σήµατα. Προκειµέ-
νου να εξοικονοµήσουµε PMTs και να µειώσουµε το κόστος του ανιχνευτή, σε κάθε
pixel του κάθε PMT δε φτάνει ένα σήµα, αλλά 8, δηλαδή τα σήµατα από τα 8 δεξιά ή
τα 8 αριστερά άκρα 8 WLS ινών. Τα άκρα των ινών που επιλέγονται για να οδηγη-
θούν στο ίδιο pixel φροντίζεται να απέχουν περίπου 1 m, µε την ελπίδα ότι πολύ
σπάνια ένα γεγονός θα έχει εγκάρσια έκταση µεγαλύτερη από 1 m, οπότε πολύ σπά-
νια θα φτάνουν 2 σήµατα στο ίδιο pixel ταυτόχρονα δηµιουργώντας σύγχυση. Το τί-
µηµα που πληρώνουµε είναι ότι λαµβάνοντας ένα σήµα σε ένα pixel, αυτό µπορεί να
έχει έρθει από 8 διαφορετικές strips, οπότε πρέπει να κάνουµε αποπολυπλεξία (de-
multiplexing) για να εντοπίσουµε τη strip απ’ όπου πραγµατικά προέρχεται το σήµα.
Για να γίνει αυτό χρησιµοποιούµε και τα δύο άκρα των WLS ινών, τα οποία είναι
πολυπεπλεγµένα µε τέτοιον τρόπο ώστε να αίρεται η αµφιβολία αν συνδυάσουµε την
εικόνα που παίρνουµε από τα δεξιά άκρα µε την εικόνα που παίρνουµε από τα αρι-
στερά άκρα. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι τα αριστερά άκρα των strips υπ’ α-
ριθµούς (1, 30, 60, 80, 100, 120, 150, 180) καταλήγουν στο pixel Α, ενώ τα δεξιά ά-
κρα των strips υπ’ αριθµούς (2, 31, 60, 81, 101, 121, 151, 181) καταλήγουν στο pixel
∆. Τότε, αν λάβουµε σήµα και στο pixel Α και στο pixel ∆, είµαστε σίγουροι ότι χτυ-
πήθηκε το strip υπ’ αριθµόν 60.

• Φωτοανιχνευτές: Οι φωτοανιχνευτές που χρησιµοποιούνται στο µακρινό ανιχνευτή
είναι φωτοπολλαπλασιαστές (PhotoMultiplier Tubes) τύπου Hamamatsu R5900U-00-
M16. Όπως αναφέραµε, είναι 16-κάναλοι, δηλαδή µπορούν ταυτόχρονα να λάβουν
και να ενισχύσουν 16 σήµατα που φτάνουν στις 16 εισόδους τους, που ονοµάζονται
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pixels1. Εφόσον κάθε πλευρά ενός module δίνει 192 σήµατα εξόδου, για να διαβά-
σουµε µια πλευρά χρειαζόµαστε 192/8 = 24 pixels δηλαδή 24/16 = 1.5 PMTs. Άρα µε
1 κιβώτιο πολυπλεξίας διαβάζουµε από την µία πλευρά 2 επίπεδα σπινθηριστή. Άρα,
ολόκληρος ο µακρινός ανιχνευτής χρησιµοποιεί (2 πλευρές)x(484 επίπεδα)÷(2) = 484
κιβώτια πολυπλεξίας, δηλαδή 484x3 = 1452 PMTs.

                                                     
1 Στη βαθµονόµηση του κάθε pixel των PMTs συνέβαλε καθοριστικά το ΕΦΥΕΕ του Πανεπ. Αθη-

νών.
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Εικόνα 2.22: Άποψη και εγκάρσια τοµή µιας scintillator strip.
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Εικόνα 2.23: Η διαδροµή του φωτός από τις strips µέχρι τις PMTs.

Ο ανιχνευτής CalDet

Ο CalDet είναι ένας µικρός ανιχνευτής εγκατεστηµένος στο CERN, ο οποίος χρησιµο-
ποιείται για να γίνει βαθµονόµηση των µερών του κοντινού και του µακρινού ανιχνευτή. Το
βάρος του είναι περίπου 5 τόνοι, περιλαµβάνει 60 επίπεδα σιδήρου και σπινθηριστή, τετρά-
γωνης διατοµής 1 x 1 m. Κάθε επίπεδο σπινθηριστή είναι χωρισµένο σε 24 λωρίδες (strips),
οι οποίες από επίπεδο σε επίπεδο είναι οριζόντιες και κατακόρυφες εναλλάξ, εκτεινόµενες
στις διευθύνσεις X και Y. Χρησιµοποιείται το ίδιο υλικό σπινθηρισµού και το ίδιο µήκος ο-
πτικών ινών, όπως και στους δύο ανιχνευτές του MINOS. Σε αντίθεση µε τους δύο ανιχνευ-
τές, ο CalDet δε διαθέτει µαγνητικό πεδίο.

Ο CalDet εκτίθεται σε δέσµη που περιέχει ηλεκτρόνια, µιόνια, πιόνια, πρωτόνια, καόνια
και δευτέρια, ενώ δέχεται φυσικά και κοσµική ακτινοβολία. Η δέσµη εστιάζεται µέσω µαγνη-
τικών πεδίων και µπορούµε να επιλέξουµε το φορτίο της (θετικό ή αρνητικό, ανάλογα µε τη
φορά του ρεύµατος στους ηλεκτροµαγνήτες) και την ορµή της (ανάλογα µε την ένταση του
εστιάζοντος µαγνητικού πεδίου). Υπάρχουν δύο γενικές ρυθµίσεις της δέσµης, µε τα ονόµατα
Τ7 και Τ11. Στην εικόνα 2.24 βλέπουµε τη σύσταση της δέσµης όπως µετρήθηκε για τις δύο
αυτές ρυθµίσεις, σε διάφορες ορµές.
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Εικόνα 2.24: Η ποσοστιαία σύσταση της δέσµης που προσπίπτει στον CalDet, συναρτήσει της
ορµής. Επάνω φαίνονται οι µετρήσεις για δέσµη Τ11, ενώ κάτω για δέσµη Τ7.

Εκτός από τη βαθµονόµηση των ηλεκτρονικών µερών του MINOS, ο CalDet εξυπηρετεί
και στην αναγνώριση σωµατιδίων. Πριν ένα σωµάτιο φτάσει στον CalDet αφήνει δύο πληρο-
φορίες που βοηθούν στην ταυτοποίησή του: τον χρόνο πτήσης µεταξύ δύο TDC paddles που
απέχουν γνωστή απόσταση και το σήµα που αφήνει στον ανιχνευτή ακτινοβολίας Cerenkov.
Από το χρόνο πτήσης (TOF) µπορούµε να υπολογίσουµε την ταχύτητα του σωµατιδίου και,
γνωρίζοντας την ορµή του, να υπολογίσουµε τη µάζα του, οπότε να το αναγνωρίσουµε. Όταν
οι ορµές µεγαλώνουν (p > ~0.6 GeV) ο TOF γίνεται τόσο παρόµοιος για τα e, µ και π, που η
διακριτική ικανότητα των TDC δεν αρκεί για να διαχωριστούν αυτά τα ελαφρύτερα σωµάτια
της δέσµης. Γι’ αυτό χρησιµοποιούµε και τον ανιχνευτή Cerenkov, που σαν βασικό µέρος του
έχει µια ποσότητα αερίου σε ρυθµιζόµενη πίεση, ώστε µόνο τα γρηγορότερα σωµάτια (τα
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ηλεκτρόνια) να ξεπερνούν την ταχύτητα του φωτός στο µέσο αυτό και να δίνουν ακτινοβολία
Cerenkov. Συνδυάζοντας την πληροφορία του TOF και του Cerenkov δυνάµεθα να διαχωρί-
σουµε πολύ καλά τα ηλεκτρόνια και τα βαρύτερα σωµάτια (πρωτόνια, δευτέρια), ενώ η ανα-
γνώριση γίνεται πιο δύσκολη στην περίπτωση των πιονίων και των µιονίων, που δε δίνουν
Cerenkov, ενώ και οι µάζες τους είναι παραπλήσιες και οι TOF τους διαφέρουν λίγο.

Τέλος, η βοήθεια του CalDet είναι πολύ σηµαντική διότι µας βοηθά να τελειοποιούµε τα
προγράµµατα που αναπαριστούν µε µεθόδους Monte Carlo (MC) τα γεγονότα στον µακρινό
και στον κοντινό ανιχνευτή. Αυτή τη στιγµή είναι ο µόνος ανιχνευτής µε τα ηλεκτρονικά του
MINOS που έχει λάβει πραγµατικά data, οπότε παρατηρώντας το πώς καταγράφονται τα γε-
γονότα σε αυτόν, φροντίζουµε ώστε οι MC προσοµοιώσεις να δίνουν όσο γίνεται πιο παρό-
µοια γεγονότα.

Στο επόµενο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε την αναγνώριση σωµατιδίων στο CalDet. Εκ-
µεταλλευόµαστε την πληροφορία του TOF και του θαλάµου Cerenkov για να µάθουµε τη
µορφολογία (τοπολογία και τρόπο εναπόθεσης ενέργειας) των γεγονότων που αποτυπώνουν
τα διάφορα σωµάτια στον CalDet. Αν µάθουµε να ταυτοποιούµε τα ποικίλα σωµάτια βλέπο-
ντας τη µορφολογία των αποτυπωµάτων τους στον ανιχνευτή, τότε θα είµαστε σε θέση να
κάνουµε το ίδιο και στον µακρινό και στον κοντινό ανιχνευτή, όπου δε θα έχουµε το TOF και
τον θάλαµο Cerenkov. Εκεί, όπως έχουµε εξηγήσει µιλώντας για τη φυσική του MINOS, οι
αλληλεπιδράσεις νετρίνων θα έχουν ως προϊόντα τέτοια σωµατίδια, οπότε θα πρέπει να µπο-
ρούµε να τα αναγνωρίσουµε, ώστε κατ’ επέκταση να αναγνωρίζουµε και τη γεύση του νετρί-
νου που αλληλεπέδρασε.
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Τρίτο Κεφάλαιο – Ανάλυση

Στο κεφάλαιο αυτό πρόκειται να περιγράψω την ανάλυση δεδοµένων που έκανα, σε συνερ-
γασία βεβαίως µε ολόκληρη την οµάδα του ΕΦΥΕΕ.

Προεπισκόπηση

Στην ανάλυση που διεξήγαγα χρησιµοποίησα κυρίως πραγµατικά δεδοµένα, προερχόµενα
από τον CalDet,αλλά επεκτάθηκα και σε δεδοµένα που παράχθηκαν µε Monte Carlo (MC)
όπου αυτό ήταν απαραίτητο για την εξαγωγή συµπερασµάτων.

∆ύο είναι τα πλεονεκτήµατα των δεδοµένων MC, χάρη των οποίων χρησιµοποιούνται ευ-
ρύτατα:

• Παράγονται σε αφθονία, γεγονός που επιτρέπει ανάλυση µε µεγαλύτερο δείγµα, επο-
µένως οδηγούν σε στατιστικά ασφαλέστερα συµπεράσµατα.

• Παράγονται κατά δική µας βούληση, δηλαδή είναι εξοµοιωµένα γεγονότα (events)
γνωστών προδιαγραφών. Συγκεκριµένα, γνωρίζουµε στα MC data τι σωµάτια έχουµε
και σε τι ενέργεια. Αυτό είναι ιδιαίτερα σηµαντικό διότι ορισµένες φορές στα πραγ-
µατικά δεδοµένα είναι αδύνατον να ξεχωρίσουµε µια ποικιλία σωµατιδίων από µια
άλλη, αδυνατώντας έτσι να κάνουµε ξεχωριστή µελέτη της συµπεριφοράς κάθε ποι-
κιλίας.

Από την άλλη, το γεγονός ότι εργάστηκα µε πραγµατικά data µου προσέφερε τα εξής
πλεονεκτήµατα:

• Οι µέθοδοι ανάλυσης που εφάρµοσα βελτιστοποιήθηκαν προκειµένου να έχουν το
καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα όταν θα εφαρµόζονται σε πραγµατικά γεγονότα, το ο-
ποίο είναι και το ζητούµενο. Γίνεται προσπάθεια συνεχώς ώστε τα MC γεγονότα να
µοιάζουν όσο το δυνατόν περισσότερο στα πραγµατικά, αλλά αυτό δεν έχει επιτευ-
χθεί απολύτως, οπότε το να δουλέψει µια µέθοδος σε MC δεδοµένα δεν είναι αυτο-
σκοπός.

• Απέκτησα εµπειρία του πώς µοιάζουν τα πραγµατικά γεγονότα και πώς εφαρµόζουµε
διάφορες µεθόδους ανάλυσης σε αυτά, όπου η ανάλυση είναι δυσκολότερη, εφόσον
τα πραγµατικά δεδοµένα περιέχουν και αστάθµητους παράγοντες (θόρυβο, συστηµα-
τικά σφάλµατα κλπ.).

Τα CalDet δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν βρίσκονται κωδικοποιηµένα σε αρχεία root,
κατάλληλα για χρήση από το πακέτο ανάλυσης ROOT. Κάθε κύκλος λειτουργίας του CalDet
φέρει έναν αριθµό και βρίσκεται αποθηκευµένος σε ένα root-αρχείο.

Η βασική µέθοδος ανάλυσης που χρησιµοποίησα είναι η εφαρµογή Τεχνητών Νευρωνι-
κών ∆ικτύων (Artificial Neural Networks, ANNs) για την αναγνώριση σωµατιδίων στον Cal-
Det, χρησιµοποιώντας µορφολογικά κριτήρια, δηλαδή την τοπολογία και την κατανοµή της
αποτιθέµενης ενέργειας των showers και των tracks που αφήνουν τα διάφορα σωµάτια στον
CalDet. Ο λόγος που χρησιµοποίησα µόνο µορφολογικά κριτήρια είναι ότι τέτοια θα είναι
διαθέσιµα στο µακρινό και στον κοντινό ανιχνευτή όταν θα λειτουργεί το MINOS.

Για να καταλήξω στην κατασκευή ANNs χρειάστηκε να ολοκληρώσω µια σειρά άλλων
αναλύσεων, οι οποίες ανέδειξαν το πώς θα έπρεπε να χρησιµοποιήσω τα ANNs.

Πρώτα, έπρεπε να γίνει απεικόνιση γεγονότων στην οθόνη, ώστε να αποκτήσουµε πείρα
του πώς µοιάζουν οι σχηµατισµοί των διαφόρων σωµατιδίων. Μόνο αν µάθουµε να ξεχωρί-
ζουµε χονδρικά τα διάφορα σωµατίδια δια οφθαλµού, µπορούµε να ελπίζουµε ότι θα κατα-
σκευάσουµε ένα ANN που να κάνει το ίδιο. Το πρόγραµµα (project) που κάνει αυτήν την
απεικόνιση µε έναν τρόπο φιλικό προς το χρήστη ονοµάζεται DISPLAY.

Στις παρυφές του προγράµµατος DISPLAY κατασκευάσαµε ένα µικρό πρόγραµµα Monte
Carlo, το οποίο αναπαράγει τους χρόνους πτήσης (TOFs) των διαφόρων σωµατιδίων που υ-
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πάρχουν στη δέσµη του CALDET. Αυτό το εργαλείο, που το ονοµάζω TOF, χρησίµευσε αρ-
κετές φορές στο να συγκρίνουµε τους αληθινούς χρόνους πτήσης µε τους MC-
υπολογιζόµενους σε διάφορες ορµές και να αξιοποιήσουµε έτσι καλύτερα την πληροφορία
του χρόνου πτήσης στην ταυτοποίηση των σωµατιδίων στον CalDet.

Εν συνεχεία, έγινε εκτεταµένη σύγκριση των χαρακτηριστικών των γεγονότων που παρή-
γαγε το MC µε αυτά των πραγµατικών δεδοµένων. Ελέγξαµε µε αυτόν τον τρόπο το πόσο
συµβατό είναι το MC µε τα αληθινά δεδοµένα, ώστε να γνωρίζουµε εάν είναι σκόπιµο να τα
χρησιµοποιήσω για εκπαίδευση νευρωνικών δικτύων. Εντοπίσαµε τις µεταβλητές που είναι
περισσότερο συµβατές µε την πραγµατικότητα και αυτές που είναι λιγότερο. Η µελέτη αυτή
γίνεται ταυτόχρονα και από άλλες οµάδες του MINOS Collaboration, µε σκοπό τη συνεχή
βελτίωση του MC κώδικα.

Επίσης, έγινε σύγκριση των πραγµατικών µεταβλητών µεταξύ τους, ώστε να διαπιστώ-
σουµε ποιες είναι περισσότερο διαχωριστικές, δηλαδή ποιες ακολουθούν περισσότερο διαφο-
ρετικές κατανοµές σε ηλεκτρονιακά, λόγου χάρη, και µη ηλεκτρονιακά γεγονότα. Οι µετα-
βλητές που ακολουθούν αρκετά διαφορετικές κατανοµές ονοµάζονται διαχωριστικές µετα-
βλητές (discriminating variables) και ενδείκνυνται για την εκπαίδευση νευρωνικών δικτύων,
διότι αποτελούν τα διαφοροποιά στοιχεία των διαφόρων ειδών γεγονότων.

Μέσα από πολλούς πειραµατισµούς µε διάφορες µεταβλητές και αρχιτεκτονικές νευρω-
νικών δικτύων, έφτασα στην κατασκευή ANNs µε ικανοποιητική απόδοση. Κατανόησα ποιος
είναι ο πλέον ενδεδειγµένος τρόπος για να εκπαιδεύονται τα νευρωνικά αυτά δίκτυα. Βρήκα
µια µέθοδο µε την οποία µπορώ να υπολογίζω τις παραµέτρους ενός ANΝ όταν αυτό χρησι-
µοποιηθεί για την αναγνώριση ενός πληθυσµού µε διαφορετική σύσταση (διαφορετικά πλήθη
signal και background). Κατάφερα να εκπαιδεύσω και να εφαρµόσω ANNs σε γεγονότα όπου
επιβάλλω κατώφλι στο ύψος παλµού (pulse height cut) ώστε να αποµακρύνω τα hits που εµ-
φανίζονται χτυπηµένα λόγω cross-talk1.

Παράλληλα, έλεγξα την απόκριση του ανιχνευτή σε ηλεκτρόνια, καταλήγοντας σε µια
ευθεία βαθµονόµησης. Εκτός του ότι είχε ενδιαφέρον να διαπιστώσουµε εάν η απόκριση του
ανιχνευτή σαν συνάρτηση της ενέργειας είναι η αναµενόµενη, η ευθεία βαθµονόµησης βοή-
θησε και στον ποιοτικό έλεγχο ορισµένων κύκλων λειτουργίας (runs). Ο έλεγχος έγκειται στο
εάν η απόκριση στη συγκεκριµένη run είναι αυτή που ορίζει η ευθεία βαθµονόµησης για την
συγκεκριµένη ορµή που υποτίθεται ότι έχει η δέσµη.

Η σειρά µε την οποία θα παρουσιαστούν τα διάφορα µέρη της εργασίας δεν είναι ίδια µε
τη χρονολογική σειρά ολοκλήρωσής τους. Επίσης, όσα στοιχεία κριθεί ότι αποτελούν κουρα-
στικές λεπτοµέρειες θα παραληφθούν και θα προσαρτηθούν στα παραρτήµατα για λόγους
πληρότητας.

                                                     
1 Cross-talk ονοµάζεται το φαινόµενο κατά το οποίο ένα strip εµφανίζεται σαν χτυπηµένο, ενώ

στην πραγµατικότητα δεν είναι. Οφείλεται στο ότι οι οπτικές ίνες ορισµένων strips καταλήγουν σε
γειτονικά pixels των PMTs, οπότε πλησιάζουν πολύ µεταξύ τους και είναι πιθανόν ένα µέρος του φω-
τός που µεταφέρει η µία να διαρρεύσει προς τις γειτονικές της. Υπάρχει µέριµνα στο σχεδιασµό, ώστε
να µη συνορεύουν οπτικές ίνες γειτονικών strips. Έτσι, το cross-talk έχει συνήθως ως αποτέλεσµα την
εµφάνιση δήθεν χτυπηµένων strips στα άκρα του ανιχνευτή, ξεκοµµένα από την κεντρική ανάπτυξη
του event, που γίνεται στην κεντρική περιοχή του ανιχνευτή.
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Το πρόγραµµα TOF

Το πρόγραµµα TOF είναι το πιο απλό από όσα κατασκεύασα και έπαιξε επικουρικό ρόλο
στην αναγνώριση σωµατιδίων στον CalDet. Αυτό που κάνει το πρόγραµµα είναι να υπολογί-
ζει τον χρόνο πτήσης (TOF) διαφόρων σωµατιδίων µε δεδοµένη την απόσταση κατά την ο-
ποία χρονοµετρούνται, την ορµή τους και τις µάζες τους. Επιπλέον, λαµβάνεται υπόψη η α-
νακρίβεια που αναπόφευκτα υφίσταται στις µετρήσεις. ∆ηλαδή, θεωρούµε ότι η µέτρηση του
πρώτου χρόνου (t1), στον οποίον το σωµάτιο καταγράφεται στον πρώτο µετρητή, και του
δεύτερου χρόνου (t2), οπότε καταγράφεται και στο δεύτερο µετρητή, έχει µια κατανοµή γκα-
ουσιανή γύρω από την πραγµατική τιµή. Η τυπική απόκλιση της γκαουσιανής ορίζεται επίσης
από τον χρήστη του προγράµµατος.

Ο χρήστης επιλέγει το πλήθος των µετρήσεων που επιθυµεί να προσοµοιωθούν, ενώ ορί-
ζει και το ποσοστό των µετρήσεων που θα αφορούν στο κάθε είδος σωµατιδίου. Κατόπιν κα-
τασκευάζει την κατανοµή των εξαγόµενων TOFs, κάνοντας χρήση του πακέτου ανάλυσης
ROOT και δύο µικρών προγραµµάτων που έγραψα (macro.C και mac.C). Το macro.C διαβά-
ζει το αρχείο όπου καταχωρούνται κατά σειρά οι χρόνοι πτήσης που υπολογίζει το MC και το
µετατρέπει σε root–file, δηλαδή σε µια δοµή δεδοµένων αναγνώσιµη από το ROOT. Το
mac.C απλώς περιέχει τις εντολές που εµφανίζουν την κατανοµή των TOFs στην οθόνη και
γράφτηκε για να µη χρειάζεται ο χρήστης να πληκτρολογεί τις ίδιες εντολές κάθε φορά.

Η βασική σχέση που χρησιµοποιεί το πρόγραµµα TOF είναι αυτή που συνδέει το χρόνο
πτήσης (TOF) µε την ορµή (p), την απόσταση (d) και τη µάζα (m) του σωµατιδίου.

2 2

p p pE m
E p m

= γ = ⇒ β = =
β +

⇒
2 2d p mdTOF

c cp
+

= =
β

(3.1)

Η χρήση του TOF είναι πολύπλευρη. Αφ’ ενός, µπορούµε να συγκρίνουµε τους µετρού-
µενους TOFs µε τους υπολογιζόµενους και να κάνουµε βαθµονόµηση των µονάδων που µας
δίνουν οι πραγµατικοί TDC (Time Digital Counters). ∆ηλαδή, όπως θα δούµε, ο χρόνος πτή-
σης όπως µετριέται στον CalDet δίνεται σε ορισµένες µη φυσικές µονάδες, σε παλµούς του
TDC. Συγκρίνοντας τις µετρήσεις αυτές µε τα αποτελέσµατα του προγράµµατος TOF, µαθαί-
νουµε πώς µεταφράζονται αυτοί οι αριθµοί σε πραγµατικούς χρόνους. Αργότερα θα δείξουµε
ένα τέτοιο παράδειγµα.

Αφ’ εταίρου, µπορούµε µε το πρόγραµµα TOF να κάνουµε αναγνώριση των κορυφών της
µετρούµενης κατανοµής των χρόνων πτήσης. Ορισµένες φορές παρατηρούµε µια κορυφή
στην κατανοµή των TOFs η οποία απέχει αρκετά από τις άλλες και δεν είµαστε σίγουροι για
το πού οφείλεται. Αφότου έχουµε κάνει βαθµονόµηση του φάσµατος µε το πρόγραµµα TOF,
µπορούµε να υπολογίσουµε τη µάζα που θα έδινε τέτοιο χρόνο πτήσης. Με αυτόν τον τρόπο,
για παράδειγµα, διαπιστώσαµε ότι στις runs µε θετικές δέσµες υπάρχουν σε µικρό ποσοστό
και δευτέρια στη δέσµη.

Για να γίνει κατανοητή η χρησιµότητα του προγράµµατος TOF, ακολουθεί η περιγραφή
µιας πραγµατικής µελέτης που έγινε, στο φάσµα των χρόνων πτήσης της run υπ’ αριθµόν
40912. H run αυτή έγινε µε δέσµη θετικού φορτίου, ορµής 2.4 GeV/c. Γνωρίζουµε επίσης, ότι
οι χρόνοι πτήσης αναφέρονται σε απόσταση 11.8 m (ρύθµιση δέσµης Τ11). Γνωρίζουµε χον-
δρικά τη σύσταση της δέσµης στη συγκεκριµένη ορµή (βλ. εικόνα 2.24).

Στην εικόνα 3.1 βλέπουµε το φάσµα του TOF που µετρήθηκε, µε τον κατακόρυφο άξονα
σε λογαριθµική κλίµακα. Ξεχωρίζουν φυσικά δύο κορυφές πολύ έντονες, µε κέντρα στο 160
και στο 240, αλλά και µια µικρότερη κορυφή, που δε µπορεί να παραβλεφθεί, µε κέντρο το
470. Σε όλους τους υπόλοιπους TOFs έχουν καταγραφεί πολύ λίγα γεγονότα (<10) και πιθα-
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νότατα αυτός ο θόρυβος οφείλεται είτε σε κακή εστίαση της ορµής, είτε σε λανθασµένο
σκανδαλισµό (misstriggering) των TDCs, είτε και στα δύο ταυτόχρονα.

Για να µάθουµε τι αντιπροσωπεύουν οι κορυφές του φάσµατος της εικόνας 3.1 εκτελούµε
το πρόγραµµα TOF, δίνοντάς του την ορµή 2.4 GeV/c, τη σύσταση της δέσµης περίπου όπως
τη βλέπουµε στην εικόνα 2.24 και την απόσταση των 11.8 m. Επίσης, δίνουµε και µια τυπική
απόκλιση στις γκαουσιανές των µετρήσεων των  t1 και t2 ίση µε 192 ps. Στην εικόνα 3.2 βλέ-
πουµε την MC–υπολογιζόµενη κατανοµή. Ο οριζόντιος άξονας είναι βαθµονοµηµένος σε ps.

Εικόνα 3.1: Το φάσµα του TOF για θετική δέσµη 2.4 GeV/c και απόστα-
ση 11.8 m.

Εικόνα 3.2: MC κατανοµή του TOF, για ορµή 2.4 GeV/c και απόσταση
11.8 m.

Παρατηρούµε ότι τόσο στο πραγµατικό φάσµα όσο και στο MC–φάσµα, η τρίτη κορυφή
απέχει από την πρώτη περίπου τρεις φορές όσο απέχει η δεύτερη από την πρώτη. Είναι εµφα-
νές ότι πρόκειται για την MC-εξοµοίωση του ίδιου φάσµατος. Βλέπουµε στο MC–φάσµα ότι,
σύµφωνα και µε τη σχέση (3.1), τα ελαφρότερα σώµατα (ηλεκτρόνια, µιόνια, πιόνια) έχουν
µικρότερους TOFs, και συγκεντρώνονται στην αριστερότερη κορυφή. Ευδιάκριτη είναι η
κορυφή που απαρτίζουν τα βαρύτερα πρωτόνια, ενώ τα καόνια, που είναι λίγα πληθυσµιακά,
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κατανέµονται στο δεξί πλευρό της κατανοµής των e,µ,π. Τα δευτέρια απέχουν αρκετά και
σχηµατίζουν την τρίτη κορυφή. Έτσι, ξέρουµε σε τι αντιστοιχούν οι τρεις κορυφές που βλέ-
πουµε στο πειραµατικά µετρούµενο φάσµα.

Μπορούµε, όπως είπαµε, να βαθµονοµήσουµε τον οριζόντια άξονα της κατανοµής της ει-
κόνας 3.1. Για να το κάνουµε αυτό κάνουµε παρεµβολή (fit) γκαουσιανών στις πειραµατικές
και στις MC–παραγόµενες κορυφές. Τα κέντρα τους βρίσκονται στις θέσεις που αναγράφο-
νται στον πίνακα 3.1.

κορυφή Μετρηµένη κατανοµή MC κατανοµή
αριστερή 157.87 ± 0.06   TDC units 39393       ps
µεσαία 239.12 ± 0.08   TDC units 42259.5    ps
δεξιά 468.9 ± 1.6      TDC units 49914       ps

Πίνακας 3.1: Τα κέντρα των κορυφών στην πειραµατική και MC–παρα-
γόµενη κατανοµή του TOF για τη run 40912 του CalDet.

Από την απόσταση των δύο αριστερών κορυφών στα δύο φάσµατα κάνουµε την αντι-
στοίχηση:

( )
( )

42259.5 39393 ps ps35.28 0.04
239.122 157.871 TDC units TDC unit

−
= ±

−
(3.2)

Το σφάλµα 0.04 προέκυψε από διάδοση των σφαλµάτων που φαίνονται στη δεύτερη στήλη
του πίνακα 3.1.

Πράγµατι, από πηγές στοιχείων για τον CalDet διασταυρώσαµε αυτήν την πληροφορία
και διαπιστώσαµε ότι η µία TDC unit αντιστοιχεί σε 35 ps, δηλαδή προσδιορίσαµε αυτήν τη
σχέση µετατροπής µε πολύ καλή ακρίβεια. Ο λόγος που δε βρήκαµε ακριβώς την αναφερό-
µενη τιµή είναι µάλλον ότι τα fit που κάναµε επηρεάστηκαν από το σταθερό υπόβαθρο θορύ-
βου, ή και από το ότι ελαφρώς διαφορετικά όρια εφαρµογής του fit δίνουν µικρές διαφορές
στα υπολογιζόµενα κέντρα των κορυφών, οπότε µε λίγο πιο προσεκτική επιλογή ορίων θα
µπορούσαµε να πετύχουµε ακριβώς την τιµή των 35 ps/TDCunit.

Συγκρίνοντας τη θέση της αριστερής κορυφής στο πραγµατικό και στο MC φάσµα, και έ-
χοντας υπόψη τη σταθερά 35 ps/TDCunit, υπολογίζουµε τη σταθερή µετατόπιση (offset) των
τιµών του TOF:

( ) ps157.87 offset 35 39393ps
TDC

+ × =

⇒ offset 968 TDC units= (3.3)
µε σφάλµα offset 0.06δ =  TDC units

Εποµένως, αν θέλουµε να δούµε σε τι πραγµατικό χρόνο πτήσης αντιστοιχεί η τιµή Α
TDC units που παίρνουµε από τον CalDet, εφαρµόζουµε τον τύπο:

( )A 968 35 ps+ × (3.4)
Γνωρίζοντας τώρα τον κανόνα µετατροπής (3.4) µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι η τρίτη

κορυφή σχηµατίζεται από δευτέρια. Αρκεί να δούµε αν το µετρούµενο TOF: 468.9±1.6
TDC units αντιστοιχεί σε χρόνο 49914 ps. Όντως,

( )468.9 968 35 50291.5ps+ × =

µε σφάλµα ( ) ( )2 21.6 35 0.06 35 56.04ps× + × =
Βλέπουµε ότι το αποτέλεσµα, που µε την απαραίτητη στρογγυλοποίηση γράφεται

(50290±60) ps, δεν απέχει πολύ από το θεωρητικά αναµενόµενο 49919 ps. Μπορεί κανείς να
ισχυριστεί ότι η διαφορά είναι (50290 – 49919)/60 = 6.18 τυπικές αποκλίσεις, οπότε αρκετά
µεγάλη. Όµως, δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι, όπως φαίνεται στην εικόνα 3.1, η τρίτη κορυφή
αποτελείται από µικρό πληθυσµό µετρήσεων, ενώ βασίζεται σε ένα σταθερό υπόβαθρο θορύ-
βου, οπότε ο προσδιορισµός του κέντρου της δε µπορεί να είναι  πολύ ακριβής. Άλλωστε και
η ορµή της δέσµης έχει µια αβεβαιότητα της τάξης του 1%.
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Το πρόγραµµα DISPLAY

Για να µάθουµε πώς να αναγνωρίζουµε τα διάφορα σωµατίδια βλέποντας τα ίχνη που άφηναν
στον CalDet ήταν ανάγκη να µπορούµε να δούµε πολλά τέτοια ίχνη, το ένα µετά το άλλο, µε
έναν τρόπο που να µην κουράζει το χρήστη αναγκάζοντάς τον να πληκτρολογεί πλειάδα ε-
ντολών. Αυτό κάνει το πρόγραµµα DISPLAY, εµφανίζοντας στην οθόνη ένα προς ένα τα
events που επιθυµεί ο χρήστης. Η πληροφορία που εµφανίζεται για κάθε event είναι η εξής:
• Η X-προβολή των γεγονότων, όπου φαίνονται τα χτυπηµένα strips και, µε χρωµατική

κλίµακα, το άθροισµα των φωτοηλεκτρονίων που απέδωσε κάθε strip από το δεξί συν το
αριστερό άκρο (nnpe + pnpe)

• H Y-προβολή, επίσης µε χρωµατική απόδοση του nnpe + pnpe.
• Το φάσµα του ADC (Analog to Digital Converter) του ανιχνευτή Cerenkov (ceradc[2])

για όλα τα γεγονότα της run, ενώ µια πράσινη ακίδα δείχνει το σήµα που έδωσε ο Ceren-
kov ADC για το συγκεκριµένο event που εµφανίζεται στην οθόνη.

• Το φάσµα του TOF (toftdc[2]–toftdc[0]) όλων των γεγονότων της ενεργής run, ενώ µια
πράσινη ακίδα δείχνει τον TOF του εµφανιζόµενου γεγονότος.

Ο χρήστης µπορεί να επιλέξει κριτήρια µε τα οποία να επιλέγονται προς παρουσίαση µό-
νο ορισµένα events από την ενεργό run, δηλαδή από το χρησιµοποιούµενο root-αρχείο. Αυτό
δίνει τη δυνατότητα παρατήρησης γεγονότων που εµφανίζουν ιδιαιτερότητες, ή που είναι τυ-
πικά παραδείγµατα ηλεκτρονίων, µιονίων και των υπολοίπων συστατικών της δέσµης. Μετα-
ξύ των κριτηρίων µπορεί να ορισθεί και να εµφανίζονται µόνο οι χτυπηµένες strips που έδω-
σαν (nnpe + pnpe) µεγαλύτερο από ένα κατώφλι. Έτσι, θέτουµε κατώφλι στο pulse height,
κάτι χρήσιµο όταν προσπαθούµε να απαλλαχθούµε από το cross-talk.

Μια ακόµα µικρή πλην χρήσιµη δυνατότητα που δίνει το πρόγραµµα στο χρήστη, είναι το
να αποθηκεύει την εικόνα του παρόντος event σε ένα αρχείο της αρεσκείας του, δίνοντας το
γράµµα “s” στη γραµµή εντολής του προγράµµατος.

Χάριν επιδείξεως, ας παρουσιάσουµε ορισµένες παλέτες που παίρνουµε εφαρµόζοντας το
πρόγραµµα DISPLAY πάνω στη run 40912, έχοντας θέσει κατώφλι nnpe+pnpe>1. Οι εικόνες
3.3 έως και 3.6 αποτελούν τυπικά παραδείγµατα e+, p, µ+ και π+. Η εικόνα 3.7 πιθανότατα
εµφανίζει ένα δευτέριο.

Υπάρχουν λίγα παράδοξα γεγονότα όπου, ενώ οι τροχιές τους µαρτυρούν πως είναι µιό-
νια, δίνουν Cerenkov. Άλλοτε δίνουν TOF που δεν εντάσσεται σε καµία από τις κορυφές που
αποτελούν σωµατίδια γνωστής µάζας, ενώ η τοπολογία τους δείχνει ότι είναι µάλλον απλά
µιόνια ή ηλεκτρόνια κλπ. Τα περισσότερα από αυτά τα φαινόµενα οφείλονται στο ότι η δέ-
σµη δεν είναι απόλυτα εστιασµένη σε µια ορµή, οπότε υπάρχουν και παράδοξοι χρόνοι πτή-
σης και µιόνια που µπορεί να έχουν µεγαλύτερη ταχύτητα από την προβλεπόµενη και να δώ-
σουν ακτινοβολία Cerenkov.

Είναι λογικό η σύσταση της δέσµης να µην είναι ίδια για θετικού και για αρνητικού φορ-
τίου δέσµη, διότι τα πρωτόνια που είναι διαθέσιµα προς εστίαση είναι πολύ περισσότερα από
τα αντιπρωτόνια, ενώ τα διαθέσιµα αντιδευτέρια ( pn ) είναι σχεδόν ανύπαρκτα. Αυτό φαίνε-
ται στο φάσµα του TOF που καταγράφεται κατά τη run υπ’ αριθµόν 40916, που χρησιµοποιεί
θετική δέσµη. Όπως βλέπουµε στην εικόνα 3.8, υπάρχει ένας µικρός πληθυσµός αντιπρωτο-
νίων, ενώ έχει εξαφανιστεί εντελώς η κορυφή των δευτερίων που είχαµε στη run 40912, που
ήταν ίδιας ορµής (2.4 GeV/c). Παραµένει πάντως το σταθερό υπόβαθρο στο φάσµα, γεγονός
το οποίο µαρτυρεί ότι οι παράγοντες που το προκαλούν είναι οι ίδιοι όταν χρησιµοποιείται
θετική και όταν χρησιµοποιείται αρνητική δέσµη.
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Εικόνα 3.3: Παράδειγµα e+ στα 2.4 GeV/c. ∆ίνει Cerenkov και TOF στην
πρώτη κορυφή. Τα ακριανά strips έχουν χαµηλό ύψος παλµού και µάλλον
οφείλονται στο cross-talk.

Εικόνα 3.4: Παράδειγµα p. ∆ε δίνει Cerenkov, έχει το κατάλληλο TOF
και αναπτύσσει 2 showers µε προβολή και στη X και στην Y διάσταση.
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Εικόνα 3.5: Παράδειγµα µ+, το οποίο διαπερνά ολόκληρο τον CalDet.

Εικόνα 3.6: Παράδειγµα π+.
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Εικόνα 3.7: Παράδειγµα δευτερίου (d).

Εικόνα 3.8: Το φάσµα του TOF της run 40916, µε αρνητική δέσµη και
ορµή 2.4 GeV/c.

Βλέπουµε από τη σύγκριση των εικόνων 3.3 ως 3.7 ότι οι τοπολογίες των διαφόρων σω-
µατιδίων διαθέτουν ορισµένα αναγνωριστικά χαρακτηριστικά, τουλάχιστον στην ορµή των
2.4 GeV/c. Τα µιόνια είναι διαπεραστικά και δε δηµιουργούν showers. Τα πιόνια και τα πρω-
τόνια διασπώνται αδρονικά µετά από λίγα επίπεδα δίνοντας showers. Τα ηλεκτρόνια δίνουν
κατευθείαν ηλεκτροµαγνητική shower. Για παράδειγµα, η τοπολογική µεταβλητή του λόγου
της διαµήκους προς την εγκάρσια διάσταση του γεγονότος θα µπορούσε να διαχωρίσει τα
µιόνια από τα υπόλοιπα σωµατίδια. Αυτή η ποσότητα, βέβαια, δεν είναι εξίσου χαρακτηρι-
στική αν συγκρίνουµε γεγονότα ορµής 0.2 GeV/c, διότι τότε η ενέργεια είναι τόσο µικρή που
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σχεδόν όλα τα events περιορίζονται σε 1-5 χτυπηµένες strips. Πάντως, ακόµα κι εκεί όπου οι
τοπολογίες των events των διαφόρων σωµατιδίων συµπίπτουν, ο τρόπος εναπόθεσης της ε-
νέργειας στον ανιχνευτή µπορεί να αποτελεί διακριτικό χαρακτηριστικό.

Όταν προσπαθούµε να διακρίνουµε τα διάφορα σωµατίδια από τις τοπολογίες των ιχνών
τους, έχει µεγάλη σηµασία να απαλλασσόµαστε από το cross-talk, διότι ακόµα κι ένα δήθεν
χτυπηµένο strip επηρεάζει δραστικά τις τοπολογικές µεταβλητές. Για παράδειγµα, στην εικό-
να 3.9 βλέπουµε ένα µιονικό γεγονός της run 40912, όπου έχουµε επιλέξει να µην αφαιρούµε
τα cross-talk strips. Μια τοπολογική µεταβλητή που διακρίνει τα µιονικά events είναι η µικρή
εγκάρσια έκταση. Τα περιφερειακά strips που φαίνονται σαν χτυπηµένα καταστρέφουν αυτήν
την εικόνα, δηµιουργώντας την εντύπωση ότι ο µιόνιο έδωσε ίχνος που εκτείνεται µέχρι τις
πιο εξωτερικές strips του ανιχνευτή.

Εικόνα 3.9: Μιονικό event, ορµής 2.4 GeV/c, όπου δεν έχει αφαιρεθεί κα-
θόλου το cross-talk. Η χρωµατική κλίµακα είναι επιλεγµένη έτσι ώστε να
επιτρέπει τα δούµε ποια cross-talk strips έχουν λάβει µεγαλύτερη ενέργεια.
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Έλεγχος της ηλεκτροµαγνητικής καλοριµετρικής απόκρισης

Σε αυτήν την παράγραφο θα γίνει περιγραφή της µελέτης της ηλεκτροµαγνητικής καλοριµε-
τρικής απόκρισης του CalDet.

∆ύο είναι τα κύρια µεγέθη που χαρακτηρίζουν τη λειτουργία ενός καλοριµέτρου: Η από-
κριση (response) και η ενεργειακή διακριτική ικανότητα (energy resolution). Ο ανιχνευτής,
λόγω της πεπερασµένης διακριτικής του ικανότητας, όταν ανιχνεύει σωµατίδια ενέργειας Ε,
δε µετράει πάντα ακριβώς την ίδια ενέργεια (totmip2), αλλά οι µετρήσεις ακολουθούν µια
γκαουσιανή κατανοµή µε κέντρο m και τυπική απόκλιση σm = ∆m. Εάν η απόκριση του κα-
λοριµέτρου είναι γραµµική, το m είναι ευθέως ανάλογο του Ε, µε ένα µικρό offset:

m = γΕ + δ (3.5)

Η ενεργειακή διακριτική ικανότητα ορίζεται ως: 
∆Ε
Ε

. Εάν δ=0, τότε m=γ·Ε και ∆m=γ·∆Ε,

οπότε ισχύει 
m

m
∆Ε ∆

=
Ε

. Όµως, στην πραγµατικότητα, αν και µικρό, το δ είναι διάφορο του

µηδενός, οπότε:
m

m
∆ γ∆Ε ∆Ε

= =
γΕ + δ Ε + δ γ

⇒ ( )m 1 m 1E 1
m m

 ∆Ε ∆ ∆ δ
= + δ γ = + Ε Ε γ Ε 

(3.6)

Από την άλλη, ισχύει για τη resolution ότι:
∆Ε α

= +β
Ε Ε

(3.7)

Για να προσδιορίσουµε το συντελεστή α της σχέσεως (3.7), χρησιµοποιώντας τα m και
∆m, αρκεί να παρεµβάλουµε µια ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα της ποσότη-

τας 
m 11

m
 ∆ δ
+ γ Ε 

 ως συνάρτηση του 1/ Ε .

Η µέθοδος που ακολουθούµε είναι η εξής: Παίρνουµε το root-αρχείο µιας run συγκεκρι-
µένης ορµής p. Αποµονώνουµε µόνο τα ηλεκτρονιακά γεγονότα, απαιτώντας να υπάρχει α-
κτινοβολία Cerenkov. Τα ηλεκτρόνια έχουν µάζα 0.511 MeV, οπότε ακόµα και σε ορµή 0.2
GeV/c, η ενέργειά τους είναι ουσιαστικά ίση µε την ορµή τους, σύµφωνα µε τη σχέση

2 2p mΕ = + . Οπότε, για αυτά τα ηλεκτρόνια που έχουν γνωστή ενέργεια Ε, κάνουµε την
κατανοµή του µετρούµενου totmip. Αυτή η κατανοµή είναι γκαουσιανή µε κέντρο m και τυ-
πική απόκλιση σm = ∆m.

Συγκεντρώνουµε τα m και ∆m για ηλεκτρόνια διαφόρων Ε, οπότε µετά µπορούµε να χα-
ράξουµε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων του διαγράµµατος του m συναρτήσει της Ε. Επο-
µένως, βρίσκουµε τα γ και δ της σχέσης (3.5). Γνωρίζοντας αυτά, σχεδιάζουµε την ποσότητα

E m 11
E m

 ∆ ∆ δ
= + γ Ε 

 συναρτήσει του 1/ Ε . Σε αυτό το διάγραµµα φέρουµε την ευθεία

ελαχίστων τετραγώνων και προσδιορίζουµε τα α και β της σχέσεως (3.7).
Οι runs που χρησιµοποίησα συνοψίζονται στον πίνακα 3.2. Σε όλες χρησιµοποιήθηκαν η-

λεκτρονικά του µακρινού ανιχνευτή. Για να µην αναφέρουµε κάθε φορά το πρόσηµο του

                                                     
2 Το totmip είναι πληροφορία διαθέσιµη για κάθε γεγονός και ισούται µε το άθροισµα του mip και

των δύο άκρων όλων των χτυπηµένων strips του γεγονότος, εξαιρουµένων εκείνων που βρίσκονται στο
επίπεδο 0, δηλαδή στο πρώτο. Το mip προκύπτει, µετά από διόρθωση, από τον αριθµό των φωτοηλε-
κτρονίων (npe) που δίνει κάθε άκρο εκάστης strip. Είναι µια µονάδα µέτρησης της ενέργειας, ίση µε
την ενέργεια που θα απέδιδε ένα ελάχιστα ιονίζον σωµάτιο (minimum ionizing particle).
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φορτίου της δέσµης και την ορµή της ξεχωριστά, συνηθίζεται να αναφέρουµε κατευθείαν την
ορµή της µε ένα πρόσηµο + ή – για να δηλώσουµε αυτοµάτως και το πρόσηµο του ηλεκτρι-
κού φορτίου της.

Run# p(GeV/c) Run# p(GeV/c)
40771 -0.2 40777 +0.4
40783 -0.6 40616 +1.8
40874 -1.2 40844 +3.2
40916 -2.4 50601 +7.0
40801 -3.6 50545 +5.0
50557 -5.0 50537 +6.0
50695 -7.0 50551 +4.0
50594 -8.0 40781 +0.6
50700 -9.0 40815 +0.8

Πίνακας 3.2: Οι αριθµοί των runs που χρησιµοποιήθηκαν και οι αντίστοι-
χες ορµές, που σε πολύ καλή προσέγγιση είναι ίσες µε την ενέργεια των η-
λεκτρονίων τους.

Στην εικόνα 3.10 φαίνονται οι 9 κατανοµές του totmip που προέρχονται από τα ηλεκτρό-
νια των runs µε αρνητική δέσµη, ενώ στην 3.11 παρατίθενται οι ίδιες κατανοµές που πήραµε
από τις 9 runs θετικής δέσµης. Στον πίνακα 3.3 φαίνονται οι τιµές των m και των σm = ∆m,
καθώς και τα σφάλµατά τους δm και δσm, που πήραµε από τα αντίστοιχα fits µε γκαουσιανές.
Στον ίδιο πίνακα φαίνονται και οι τιµές που πήραµε από τις runs θετικού φορτίου.

Run# E
(GeV)

m
(totmip)

δm
(totmip)

σm
(totmip)

δσm
(totmip)

40771 -0.2 8.29 0.06 3.83 0.05
40783 -0.6 34.08 0.08 9.49 0.06
40874 -1.2 69.08 0.19 14.50 0.15
40916 -2.4 140.46 0.69 22.11 0.55
40801 -3.6 207.11 0.82 22.59 0.62
50557 -5.0 296.85 0.32 29.69 0.25
50695 -7.0 413.18 1.74 34.68 1.45
50594 -8.0 481.16 1.06 38.78 0.85
50700 -9.0 536.49 2.12 43.19 1.91
40777 +0.4 19.87 0.09 6.06 0.05
40616 +1.8 105.28 0.37 20.36 0.34
40844 +3.2 187.47 1.18 23.83 1.09
50601 +7.0 424.72 1.24 35.53 1.01
50545 +5.0 293.94 0.61 31.15 0.55
50537 +6.0 362.47 0.28 32.44 0.22
50551 +4.0 235.99 0.57 26.73 0.45
40781 +0.6 33.33 0.09 8.75 0.06
40815 +0.8 45.45 0.50 10.81 0.46

Πίνακας 3.3: Τα µέσα (m) και οι τυπικές αποκλίσεις (σm) των γκαουσια-
νών που κάνουν fit στις µετρούµενες κατανοµές του totmip, για τις runs
που χρησιµοποίησα. Επίσης, φαίνονται και τα σφάλµατα αυτών των µεγε-
θών, δm και δσm αντίστοιχα.



Κεφάλαιο 3ο                                                                                                                   Ανάλυση

σελ - 121 -

Εικόνα 3.10: Οι κατανοµές του totmip για τις 9 runs αρνητικού φορτίου
δέσµης. Η διάταξη των εικόνων είναι κατά αύξουσα ενέργεια ηλεκτρονί-
ων, καθώς τις βλέπουµε από αριστερά προς τα δεξιά και από πάνω προς τα
κάτω.
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Εικόνα 3.11: Οι κατανοµές του totmip για τις 9 runs θετικού φορτίου δέ-
σµης. Οι εικόνες αντιστοιχούν στις runs ως εξής: Πρώτη γραµµή: 40777,
40616, 40844. ∆εύτερη γραµµή: 50601, 50545, 50537. Τρίτη γραµµή:
50551, 40781, 40815.

Ας εργασθούµε πρώτα για τις αρνητικές δέσµες. Από τις τιµές του πίνακα 3.3 αποµονώ-
νουµε αυτές που χρειάζονται για να σχεδιάσουµε τα σηµεία της καµπύλης του m ως συνάρ-
τησης της E (εικόνα 3.12). Στη συνέχεια, χαράσσουµε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων,
όπου στον υπολογισµό της λαµβάνεται υπόψη και το κατακόρυφο σφάλµα κάθε σηµείου. Οι
παράµετροι της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων, µε τα σφάλµατά τους, είναι:

y=A+Bx : A= -3.224 δΑ= 0.052
 B= 60.191 δΒ= 0.054

οπότε οι συντελεστές της εξίσωσης (3.5) προσδιορίζονται ως:
γ = (60.19 ± 0.05) mip/GeV
δ = (-3.22 ± 0.05) mip

(3.8)
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Εικόνα 3.12: Η απόκριση του ανιχνευτή m=m(E) στις runs µε αρνητική
δέσµη. Τα κατακόρυφα σφάλµατα είναι υπερβολικά µικρά για να φανούν,
ενώ η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων τα λαµβάνει υπόψη.

Γνωρίζοντας τα γ και δ µπορούµε να υπολογίσουµε την ποσότητα 
E m 11

E m
 ∆ ∆ δ

= + γ Ε 
συναρτήσει του 1/ E . Το δε σφάλµα της ποσότητας ∆Ε/Ε υπολογίζεται ως:

2 2 2

2

1 m m ( ) m1 ( )
m m m

      ∆Ε δ ∆ ∆ δ δ ∆ δ   δ = + δ + + δ γ         Ε γ Ε γΕ γ Ε         
(3.9)

όπου
2 2

m m
2

m m
m m m

δσ σ∆     δ = + δ     
     

(3.10)

Στον πίνακα 3.4 συγκεντρώνονται οι υπολογιζόµενες τιµές που χρησιµοποιούνται στη χάραξη
του διαγράµµατος 3.13. Στην εικόνα 3.13, µεταξύ των σηµείων παρεµβάλλεται ευθεία ελαχί-
στων τετραγώνων, στον υπολογισµό της οποίας έχουν ληφθεί υπόψη τα κατακόρυφα σφάλ-
µατα των σηµείων, και οι παράµετροί της είναι:

y=A+Bx : A= 0.0120 δΑ= 0.0026
B= 0.1960 δΒ= 0.0052

Εποµένως, προσδιορίστηκαν µε αυτόν τον τρόπο οι συντελεστές α και β της σχέσεως
(3.7), ως:

( ) 1/ 20.196 0.005 GeV
0.012 0.003

α = ±

β = ±
(3.11)

Κατά τον ίδιο τρόπο εργαζόµαστε και µε τις runs µε θετική δέσµη. Στην εικόνα 3.14 φαί-
νεται η απόκριση m=m(E), ενώ στην εικόνα 3.15 φαίνεται η resolution συναρτήσει του
1/ Ε . Στον πίνακα 3.5 συγκεντρώνονται οι τιµές του διαγράµµατος της εικόνας 3.15. Για
τους συντελεστές γ, δ, α και β, από τις θετικές runs καταλήγουµε στις τιµές:

( )
( )
( )
( )

1/ 2

60.833 0.046 mip / GeV

-3.90 0.07 mip

0.190 0.005 GeV

0.013 0.003

γ = ±

δ = ±

α = ±

β = ±

(3.12)



Κεφάλαιο 3ο                                                                                                                   Ανάλυση

σελ - 124 -

Ε
(GeV) 1/ Ε

(GeV–1/2)
∆Ε
Ε

δ(
∆Ε
Ε

)

0.2 2.2361 0.3382 0.0280
0.6 1.2910 0.2537 0.0072
1.2 0.9129 0.2005 0.0038
2.4 0.6455 0.1539 0.0049
3.6 0.5270 0.1075 0.0039
5.0 0.4472 0.0989 0.0011
7.0 0.3780 0.0833 0.0042
8.0 0.3536 0.0801 0.0022
9.0 0.3333 0.0800 0.0039

 Πίνακας 3.4: Οι τιµές του 1/ Ε , των αντιστοίχων ∆Ε/Ε και των σφαλ-
µάτων τους, για τις runs µε αρνητική δέσµη.
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Εικόνα 3.13: Η ενεργειακή διακριτική ικανότητα (resolution) ως συνάρ-
τηση του 1/ Ε , για runs µε αρνητική δέσµη, µαζί µε την ευθεία ελαχί-
στων τετραγώνων, που λαµβάνει υπόψη και τα κατακόρυφα σφάλµατα
των σηµείων.

0
50

100
150
200
250
300
350
400
450

0 1 2 3 4 5 6 7 8

E (GeV)

m (totmip)

Εικόνα 3.14: Η απόκριση του ανιχνευτή m=m(E) στις runs µε θετική δέ-
σµη.
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Ε
(GeV) 1/ Ε

(GeV–1/2)
∆Ε
Ε

δ(
∆Ε
Ε

)

0.4 1.5811 0.2561 0.0123
1.8 0.7454 0.1865 0.0039
3.2 0.5590 0.1246 0.0063
7 0.3780 0.0829 0.0029
5 0.4472 0.1046 0.0021
6 0.4082 0.0885 0.0008
4 0.5000 0.1114 0.0024

0.6 1.2910 0.2345 0.0076
0.8 1.1180 0.2189 0.0115

 Πίνακας 3.5: Οι τιµές του 1/ Ε , των αντιστοίχων ∆Ε/Ε και των σφαλ-
µάτων τους, για τις runs µε θετική δέσµη.
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Εικόνα 3.15: Η ενεργειακή διακριτική ικανότητα (resolution) ως συνάρ-
τηση του 1/ Ε , για runs µε θετική δέσµη, µαζί µε την ευθεία ελαχίστων
τετραγώνων, που λαµβάνει υπόψη και τα κατακόρυφα σφάλµατα των ση-
µείων.

Τέλος, θεωρώντας ότι η response και η energy resolution είναι ίδια τόσο για θετική όσο
και για αρνητική δέσµη (που φαίνεται να ισχύει αν συγκρίνουµε τις παραµέτρους (3.12) και
(3.8), (3.11)), συγκεντρώνουµε όλες µαζί τις τιµές που έχουµε στον πίνακα 3.3 και επανα-
λαµβάνουµε την περιγραφείσα υπολογιστική διαδικασία. Καταλήγουµε στη γραφική παρά-
σταση της response που φαίνεται στην εικόνα 3.16, στις τιµές του πίνακα 3.6 και στην energy
resolution της εικόνας 3.17. Οι παράµετροι που υπολογίζονται είναι:

( )
( )
( )
( )

1/ 2

60.14 0.05 mip / GeV

-3.09 0.07 mip

0.2020 0.0045 GeV

0.0090 0.0021

γ = ±

δ = ±

α = ±

β = ±

(3.13)
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Εικόνα 3.16: Η απόκριση του ανιχνευτή m=m(E) σε όλες τις runs.

Ε
(GeV) 1/ Ε

(GeV–1/2)
∆Ε
Ε

δ(
∆Ε
Ε

)

0.4 1.5811 0.2659 0.0155
1.8 0.7454 0.1879 0.0042
3.2 0.5590 0.1251 0.0063
7 0.3780 0.0830 0.0029
5 0.4472 0.1049 0.0021
6 0.4082 0.0887 0.0008
4 0.5000 0.1118 0.0025

0.6 1.2910 0.2401 0.0094
0.8 1.1180 0.2227 0.0122
0.2 2.2361 0.3433 0.0391
0.6 1.2910 0.2547 0.0098
1.2 0.9129 0.2009 0.0046
2.4 0.6455 0.1540 0.0050
3.6 0.5270 0.1075 0.0040
5 0.4472 0.0990 0.0011
7 0.3780 0.0833 0.0042
8 0.3536 0.0801 0.0022
9 0.3333 0.0800 0.0039

 Πίνακας 3.6: Οι τιµές του 1/ Ε , των αντιστοίχων ∆Ε/Ε και των σφαλ-
µάτων τους, για όλες τις runs.
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Εικόνα 3.17: Η ενεργειακή διακριτική ικανότητα (resolution) ως συνάρ-
τηση του 1/ Ε , για όλες τις runs, µαζί µε την ευθεία ελαχίστων τετραγώ-
νων, που λαµβάνει υπόψη και τα κατακόρυφα σφάλµατα των σηµείων.
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Σύγκριση Monte Carlo και πραγµατικών δεδοµένων

Ένα βασικό ερώτηµα που ανακύπτει στην πορεία προς τη χρήση ANNs στην αναγνώριση
σωµατιδίων είναι εάν πρέπει να εκπαιδεύσουµε τα νευρωνικά δίκτυα µε πραγµατικά παρα-
δείγµατα (patterns) γεγονότων ή µε γεγονότα παραγόµενα από Monte Carlo. Στα πλεονεκτή-
µατα της κάθε επιλογής αναφέρθηκα στην προεπισκόπηση του παρόντος κεφαλαίου. Τελικά,
για το διαχωρισµό ηλεκτρονιακών γεγονότων από όλα τα υπόλοιπα χρησιµοποιήθηκαν πραγ-
µατικά γεγονότα, λόγω του ότι ο ανιχνευτής Cerenkov µας επιτρέπει να ξέρουµε στην πραγ-
µατικότητα ποια σωµατίδια είναι ηλεκτρόνια και ποια όχι. Για τον διαχωρισµό, όµως, µιονί-
ων και πιονίων η χρήση γεγονότων MC είναι αναγκαία, ειδικά στις ενέργειες όπου τα χαρα-
κτηριστικά τους είναι παρεµφερή.

Για να εξετάσουµε εάν η χρήση γεγονότων MC είναι ενδεδειγµένη, βασικό ρόλο παίζει ο
έλεγχος του κατά πόσο το MC προσοµοιώνει την πραγµατικότητα. Ο έλεγχος αυτός έχει ευ-
ρύτερη σηµασία, γι’ αυτό υπάρχουν συνεργάτες στο πείραµα οι οποίοι έχουν αναλάβει τη
συνεχή βελτίωση του MC και τη σύγκρισή του µε τα πραγµατικά δεδοµένα. Ο λόγος είναι ότι
το MC δε χρησιµοποιείται µόνο στην εκπαίδευση νευρωνικών δικτύων, αλλά και σε πολλούς
άλλους τοµείς της ανάλυσης και του σχεδιασµού του πειράµατος, από τη συµπεριφορά της
δέσµης µέχρι την απόκριση και τις δυνατότητες των δύο ανιχνευτών.

Ο έλεγχος της οµοιότητας MC και πραγµατικών data έγινε ελέγχοντας εάν διάφορες µορ-
φολογικές µεταβλητές ακολουθούν τις ίδιες κατανοµές στα MC και στα πραγµατικά data. Το
αποτέλεσµα της σύγκρισης ποσοτικοποιήθηκε εφαρµόζοντας το Kolmogorov test, το οποίο
περιγράφεται λεπτοµερώς σε ένα από τα παραρτήµατα.

Μεταβλητή Περιγραφή
nhitplanes Πλήθος χτυπηµένων επιπέδων. Λαµβάνει τιµές από 1 µέχρι και 60.

nhits
Πλήθος hits, όπου κάθε χτυπηµένο strip µπορεί να δώσει έως 2 hits,
εφόσον ληφθεί σήµα και από τα δύο άκρα του. Θεωρητικά, µπορεί να
λάβει ακέραιες τιµές από 1 µέχρι 2·24·60=2880.

nhitstrips Πλήθος χτυπηµένων strips. Λαµβάνει ακέραιες τιµές από 1 µέχρι
24·60=1440.

mipweighrad Εγκάρσια έκταση του γεγονότος, λαµβάνοντας υπόψη τις χτυπηµένες
strips ανάλογα µε τη visible energy (mip) που καταγράφουν.

showermax Ο αριθµός του επιπέδου στο οποίο σηµειώθηκε το hit µε τη µεγαλύτε-
ρη visible energy (mip). Λαµβάνει ακέραιες τιµές, από 0 µέχρι και 59.

nhits/nhitplanes Μέσο πλήθος hits ανά χτυπηµένο επίπεδο. Θεωρητικά λαµβάνει δεκα-
δικές τιµές, από 0 µέχρι και 23.

maxmip H µέγιστη τιµή της visible energy που σηµειώθηκε µεταξύ των hits.

mipweighaveplane
Ο µέσος όρος του αύξοντος αριθµού των χτυπηµένων επιπέδων, ζυγι-
σµένου µε τη συνολική visible energy που κατέγραψε κάθε επίπεδο.
Θεωρητικά λαµβάνει δεκαδικές τιµές από 0 µέχρι και 59.

totmip Άθροισµα της visible energy (mip) που κατέγραψε ο ανιχνευτής, εξαι-
ρώντας αυτήν που κατεγράφη στο πρώτο επίπεδο (υπ’ αριθµόν 0).

strip Ο αύξων αριθµός κάθε strip (από 0 έως και 23) που χτυπήθηκε.

Πίνακας 3.7: Μεταβλητές που χρησιµοποιήθηκαν στη σύγκριση πραγµα-
τικών και MC ηλεκτρονίων διαφόρων ενεργειών.

Οι µεταβλητές που φαίνονται στον πίνακα 3.7 χρησιµοποιήθηκαν στη σύγκριση πραγµα-
τικών και MC ηλεκτρονίων διαφόρων ενεργειών. Ο λόγος που συγκρίναµε µόνο ηλεκτρόνια
µεταξύ τους, είναι ότι στα πραγµατικά data, τα ηλεκτρόνια είναι αυτά για τα οποία είµαστε
πιο σίγουροι ότι ξέρουµε την ταυτότητά τους, χάρη στην ακτινοβολία Cerenkov.
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Στις εικόνες 3.18 ως 3.20 βλέπουµε πόσο µοιάζουν ή όχι οι κατανοµές του MC και των
πραγµατικών data για αυτές τις 10 µεταβλητές στις ενέργειες των 0.2, 0.6 και 5.0 GeV. Για
τις ενέργειες αυτές χρησιµοποιήθηκαν οι runs µε αριθµούς 40771, 40783 και 50557 αντίστοι-
χα. Επάνω σε κάθε εικόνα αναγράφεται η τιµή της πιθανότητας Kolmogorov, που όσο πλη-
σιάζει προς το 0 τόσο χειρότερα συµφωνούν data και MC. Οι πιθανότητες Kolmogorov των
30 συνολικά συγκρίσεων που κάναµε συνοψίζονται στον πίνακα 3.8.

0.2 GeV 0.6 GeV 5.0 GeV
nhitplanes 1.552x10-01 9.997x10-01 4.026x10-01

nhits 1.158x10-35 6.972x10-07 1.131x10-25

nhitstrips 5.647x10-09 7.434x10-08 3.221x10-30

mipweighrad 1.584x10-14 5.631x10-05 2.255x10-04

showermax 2.641x10-04 8.166x10-03 2.557x10-02

nhits/nhitplanes 0 2.297x10-09 7.434x10-22

maxmip 5.079x10-28 1.159x10-08 4.320x10-01

mipweighaveplane 9.891x10-07 2.358x10-01 2.122x10-01

totmip 9.019x10-09 1.906x10-13 0
strip 7.166x10-22 2.164x10-18 0

Πίνακας 3.8: Αποτελέσµατα του Kolmogorov test για τις 10 µεταβλητές
του πίνακα 3.7, σε τρεις ενέργειες.

Οι τιµές του πίνακα 3.8 απεικονίζονται στο ραβδόγραµµα της εικόνας 3.21. Βλέπουµε ότι
η συµφωνία MC και πραγµατικότητας δεν είναι ίδια σε όλες τις ενέργειες. Στα 0.6 GeV όλες
οι µεταβλητές δίνουν µέτριες και υψηλές τιµές της Kolmogorov πιθανότητας, ενώ στα 0.2
GeV και στα 5.0 GeV υπάρχουν 2-3 µεταβλητές µε πολύ µικρή πιθανότητα Kolmogorov.
Στην εικόνα 3.22 φαίνεται η µέση πιθανότητα Kolmogorov ως προς τις µεταβλητές για κάθε
ενέργεια, οπότε βλέπουµε ότι η χειρότερα προσοµοιούµενη ενέργεια είναι τα 0.2 GeV, ενώ η
καλύτερη είναι τα 0.6 GeV.

Συγκρίνοντας µεταξύ τους τις 10 µεταβλητές στην εικόνα 3.21, βλέπουµε ότι αυτές που
είναι συνολικά πιο πιστά αναπαραγόµενες (µε µεγαλύτερη πιθανότητα Kolmogorov) είναι η
nhitplanes, η mipweighaveplane και η maxmip. Αυτή που είναι χειρότερα προσοµοιούµενη
είναι η strip. Στη σύγκριση βοηθά το ραβδόγραµµα της εικόνας 3.23, όπου φαίνεται η µέση
πιθανότητα Kolmogorov ως προς τις ενέργειες για κάθε µεταβλητή.

Η όποια ασυµφωνία µεταξύ MC και πραγµατικών data οφείλεται κυρίως στο ότι η ρύθµι-
ση των παραµέτρων του MC επιδέχεται βελτίωση. Βεβαίως, έστω και σε µικρό ποσοστό, η
ασυµφωνία οφείλεται και στο ότι δεν είναι εύκολο να είµαστε απολύτως βέβαιοι ότι όλα τα
στοιχεία των κατανοµών που αναφέρονται στα πραγµατικά data είναι όντως ηλεκτρόνια. Αλ-
λά κι αν έχουν παρεισφρήσει µη-ηλεκτρόνια στις κατανοµές των ηλεκτρονίων, αυτά είναι
τόσο λίγα που δεν επηρεάζουν το Kolmogorov test. Για να φανεί το πόσο µικρών διαστάσεων
είναι η λανθασµένη αναγνώριση σωµατιδίων σαν ηλεκτρόνια, παραθέτουµε την εικόνα 3.24.
Εκεί φαίνεται η κατανοµή του TOF για όλα τα σωµατίδια και µαζί φαίνεται και η κατανοµή
του TOF για τα σωµατίδια που έδωσαν ακτινοβολία Cerenkov, σε ενέργεια 5 GeV. Βλέπουµε
ότι συγκριτικά ελάχιστα σωµατίδια είχαν ακτινοβολία Cerenkov και ταυτόχρονα TOF που να
αντιστοιχεί στην δεύτερη κορυφή, των αντιπρωτονίων. Τα υπόλοιπα σωµατίδια που έδωσαν
Cereknov έχουν όλα TOF που αντιστοιχεί σε TOF ηλεκτρονίων, οπότε δε µπορούµε παρά να
τα δεχτούµε ως ηλεκτρόνια. Αυτό µας πείθει ότι η απαίτηση να έχουµε ακτινοβολία Ceren-
kov και µόνο αρκεί για να αποµονώσουµε τα ηλεκτρόνια µε πολύ καλή ακρίβεια.

Πάντως είναι σαφές ότι το πρόγραµµα του MC επιδέχεται βελτίωση και όταν είναι δυνα-
τόν, είναι προτιµότερο να αποφεύγεται η χρήση του. Αυτό σηµαίνει ότι όταν θέλουµε να εκ-
παιδεύσουµε ANNs που να διαχωρίζουν ηλεκτρόνια από µη-ηλεκτρόνια, είναι προτιµότερο
να χρησιµοποιήσουµε πραγµατικά δεδοµένα, εφόσον σε αυτά µας παρέχεται η δυνατότητα
αναγνώρισης ηλεκτρονίων και µη ηλεκτρονίων.
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Εικόνα 3.18: Κατανοµές των µεταβλητών του πίνακα 3.7 για ηλεκτρόνια πραγµατικά και
MC σε ενέργεια 0.2 GeV.
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Εικόνα 3.19: Κατανοµές των µεταβλητών του πίνακα 3.7 για ηλεκτρόνια
πραγµατικά και MC σε ενέργεια 0.6 GeV.
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Εικόνα 3.20: Κατανοµές των µεταβλητών του πίνακα 3.7 για ηλεκτρόνια
πραγµατικά και MC σε ενέργεια 5.0 GeV.
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Εικόνα 3.21: Οι πιθανότητες Kolmogorov του πίνακα 3.8.
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Εικόνα 3.22: Μέση πιθανότητα Kolmogorov ως προς τις µεταβλητές του πίνακα 3.7, για κάθε ενέρ-
γεια.
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Εικόνα 3.23: Μέση πιθανότητα Kolmogorov ως προς τις ενέργειες, για κάθε µεταβλητή του πίνακα 3.7.
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Εικόνα 3.24: Κατανοµή του TOF όλων των γεγονότων και των γεγονότων
που έδωσαν Cerenkov, στη run #50557, µε ορµή -5 GeV/c.

∆ιαχωριστικές µεταβλητές για ηλεκτρόνια – µη ηλεκτρόνια

Έχοντας λάβει την απόφαση να χρησιµοποιήσουµε πραγµατικά δεδοµένα στην εκπαίδευση
νευρωνικών δικτύων που να διαχωρίζουν τα ηλεκτρόνια από τα µη ηλεκτρόνια, σε αυτήν την
παράγραφο θα περιγραφεί τη διαδικασία αναζήτησης κατάλληλων µεταβλητών για την εκ-
παίδευση.

Το χαρακτηριστικό που πρέπει να διαθέτουν αυτές οι µεταβλητές είναι να κατανέµονται
όσο γίνεται πιο διαφορετικά όταν προέρχονται από τους δύο προς διαχωρισµό πληθυσµούς.
Για παράδειγµα, στην εικόνα 3.25 φαίνεται ένα παράδειγµα µιας µεταβλητής που, αν υπήρχε,
θα ήταν πολύ διαχωριστική και πολύ κατάλληλη, και µιας που είναι λιγότερο διαχωριστική3.

Είναι αναγκαίο να περιορίσουµε την αναζήτηση διαχωριστικών µεταβλητών µόνο µεταξύ
εκείνων των µεταβλητών που θα υπάρχουν και στους δύο ανιχνευτές του MINOS, ώστε να
έχουν χρησιµότητα τα ANNs που θα φτιάξουµε. ∆ηλαδή, δεν είναι σκόπιµο να χρησιµοποιή-
σουµε ως σήµα εισόδου στο νευρωνικό την πληροφορία του ανιχνευτή Cerenkov,  ή αυτήν
του TOF, παρ’ όλο που κάτι τέτοιο θα έδινε ANNs που θα έκαναν εκπληκτικά καλά τη δου-
λειά τους, γιατί οι δύο αυτές µεταβλητές είναι εξαιρετικά διαχωριστικές όταν αναφερόµαστε
σε ηλεκτρόνια και µη-ηλεκτρόνια. Παρ’ όλο που δε θα τις εισάγουµε στα ANNs, θα τις χρη-
σιµοποιήσουµε για να γνωρίζουµε σε κάθε παράδειγµα (pattern) που δείχνουµε στο ANN
ποια είναι η σωστή απάντηση που θα έπρεπε να δώσει (το λεγόµενο target του pattern).

                                                     
3 Θα µπορούσε κανείς να αναρωτηθεί εάν η λιγότερο διαχωριστική µεταβλητή είναι και λιγότερο

κατάλληλη για την εκπαίδευση. Η απάντηση είναι ότι δε βλάπτει να εισάγουµε σε ένα νευρωνικό και
µεταβλητές που δεν είναι πολύ διαχωριστικές, αρκεί να εισάγουµε και άλλες παράλληλα, οι οποίες να
είναι διαχωριστικές. Το δίκτυο θα εκµεταλλευθεί τις πολύ διαχωριστικές ώστε να φτάσει σε καλό επί-
πεδο εκπαίδευσης, αλλά θα επιβαρυνθεί και µε το µάταιο χρέος να ρυθµίσει τα βάρη που πολλαπλα-
σιάζουν το σήµα που εισάγει η µη διαχωριστική µεταβλητή. Γενικά, όταν µπορούµε, είναι καλό να µην
επιβαρύνουµε την εκπαίδευση µε µη διαχωριστικές µεταβλητές, διότι όσο περισσότερων διαστάσεων
γίνεται ο χώρος των βαρών, τόσο πιο δύσκολο γίνεται να βρεθεί µέσα σε αυτόν το σηµείο που δίνει το
ολικό ελάχιστο του σφάλµατος του ΑΝΝ.
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Εικόνα 3.25: Αριστερά: Παράδειγµα µιας µεταβλητής που είναι πολύ
διαχωριστική για τους πληθυσµούς των ηλεκτρονίων (e) και των µη-
ηλεκτρονίων (others). ∆εξιά: Παράδειγµα µιας µεταβλητής που διαχωρίζει
λιγότερο τους δύο πληθυσµούς.

Η αναζήτηση θα γίνει µεταξύ των µορφολογικών µεταβλητών που βρίσκονται ήδη υπο-
λογισµένες µέσα στα root-αρχεία των διαφόρων runs, αλλά και άλλων που θα εµπνευστούµε
και θα υπολογίζουµε εµείς. Μορφολογικές µεταβλητές ονοµάζω αυτές που συνδυάζουν πλη-
ροφορία τοπολογική ή και ενεργειακή. Η τοπολογική πληροφορία µας λέει σε ποια strips
χτυπήθηκε ο ανιχνευτής και από πόσα και ποια άκρα των strips λάβαµε φως κατά την ανά-
πτυξη ενός γεγονότος, ενώ η ενεργειακή πληροφορία µας λέει πόση ενέργεια εναποτέθηκε σε
κάθε strip, πόση διαβάστηκε από κάθε άκρο της, πόση ήταν η συνολική ενέργεια που εναπο-
τέθηκε σε ολόκληρο τον ανιχνευτή ή σε κάποιο τµήµα αυτού.

Από τη στιγµή που αναζητούµε νέες µεταβλητές, πέραν αυτών που ήδη υπάρχουν µέσα
σε κάθε root-αρχείο, αντιλαµβάνεται κανείς ότι µπορούµε να βρούµε πάµπολλες. ∆εν είναι,
όµως, σκόπιµο να ψάχνουµε επ’ άπειρον, διότι ούτως ή άλλως δε θα µπορούµε να εκπαιδεύ-
σουµε ένα ANN µε όλες αυτές. Ο λόγος είναι ότι όσο περισσότερους νευρώνες εισόδου έχει
ένα ANN, τόσο περισσότερα είναι και τα βάρη του (weights), οπότε τόσο περισσότερα pat-
terns χρειάζεται για να ρυθµίσει όλα αυτά τα βάρη. Αν έχουµε πολλά βάρη και λίγα παρα-
δείγµατα, το ANN πιθανόν να µη µπορεί να εκπαιδευτεί αρκούντως. Όπως θα φανεί και στη
συνέχεια, το γεγονός ότι χρησιµοποιώ πραγµατικά data µου θέτει περιορισµό ως προς το
πλήθος των παραδειγµάτων που διαθέτω για να εκπαιδεύσω ANNs.

Στον πίνακα 3.9 συνοψίζονται και περιγράφονται οι µεταβλητές που εξετάζω ως προς τη
διαχωριστικότητα.

Μεταβλητή Περιγραφή
nhitplanes * βλ. πίνακα 3.7

nhits * βλ. πίνακα 3.7
nhitstrips * βλ. πίνακα 3.7

mipweighrad * βλ. πίνακα 3.7
showermax * βλ. πίνακα 3.7

nhits/nhitplanes βλ. πίνακα 3.7
maxmip * βλ. πίνακα 3.7

mipweighaveplane * βλ. πίνακα 3.7
totmip * βλ. πίνακα 3.7
strip * βλ. πίνακα 3.7

totmip/nhitplanes Μέση visible energy (mip), πλην όσης αποτέθηκε στο
πρώτο επίπεδο, ανά χτυπηµένο επίπεδο.

60 µετ/τές: planes[0, 1, ... , 59] Το ποσοστό των χτυπηµένων strips, που ανήκαν στο
επίπεδο υπ’ αριθµόν 0, 1, ... , 59.
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60 µετ/τές: planes_mip[0, 1, ... , 59] Το ποσοστό της συνολικής visible energy που αποτέ-
θηκε στο επίπεδο υπ’ αριθµόν 0, 1, ... , 59.

24 µετ/τές: strips[0, 1, ... , 23] Το ποσοστό των χτυπηµένων strips που, στο επίπεδο
όπου ανήκαν, ήταν υπ’ αριθµόν 0, 1, ... , 23.

24 µετ/τές: strips_mip[0, 1, ... , 23]
Το ποσοστό της visible energy που αποτέθηκε σε
strips που, στο επίπεδο όπου ανήκαν, ήταν υπ’ αριθ-
µόν 0, 1, ... , 23.

Πίνακας 3.9: Οι 179 µεταβλητές που εξετάσαµε ως προς τη διαχωριστικό-
τητά τους. Μόνο οι 9 µεταβλητές που σηµαδεύονται µε αστερίσκο ήταν έ-
τοιµες µέσα στα root-αρχεία, ενώ όλες οι υπόλοιπες υπολογίστηκαν εξ αυ-
τών.

Όλες οι µεταβλητές του πίνακα 3.9 εξετάστηκαν ως προς τη διαχωριστικότητά τους σε
διάφορες ενέργειες και, όπως είναι λογικό, δεν ήταν εξίσου διαχωριστικές σε όλες τις ενέρ-
γειες. Οι ενέργειες στις οποίες εξετάστηκαν και οι αντίστοιχες runs φαίνονται στον πίνακα
3.10.

Ορµή (GeV/c) run #
-0.2 40771
-0.6 40783
-1.2 40874
-2.4 40415, 40916
5.0 50557

Πίνακας 3.10: Οι ενέργειες και οι runs όπου εξετάστηκε η διαχωριστικό-
τητα.

Στις επόµενες σελίδες πρόκειται να παρατεθούν οι κατανοµές επιλεγµένων µεταβλητών
του πίνακα 3.9 για όλες τις ενέργειες του πίνακα 3.10. Στα περισσότερα διαγράµµατα θα φαί-
νεται µε ένα χρώµα (µαύρο) η κατανοµή των ηλεκτρονίων και µε άλλο χρώµα (συνήθως
κόκκινο) η κατανοµή των µη-ηλεκτρονίων. Μόνη εξαίρεση αποτελεί η ενέργεια των 0.2
GeV, όπου µπορούµε να διακρίνουµε τα ηλεκτρόνια, αλλά και τα πιόνια και τα µιόνια διότι
έχουν διαφορετικά TOFs, όπως φαίνεται στην εικόνα 3.26.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η αριστερότερη κορυφή, που σχηµατίζεται από µικρό αριθµό,
κυρίως ηλεκτρονίων, αντιστοιχεί σε τόσο µικρό TOF που θα έπρεπε τα σωµάτια που την α-
ποτελούν να κινούνταν µε ταχύτητα µεγαλύτερη από την ταχύτητα του φωτός. Αυτό φυσικά
δε συµβαίνει και το ελέγξαµε ως εξής: Κάναµε την κατανοµή του αριθµού του strip που χτυ-
πιέται στο πρώτο επίπεδο του ανιχνευτή, δηλαδή την κατανοµή του «ύψους» στο οποίο τα
σωµατίδια χτυπάνε πρώτα τον ανιχνευτή. Τα περισσότερα σωµατίδια χτυπούσαν τον ανιχνευ-
τή στο κέντρο. Τα γεγονότα µε το αφύσικο TOF συναντούσαν τον ανιχνευτή έκκεντρα, γεγο-
νός που εξηγεί το φαινόµενο. Πρόκειται για συνήθη σωµατίδια τα οποία χτυπούσαν τα TOF
paddles όχι στην περιοχή του σπινθηριστή αλλά στο σύστηµα των δυνόδων, ελαφρώς πιο ψη-
λά, σηµατοδοτώντας το πέρασµά τους µε µικρότερη καθυστέρηση από την κανονική.

Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η σηµασία των µεταβλητών όπως η plane_mip[i], ε-
ξηγώ ότι βλέποντας για παράδειγµα στην εικόνα 3.27β την κατανοµή του planes[13] καταλα-
βαίνω ότι ελάχιστα γεγονότα της run #40771 έδωσαν πάνω από το 10% της ενέργειάς τους
στο επίπεδο #13, δηλαδή το 14ο επίπεδο στην πραγµατικότητα. Αντίθετα, βλέποντας την κα-
τανοµή του planes[3], καταλαβαίνω ότι όλα σχεδόν τα γεγονότα έδωσαν λιγότερο από το
50% της ενέργειάς τους στο επίπεδο #3, ενώ υπήρχαν και λίγα events που έδωσαν το 50%,
ελάχιστα που έδωσαν το 70% κλπ.

Συγκρίνοντας τη διαχωριστικότητα των µεταβλητών αυτών συναρτήσει της ενέργειας,
βλέπουµε ότι στα 0.2 GeV (εικ. 3.27α, 3.27β) η διαχωριστικότητα είναι αισθητά µικρότερη
απ’ ότι σε µεγαλύτερες ενέργειες, ειδικά στις µεταβλητές strip_mip[i] και plane_mip[i]. Ο
λόγος είναι ότι τα γεγονότα σε τόσο µικρή ενέργεια διανύουν ελάχιστα επίπεδα σιδήρου και
χτυπούν ελάχιστες strips. Όλα σχεδόν τα events έχουν µια παρόµοια µορφή, περιορισµένη
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κυρίως στα πρώτα 5 περίπου επίπεδα του ανιχνευτή, γι’ αυτό και καµία µεταβλητή δεν είναι
σε θέση να διαφοροποιήσει δραστικά τα ηλεκτρόνια.

Εικόνα 3.26: Κατανοµή του TOF των γεγονότων της run #40771, ορµής
0.2 GeV/c.

Ο λόγος που επιλέξαµε προς παρουσίαση αυτές τις 24 µεταβλητές από το σύνολο των
179, είναι ότι αυτές, συν την plane_mip[15], πρόκειται να χρησιµοποιήσουµε για την εκπαί-
δευση ANNs. Για να διαλέξουµε ποιες µεταβλητές ενδείκνυνται για αυτήν τη χρήση προσπα-
θήσαµε να εντοπίσουµε ποιες είναι περισσότερο διαχωριστικές σε όλες τις ενέργειες.

Στην προσπάθεια να βρούµε πιο διαχωριστικές µεταβλητές σκεφτήκαµε να θέσουµε ένα
κατώτατο όριο στο σύνολο των φωτοηλεκτρονίων που πρέπει να δίνει µια strip για να τη
λαµβάνουµε υπόψη µας. Με αυτόν τον τρόπο ελαττώνουµε το cross-talk, ελπίζοντας βεβαίως
ότι το φως που µεταβιβάζεται από την αρχική οπτική ίνα στη γειτονική της δεν είναι µεγάλο
ποσοστό του αρχικού. Το πόσο δραστικά µπορούµε να αποµακρύνουµε το cross-talk φαίνεται
στην εικόνα 3.33 µε το παράδειγµα ενός πιονίου ορµής 2.4 GeV/c, αλλά και στην εικόνα 3.34
όπου φαίνεται η µεταβλητή nhits. Όταν επιβάλλουµε το cross-talk cut, βλέπουµε ότι ξεκαθα-
ρίζει η εικόνα πως τα άρτια nhits είναι πολυπληθέστερα, εφόσον οι περισσότερες strips δί-
νουν σήµα και στα δύο άκρα τους. Αντίθετα, όταν δεν επιβάλλουµε κανένα cut στο pulse
height, τα περιττά nhits δε φαίνονται να υστερούν σε σχέση µε τα άρτια, διότι είναι σύνηθες
να µοιράζεται το φως που θα λαµβάναµε από το ένα άκρο µιας strip και να εξέρχεται εν µέρει
και από το ένα άκρο µιας άλλης strip, δηµιουργώντας τουλάχιστον µια strip που φαινοµενικά
δίνει περιττό αριθµό σηµάτων.

∆εν είναι εύκολο το να πούµε εάν η επιβολή του cross-talk cut οδηγεί σε περισσότερο
διαχωριστικές µεταβλητές, δεν προκαλεί καµία αλλαγή ή κάνει το διαχωρισµό µικρότερο.
Αυτό έχει να κάνει µε το ύψος του τιθέµενου κατωφλίου, µε την ενέργεια των προς διαχωρι-
σµό γεγονότων και µε το ποια µεταβλητή εξετάζουµε. Στις περισσότερες µεταβλητές η επί-
δραση του κατωφλίου των 5 φωτοηλεκτρονίων δεν προκαλεί σηµαντικές αλλαγές στη διαχω-
ριστικότητα. Βεβαίως, συµβαίνει να αλλάζει το σχήµα της κατανοµής τόσο των ηλεκτρονίων
όσο και των µη ηλεκτρονίων, οπότε το cross-talk cut έχει εµφανή αποτελέσµατα, αλλά η δια-
χωριστικότητα συνήθως δεν επηρεάζεται. Αυτό είναι λογικό από την άποψη ότι το cross-talk
είναι ένα φαινόµενο που εµφανίζεται ανεξαρτήτως εάν το γεγονός είναι ηλεκτρονιακό ή µη.
Ένα παράδειγµα όπου η διαχωριστικότητα µειώνεται είναι στην εικόνα 3.35, όπου φαίνεται η
µεταβλητή planes[1] πριν και µετά το κατώφλι των 5 φωτοηλεκτρονίων.
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Εικόνα 3.27α: Για τη run #40771 (-0.2GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές totmip, nhits, maxmip, nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes, strip_mip[9,
..., 13], plane_mip[1,2].
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Εικόνα 3.27β: Για τη run #40771 (-0.2GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές plane_mip[3, ..., 14].
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Εικόνα 3.28α: Για τη run #40783 (-0.6GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές totmip, nhits, maxmip, nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes, strip_mip[9,
..., 13], plane_mip[1,2].
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Εικόνα 3.28β: Για τη run #40783 (-0.6GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές plane_mip[3, ..., 14].
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Εικόνα 3.29α: Για τη run #40874 (-1.2GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές totmip, nhits, maxmip, nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes, strip_mip[9,
..., 13], plane_mip[1,2].
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Εικόνα 3.29β: Για τη run #40874 (-1.2GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές plane_mip[3, ..., 14].
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Εικόνα 3.30α: Για τη run #40415 (-2.4GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές totmip, nhits, maxmip, nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes, strip_mip[9,
..., 13], plane_mip[1,2].
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Εικόνα 3.30β: Για τη run #40415 (-2.4GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές plane_mip[3, ..., 14].
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Εικόνα 3.31α: Για τη run #50557 (-5.0GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές totmip, nhits, maxmip, nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes, strip_mip[9,
..., 13], plane_mip[1,2].
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Εικόνα 3.31β: Για τη run #50557 (-5.0GeV/c) οι διαχωριστικές µεταβλη-
τές plane_mip[3, ..., 14].
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Εικόνα 3.32: Πώς αυξάνεται η διαχωριστικότητα µιας µεταβλητής, της
totmip/nhitplanes, καθώς η ενέργεια των ηλεκτρονίων αυξάνεται.

Εικόνα 3.33: Παράδειγµα πιονίου ορµής 2.4 GeV/c και του πώς ξεκαθαρί-
ζει η µορφή του όταν επιβάλουµε cross-talk cut του τύπου nnpe+pnpe>5,
δηλαδή να δεχόµαστε µόνο τις strips που συνολικά έδωσαν πάνω από 5
φωτοηλεκτρόνια (δηλαδή και απ’ τα δύο άκρα συνολικά).
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Εικόνα 3.34: Η µεταβλητή nhits πριν (αριστερά) και µετά (δεξιά) το
cross-talk cut. Η αποµάκρυνση του cross-talk αποκαλύπτει την υπεροχή
που έχουν οι άρτιοι αριθµοί nhits σε σχέση µε τους περιττούς. Επίσης,
µειώνει το µέγιστο παρατηρούµενο nhits από 200 περίπου σε 100.

Εικόνα 3.35: η µεταβλητή planes[1] πριν (αριστερά) και µετά (δεξιά) την
επιβολή του κατωφλίου pnpe+nnpe>5. Η διαχωριστικότητα µειώθηκε.
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ΑΝΝs διαχωρισµού ηλεκτρονίων – µη ηλεκτρονίων

Σε αυτήν την παράγραφο θα περιγράψουµε την έρευνα που κάναµε αναζητώντας νευρωνικά
δίκτυα που να διαχωρίζουν όσο γίνεται καλύτερα τα ηλεκτρόνια από τα µη ηλεκτρόνια σε
διάφορες ενέργειες. Όπως έχει ήδη εξηγηθεί, χρησιµοποιήσαµε πραγµατικές µεταβλητές ως
εισόδους στα δίκτυα και τα εφαρµόσαµε σε πραγµατικά σύνολα γεγονότων (data sets). Η διε-
ρεύνηση που έγινε κινήθηκε σε διάφορες κατευθύνσεις ταυτόχρονα. Συγκεκριµένα, έγιναν
πειραµατισµοί στα εξής ζητήµατα:

1. ποιες µεταβλητές πρέπει να χρησιµοποιηθούν ως σήµατα εισόδου.
2. ποια αρχιτεκτονική είναι περισσότερο αποτελεσµατική.
3. ποια µέθοδος εκπαίδευσης είναι πιο κατάλληλη όταν η εκπαίδευση µπορεί να γίνει µε ίσα

ή µε άνισα σύνολα σήµατος και υποβάθρου.
4. πώς µπορούµε να προβλέψουµε την απόδοση ενός νευρωνικού δικτύου όταν το εφαρµό-

σουµε σε ένα data set άλλο από αυτό που χρησιµοποιήθηκε για την εκπαίδευση, αλλά του
οποίου τη σύσταση γνωρίζουµε ως προς το σήµα και το υπόβαθρο.

5. εάν µπορούµε να πετύχουµε καλύτερα αποτελέσµατα εφαρµόζοντας cross-talk cut.

Θα αναφερθούµε σε όλα τα παραπάνω ζητήµατα ξεχωριστά, αν και σε αρκετές περιπτώ-
σεις η γνώση που αποκτούσαµε για ένα απ’ αυτά επηρέαζε τη µελέτη που κάναµε στα υπό-
λοιπα, καθώς σχεδόν όλα προχωρούσαν παράλληλα.

Πρώτα όµως πρέπει να παρουσιασθεί µια συγκεκριµένη ορολογία και παραµετροποίηση
της απόδοσης των νευρωνικών δικτύων που µελετήσαµε, ώστε να θεωρείται δεδοµένη όταν
θα περιγράφουµε την αναζήτηση βελτιωµένων νευρωνικών δικτύων στη συνέχεια.

Όλα τα νευρωνικά δίκτυα που κατασκευάσαµε δίνουν ως έξοδο (output) έναν µόνο αριθ-
µό στο διάστηµα [0,1]. Κατά σύµβαση, θεωρούµε ως σήµα (signal) τα ηλεκτρόνια και ως υ-
πόβαθρο (background) τα µη ηλεκτρόνια, που στην πραγµατικότητα τα διαφοροποιούµε βά-
ση του αν έδωσαν Cerenkov ή όχι. Άρα, για ηλεκτρόνια τίθεται target=1, ενώ για µη ηλε-
κτρόνια target=0.

Το βασικότερο διάγραµµα, το οποίο περιγράφει το πόσο καλά ή κακά λειτουργεί ένα
νευρωνικό όταν το εφαρµόσουµε σε ένα συγκεκριµένο data set είναι η κατανοµή του output
για γεγονότα που εµείς γνωρίζουµε ότι ανήκουν στο signal ή στο background. Παράδειγµα
τέτοιου διαγράµµατος, που για συντοµία θα το ονοµάζουµε output-διάγραµµα είναι αυτό
της εικόνας  3.36. Τέτοια διαγράµµατα θα εµφανίζονται για όλα τα νευρωνικά που θα µελε-
τήσουµε. Η σύµβαση που χρησιµοποιείται είναι πάντα να σχεδιάζουµε µε µαύρη γραµµή την
κατανοµή του output που δόθηκε εισάγοντας στο νευρωνικό γεγονότα signals (δηλαδή ηλε-
κτρόνια), ενώ µε κόκκινη γραµµή την κατανοµή του output του νευρωνικού σε γεγονότα
background.

Το ιδανικό νευρωνικό θα ήταν εκείνο το οποίο θα έδινε για όλα τα singals output=1, ενώ
για όλα τα backgrounds output=0. Φυσικά, αυτό δε µπορεί να επιτευχθεί και ο λόγος είναι ότι
όλες οι µεταβλητές εκπαίδευσης έχουν µια περιοχή αλληλεπικάλυψης, δηλαδή δεν είναι κα-
µία 100% διαχωριστική. Επίσης, οφείλεται και στο ότι σωµατίδια που υποτίθεται, κρίνοντας
από τον Cerenkov, ότι είναι ηλεκτρόνια (ή ότι δεν είναι), στην πραγµατικότητα δεν είναι (ή
είναι), αλλά πήραµε σήµα Cerenkov (ή δεν πήραµε) για άλλους λόγους. Αυτό είναι µια από
τις δυσκολίες που συνεπάγεται η εργασία µε πραγµατικά data. Εκείνο που προσπαθεί να κά-
νει η εκπαίδευση είναι να διαµορφώσει το ΑΝΝ ούτως ώστε να συγκεντρώνεται η κατανοµή
των outputs των backgrounds όσο γίνεται πιο κοντά στο 0 και η κατανοµή των outputs των
signals όσο γίνεται πιο κοντά στο 14.

                                                     
4 Πρωθύστερα αναφέρω απλώς ότι αυτό ισχύει όταν το training set (βλ. παράρτηµα για ANNs) δεν

κατακλύζεται από signals ή από backgrounds. Σε αυτό θα γίνει εκτενέστερη αναφορά αργότερα.
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Εικόνα 3.36: Παράδειγµα ενός output-διαγράµµατος.

Από το output-διάγραµµα προκύπτει το δεύτερο πολύ χαρακτηριστικό διάγραµµα ενός
νευρωνικού, το οποίο εν συντοµία θα αποκαλούµε parameters-διάγραµµα. Σε αυτό (βλ. ει-
κόνα 3.37) εµφανίζονται τρεις παράµετροι που ορίζονται συναρτήσει της λεγοµένης cut. Η
cut είναι το σηµείο στο διάστηµα [0,1] που παίζει το ρόλο ότι, εάν η output του ANN λάβει
τιµή στο διάστηµα [0, cut) θεωρώ ότι αναγνωρίζεται ένα µη ηλεκτρόνιο, ενώ αν λάβει τιµή
στο διάστηµα [cut, 1] θεωρώ ότι αναγνωρίζεται ένα ηλεκτρόνιο. Το πού είναι καλύτερα να
τοποθετηθεί η cut ενός νευρωνικού είναι εν µέρει υποκειµενικό, αλλά από αυτό εξαρτώνται
οι παράµετροι του ΑΝΝ που χαρακτηρίζουν την ποιότητά του.

Οι παράµετροι ενός νευρωνικού είναι τρεις, εκ των οποίων δύο είναι περισσότερο σηµα-
ντικές: η efficiency, η purity και η contamination που είναι λιγότερο βασική αλλά συµπερι-
λαµβάνεται κι αυτή στο parametmers-διάγραµµα για λόγους πληρότητας. Οι ορισµοί τους
είναι:

c c c

c c

S S Befficiency , purity , cont / tion
S S B B

= = =
+

(3.14)

όπου S=σύνολο singal events, Sc=πλήθος signal events µε output στο [cut,1]
B=σύνολο backgrounds, Bc=πλήθος backgrounds µε output στο [cut,1]

Η efficiency εκφράζει το ποσοστό των signals που ξεπερνούν την cut και ορθώς εκλαµ-
βάνονται ως signals. Όσο πιο κοντά στο 1 είναι, τόσο καλύτερα. Η purity εκφράζει το πόσο
απαλλαγµένο από backgrounds είναι το σύνολο των γεγονότων που εκλαµβάνονται σαν sig-
nals. Αν Βc=0 τότε το purity είναι 1 και δεν έχει γίνει καµία λάθος αναγνώριση κάποιου
background event σαν signal. Η contamination εκφράζει το ποσοστό των backgrounds που
εσφαλµένα εκλαµβάνονται σαν signals, λόγω του ότι το output γι’ αυτά ξεπερνά την cut. Όσο
πιο µικρή είναι η contamination τόσο καλύτερη αναγνώριση του background έχουµε.

Υπάρχουν διάφορα σκεπτικά µε τα οποία αποφασίζει κανείς που να θέσει την cut, έχο-
ντας µπροστά του το parameters-διάγραµµα. Αν τον ενδιαφέρει να εξασφαλίσει πολύ µεγάλη
efficiency, τότε είναι καλύτερα να θέσει το cut πιο κοντά στο 0, ενώ αν θέλει µεγάλη καθα-
ρότητα πιο κοντά στο 1. Όµως, το ιδανικό είναι να συγκεράζονται και οι δύο αυτές καλές
ιδιότητες. Προκειµένου να χρησιµοποιηθεί κάποιο αντικειµενικότερο µέτρο του πού συνίστα-
ται να τεθεί η cut, εισάγουµε το µέγεθος efficiency·purity, το οποίο φυσικά είναι κι αυτό συ-
νάρτηση της cut, και προτιµούµε να θέτουµε την cut εκεί όπου αυτό το γινόµενο µεγιστο-
ποιείται. Για συντοµία, ονοµάζουµε το διάγραµµα αυτού του γινοµένου area-διάγραµµα5 και
                                                     

5 Η λέξη area(=εµβαδόν) είναι σύντοµη και συνειρµικά θυµίζει ότι πρόκειται για γινόµενο δύο µε-
γεθών. ∆εν υπάρχει άλλος ιδιαίτερος λόγος που την επέλεξα.



Κεφάλαιο 3ο                                                                                                                   Ανάλυση

σελ - 152 -

ένα παράδειγµα φαίνεται στην εικόνα 3.38. Σε πολλές περιπτώσεις, όπως και στην εικόνα
3.38, το γινόµενο purity·efficiency εµφανίζει ένα πλατό όπου λαµβάνει τη µέγιστη τιµή του,
οπότε εντός του πλατό επιλέγουµε µια cut, αναλόγως εάν δίνουµε µεγαλύτερη σηµασία στην
efficiency ή στην purity.

Εικόνα 3.37: Παράδειγµα parameters-διαγράµµατος. Πάντα, στον οριζό-
ντιο άξονα βρίσκεται η θέση της cut. Αναφέρεται στο ίδιο ΑΝΝ όπου α-
ναφέρεται και η εικόνα 3.36.

Εικόνα 3.38: Παράδειγµα ενός area-διαγράµµατος. Στον οριζόντιο άξονα
πάντα βρίσκεται η θέση της cut. Αναφέρεται στο ίδιο ΑΝΝ όπου αναφέ-
ρονται και οι εικόνες 3.36 και 3.37.
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1. ποιες µεταβλητές να χρησιµοποιηθούν ως σήµατα εισόδου

Αφού παρουσιάσαµε τις συµβάσεις που χρησιµοποιήσαµε στη χρήση των νευρωνικών δι-
κτύων, προχωρούµε στο πρώτο ζήτηµα που τίθεται και αφορά στην επιλογή µεταβλητών
προς εισαγωγή στα ANNs. Σε αυτό του ζήτηµα αναφέρθηκε και η προηγούµενη παράγραφος
που ήταν αφιερωµένη στη διαχωριστικότητα των µεταβλητών. Εδώ θα αναλύσουµε περισσό-
τερο τη λογική µε την οποία καταλήξαµε στην επιλογή συγκεκριµένων µεταβλητών.

Βασικός περιορισµός είναι ότι δεν επιτρέπεται να χρησιµοποιήσουµε όλες τις διαθέσιµες
διαχωριστικές µεταβλητές, διότι τότε το νευρωνικό θα είχε υπερβολικά πολλές εισόδους και
εποµένως πάρα πολλά βάρη και θα απαιτούνταν τεράστια training sets για να το εκπαιδεύ-
σουµε.

Από τις πρώτες 11 µεταβλητές του πίνακα 3.9 χρησιµοποιήσαµε µόνο 5: totmip, maxmip,
nhits, nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes. Ο λόγος είναι ότι αυτές ήταν περισσότερο διαχωρι-
στικές από τις υπόλοιπες στις περισσότερες ενέργειες. ∆εν ήταν όλες εξίσου διαχωριστικές σε
όλες τις ενέργειες, αλλά ακόµα και στην πιο δυσµενή περίπτωση, των 0.2 GeV, όπου ο δια-
χωρισµός γίνεται πολύ δύσκολα (βλ. εικόνες 3.27α και 3.27β), µεταξύ αυτών υπήρχε τουλά-
χιστον µια (η nhits) που διαχώριζε κάπως τα ηλεκτρόνια από τα υπόλοιπα. Στις υψηλότερες
ενέργειες ήταν οι περισσότερες από αυτές αρκετά διαχωριστικές.

Μεταξύ των µεταβλητών strips_mip[i] και strips[i] (βλ. πίνακα 3.9) προτιµήσαµε τις
πρώτες, διότι είναι περισσότερο ανεπηρέαστες από το φαινόµενο του cross-talk. Ο λόγος εί-
ναι ότι κατά το cross-talk εµφανίζονται δήθεν χτυπηµένες strips, οπότε αλλάζει δραστικά η
κατανοµή των hits στις διάφορες strips και στα διάφορα planes, αλλά αυτές οι παραπλανητι-
κές strips συνήθως «κλέβουν» µικρά ποσά ενέργειας από τις γειτονικές οπτικές ίνες και έτσι
δε βαρύνουν ιδιαίτερα στο πώς κατανέµεται η ενέργεια του γεγονότος. Με το ίδιο σκεπτικό
προτιµήσαµε να χρησιµοποιήσουµε τις planes_mip[i] αντί για τις planes[i].

Μεταξύ των 60 µεταβλητών planes_mip[0, 1, ..., 59] χρησιµοποιήσαµε µόνο τις 15:
planes_mip[1,2,...,15]. Ο λόγος που απορρίψαµε την πρώτη (planes_mip[0]) είναι ότι αναφέ-
ρεται στο πρώτο επίπεδο που συναντά η δέσµη εισερχόµενη στον ανιχνευτή, οπότε εκεί υ-
πάρχει πολλής θόρυβος και συστηµατικά σφάλµατα, οπότε δεν εµπιστευόµαστε τις µετρήσεις
που παίρνουµε απ’ αυτό, ενώ στα επόµενα επίπεδα τα σήµατα είναι πιο καθαρά. Θα ήταν πο-
λύ αντι-οικονοµικό όπως είπαµε να χρησιµοποιήσουµε και τις 59 υπόλοιπες µεταβλητές, γι’
αυτό σταµατάµε στο 16ο επίπεδο, δηλαδή στην planes_mip[15]. Ο λόγος είναι ότι µέσα στα
πρώτα 16 επίπεδα τα αδρόνια (πιόνια, πρωτόνια) θα έχουν αλληλεπιδράσει στη µεγάλη τους
πλειονότητα και θα έχουν δώσει δείγµατα της ταυτότητάς τους. Αυτό το εκτιµούµε από γεγο-
νός ότι ο σίδηρος έχει µέσο interaction length 131.9 g/cm2 και πυκνότητα 7.87 g/cm3, οπότε
έχουµε interaction lenght που αντιστοιχεί σε απόσταση 131.9 / 7.87 = 16.76 cm. Κάθε επίπε-
δο σιδήρου έχει πάγος 2.54 cm, οπότε τα 16 επίπεδα ισοδυναµούν µε 2.42 interaction lenghts,
που σηµαίνει ότι µόνο e-2.42 = 8.85% των αδρονίων δε θα έχει αλληλεπιδράσει ισχυρά µέχρι
αυτό το βάθος.

Μεταξύ των 24 µεταβλητών strips_mip[0,...,23] χρησιµοποιήσαµε µόνο τις 5 µεταβλητές
που αναφέρονται στην κεντρική περιοχή του ανιχνευτή, στις strips_mip[9,...,13]. Η δέσµη
συναντά τον ανιχνευτή στο κέντρο του, οπότε περιµένουµε ότι θα έχουµε διαφοροποιό συ-
µπεριφορά µέσα σε 20.8 cm εγκάρσιας απόστασης που αντιστοιχούν σε 5 strips.

Σηµαντικότατη είναι η κανονικοποίηση (normalization) που γίνεται σε όλες τις µεταβλη-
τές πριν εισαχθούν στο ΑΝΝ. ∆ηλαδή, βλέπουµε ποια περίπου είναι η µέγιστη τιµή που λαµ-
βάνει κάθε µεταβλητή και διαιρούµε πάντα αυτήν µε τη µέγιστη τιµή που µπορεί να λάβει.
Έτσι, απεικονίζουµε γραµµικά όλες τις τιµές όλων των µεταβλητών στο διάστηµα [0,1]. Αυτό
είναι σηµαντικό, διότι η σιγµοειδής activation function που χρησιµοποιούν οι νευρώνες (βλ.
παράρτηµα) παρουσιάζουν κορεσµό για ορίσµατα πάνω απ’ το 1, οπότε οι µεγαλύτεροι αριθ-
µοί θα προκαλούσαν όλοι την ίδια έξοδο από τον νευρώνα, δηλαδή θα είχαµε απώλεια πλη-
ροφορίας.

Σύνοψη: Έχοντας κάνει διάφορες δοκιµές µε ποικιλία µεταβλητών, αποφασίσαµε να χρη-
σιµοποιούµε για όλες τις ενέργειες τις εξής 25 µεταβλητές εισόδου: totmip, nhits, maxmip,
nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes, planes_mip[1,...,15], strips_mip[9,...,13].
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2. Ποια αρχιτεκτονική είναι προτιµότερη

Το δεύτερο ζήτηµα, αφού έχουµε καταλήξει στις µεταβλητές εισόδου που θα χρησιµο-
ποιήσουµε, είναι το ποια είναι η προτιµότερη αρχιτεκτονική για το ΑΝΝ. Απ’ αυτού κάναµε
πολλές δοκιµές. Βεβαίως, κοινό χαρακτηριστικό πλέον είναι ότι το επίπεδο εισόδου περιλαµ-
βάνει 25 νευρώνες και το επίπεδο εξόδου έναν. Επίσης, κοινό χαρακτηριστικό είναι το full
connection, δηλαδή ότι υπάρχουν συνδέσεις από όλους τους νευρώνες ενός επιπέδου (layer)
προς όλους τους νευρώνες του αµέσως επόµενου επιπέδου. Κάναµε µια δοκιµή να εκπαιδεύ-
σουµε ένα ΑΝΝ όπου δεν εφαρµόστηκε full connection, αλλά επιλεκτικές συνδέσεις, αλλά το
αποτέλεσµα ήταν χειρότερο.

∆υστυχώς δεν  υπάρχει σχεδόν κανένας λόγος που να ευνοεί θεωρητικά την επιλογή µιας
αρχιτεκτονικής έναντι µιας άλλης. Το µόνο που κρατάµε υπ’ όψιν µας είναι ότι είναι καλή η
οικονοµία στους ενδιάµεσους (hidden) νευρώνες, διότι εάν υπερβάλλουµε τοποθετώντας πά-
ρα πολλούς ενδιάµεσους νευρώνες θα έχουµε το ίδιο πρόβληµα που θα είχαµε κι αν χρησιµο-
ποιούσαµε πάρα πολλές µεταβλητές εισόδου˙ δε θα αρκούσαν τα διαθέσιµα training sets για
την επαρκή εκπαίδευση.

∆ύο είναι οι αρχιτεκτονικές µε τις οποίες πειραµατιστήκαµε περισσότερο. Η αρχιτεκτονι-
κή #1: 25→30→1, που σηµαίνει 25 νευρώνες στο επίπεδο εισόδου, ένα hidden επίπεδο µε 30
νευρώνες και ένα επίπεδο εξόδου µε έναν, και η αρχιτεκτονική #2: 25→10→5→1, που περι-
λαµβάνει δύο hidden επίπεδα µε 10 και 5 νευρώνες. Κάναµε και δοκιµές µε τρία hidden επί-
πεδα, αλλά δεν είδαµε καµία σταθερή βελτίωση.

Στην εικόνα  3.39 βλέπουµε το output- και το paramemters-διάγραµµα ενός νευρωνικού
που είχε την αρχιτεκτονική #1 και ενός που είχε την #2. Η διαφορά είναι πολύ µικρή και έχει
δύο όψεις: Η αρχιτεκτονική #1 δίνει ελαφρώς καλύτερη συγκέντρωση του background στο 0,
οπότε ελάχιστα υψηλότερη purity, ενώ η αρχιτεκτονική #2 δίνει ελάχιστα καλύτερη effi-
ciency, συγκεντρώνοντας τα signals πιο κοντά στο 1. Το συγκεκριµένο δίκτυο αφορούσε σε
ενέργεια 2.4 GeV και εκπαιδεύτηκε και στις δύο περιπτώσεις µε το ίδιο training set, που πε-
ριελάµβανε ίσο αριθµό signals και backgrounds. ∆εν είναι εύκολο να χαρακτηρίσουµε τη µια
αρχιτεκτονική καλύτερη από την άλλη. Σε καµία ενέργεια δεν παρουσιάζεται έντονη υπεροχή
της µίας ή της άλλης.

Πρέπει να θυµόµαστε, όµως, ότι το να συγκρίνουµε δύο νευρωνικά δίκτυα και να προ-
σπαθούµε έτσι να δούµε ποιο χαρακτηριστικό τα βελτιώνει δεν είναι απόλυτα σωστό. Ποτέ οι
καµπύλες εκπαίδευσής τους δεν είναι ολόιδιες. Ακόµα και το ίδιο ακριβώς νευρωνικό αν ε-
πανεκπαιδευτεί θα διαφέρει λίγο από την προηγούµενη εικόνα του, διότι σε κάθε εκπαίδευση
το training set ανακατεύεται (shuffle) µε τυχαίο τρόπο, οπότε οι τιµές που παίρνουν τα βάρη
στον παραµετρικό χώρο ακολουθούν διαφορετική τροχιά και δεν καταλήγουν ποτέ στο ίδιο
τελικό σηµείο.

Η διαφοροποίηση που προκαλεί η αρχιτεκτονική #1 σε σχέση µε την αρχιτεκτονική #2
είναι τόσο µικρή που θα µπορούσε να παρατηρηθεί και µεταξύ διαδοχικών εκπαιδεύσεων µε
την ίδια αρχιτεκτονική. Παρ’ όλα αυτά θα προτιµήσουµε να χρησιµοποιούµε την #2, διότι
εκπαιδεύεται πιο γρήγορα. Αυτό οφείλεται στο ότι έχει λιγότερες παραµέτρους
(25·10+10·5+5·1=305 έναντι των 25·30+30·1=780 που έχει η #1), γεγονός που έχει κι άλλο
ένα καλό, το ότι µε τον ίδιο πληθυσµό στο training set µπορούµε να κάνουµε καλύτερη εκ-
παίδευση, δηλαδή να πετύχουµε ευκρινέστερο minimum στην καµπύλη του test set (βλ. πα-
ράρτηµα, validation set).
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Εικόνα 3.39: Το output- και το parameters-διάγραµµα ενός ΑΝΝ που εκ-
παιδεύεται µε την αρχιτεκτονική #1 (πάνω) και µε την αρχιτεκτονική #2
(κάτω).

3. Ίσα ή άνισα signals και backgrounds στην εκπαίδευση

Ένα σοβαρό ζήτηµα που µας απασχόλησε είναι εάν πρέπει να εκπαιδεύουµε το δίκτυο
παρέχοντάς του ίσα ή άνισα παραδείγµατα signal και background, δηλαδή ηλεκτρονίων και
µη ηλεκτρονίων. Ο λόγος που µας απασχόλησε αυτό είναι ότι τα πραγµατικά data που χρησι-
µοποιήσαµε δεν περιείχαν ίσους τέτοιους πληθυσµούς και συνήθως η δυσαναλογία ήταν πο-
λύ µεγάλη. ∆εν υπάρχει αµφιβολία ότι όσο περισσότερα παραδείγµατα από το κάθε είδος
χρησιµοποιήσουµε τόσο καλύτερο θα γίνει το ΑΝΝ, αποκτώντας µεγαλύτερη «εµπειρία»,
αλλά το ζήτηµα τίθεται στη σχέση που ενδείκνυται να έχουν οι δύο πληθυσµοί µεταξύ τους.

Θα µπορούσε κανείς να παρασυρθεί από τον τρόπο µε τον οποίο µαθαίνει ο άνθρωπος και
να νοµίζει ότι αρκεί να δείξουµε πολλά signals ή πολλά backgrounds µόνο και έτσι, δια της
µεθόδου του αποκλεισµού, το δίκτυο θα µπορεί να ξεχωρίζει και τη µειονοτική ποικιλία. Για
παράδειγµα, ένας Εσκιµώος που έχει δει στη ζωή του µόνο λευκούς ανθρώπους, αν δει έστω
και έναν Αφρικανό, ξέρει πια να ξεχωρίζει τους Αφρικανούς από τους Εσκιµώους. ∆υστυχώς,
τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα δε λειτουργούν µε εξίσου θαυµάσιο τρόπο.

Κατά την εκπαίδευση ο αλγόριθµος backpropagation προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει το
µέσο σφάλµα επί ολόκληρου του epoch. ∆ηλαδή, αρχίζει να βλέπει ένα προς ένα τα παρα-
δείγµατα (patterns) του training set και µετά από το καθένα που βλέπει κάνει µια µικρή διόρ-
θωση στα βάρη του. Θυµάται το error που έδωσε το κάθε pattern του training set και όταν
ολοκληρωθεί το training set, δηλαδή κλείσει µια epoch, υπολογίζει το Mean Square Error:
MSE = <error2>.



Κεφάλαιο 3ο                                                                                                                   Ανάλυση

σελ - 156 -

Ας υποθέσουµε τώρα ότι στο training set περιλαµβάνονται 99 backgrounds και 1 signal.
Το ΑΝΝ θα πετύχαινε πολύ µικρό MSE αν µηδένιζε όλα του τα βάρη και έδινε πάντα
output=0, διότι θα ικανοποιούσε τα 99 backgrounds ενώ θα είχε MSE = 0.01 µόνο, λόγω του
1 signal παραδείγµατος. Αν προσπαθούσε να ρυθµίσει τα βάρη ώστε να πλησιάσει το output
του signal στο 1, θα µεγάλωνε πολύ το MSE γιατί αρκετά backgrounds δε θα έδιναν ακριβώς
output = 0. Κάτι αντίστοιχο θα συνέβαινε εάν δίναµε πάρα πολύ περισσότερα signals. Τότε,
όλα τα βάρη θα λάµβαναν µεγάλες τιµές ώστε να προκαλούν κορεσµό στην activation func-
tion του output νευρώνα και να δίνει πάντα output = 1.

Η κατάσταση που απέχει περισσότερο από τις δύο ακραίες καταστάσεις είναι να έχουµε
στο training set ίσους πληθυσµούς signal και background και φυσικά, όσο µεγαλύτεροι είναι
αυτοί οι πληθυσµοί τόσο το καλύτερο. Βέβαια, µπορεί αν η δυσαναλογία δεν είναι πολύ µε-
γάλη να µην αντιληφθούµε έντονη πόλωση της εκπαίδευσης, αλλά θεωρητικά είναι δικαιολο-
γηµένο να υπάρχει, µε τη λογική που εξηγήσαµε.

Στην εικόνα 3.40 βλέπουµε τη διαφορά που υπάρχει µεταξύ του ίδιου ακριβώς δικτύου
που εκπαιδεύθηκε τη µια φορά µε άνισους πληθυσµούς και την άλλη µε ίσους. Η βελτίωση
των παραµέτρων είναι εντυπωσιακή. Στην άνιση εκπαίδευση είχαµε (background : signal) =
(58290 : 2182) = (26.7 : 1). Μια άλλη περίπτωση, στην οποία έχουµε (background : signal) =
(473 : 9760) = (1 : 20.6), φαίνεται στην εικόνα 3.41. Εκεί το αποτέλεσµα της άνισης εκπαί-
δευσης είναι πολύ χειρότερο, αλλά πρέπει να προσέξουµε ότι και κατ’ απόλυτο µέγεθος τα
backgrounds ήταν πολύ λίγα. Γι’ αυτό και στην ίση εκπαίδευση, το αποτέλεσµα δεν είναι αρ-
κετά ικανοποιητικό, αν και είναι σαφώς βελτιωµένο.

Εικόνα 3.40: Το ίδιο ΑΝΝ όταν εκπαιδεύεται µε (background :
signal)=(58290 : 2182) (πάνω) και µε (background : signal)=(2182 : 2182)
(κάτω).
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Εικόνα 3.41: πάνω: ίση εκπαίδευση µε πληθυσµούς ίσους µε 473. κάτω: άνιση εκπαί-
δευση, µε (background:signal)=(473:9760).

4. Εφαρµογή σε άνισο data set – πρόγνωση παραµέτρων

Ένα ζήτηµα που προκύπτει αφού έχουµε εκπαιδεύσει το νευρωνικό µε ίσα patterns από
signal και background, προκύπτει το ζήτηµα του πώς αυτό το ΑΝΝ θα εφαρµοστεί πάνω σε
ένα δείγµα γεγονότων (data set) που δεν είναι ίσα, όπως συµβαίνει σε όλες τις πραγµατικές
περιπτώσεις6.

Αφού εκπαιδευτεί ένα δίκτυο σε ίσους πληθυσµούς, η συνάρτησή του έχει διαµορφωθεί
υπό τις καταλληλότερες συνθήκες. Έχοντας πλέον ρυθµίσει τα βάρη του µπορεί να λάβει ο-
ποιοδήποτε γεγονός ως σήµα εισόδου (δηλαδή τις 25 συγκεκριµένες µεταβλητές αυτού του
γεγονότος) και να δώσει το ανάλογο output. Αυτή είναι η λεγόµενη εφαρµογή της συνάρτη-
σης του νευρωνικού (ή συντοµότερα η εφαρµογή του νευρωνικού) σε ένα data set.

Στην πράξη, για κάθε ενέργεια είχα στη διάθεσή µου ένα7 root-αρχείο το οποίο περιέχει S
πλήθος ηλεκτρονιακών γεγονότων και Β πλήθος µη ηλεκτρονιακών. Αν S<B χρησιµοποιώ
στο training set S/2 από τα signals και S/2 από τα backgrounds, και S/2 και S/2 οµοίως στο
test8 set. Αν B>S, χρησιµοποιώ sto training set B/2 και Β/2 signals και backgrounds αντίστοι-

                                                     
6 Φυσικά, αν χρησιµοποιούσαµε MC θα είχαµε την πολυτέλεια να εφαρµόσουµε το ΑΝΝ σε εκ

κατασκευής ίσους πληθυσµούς.
7 Μόνη εξαίρεση αποτελεί η ενέργεια των 2.4 GeV, όπου συνδύασα τα runs #40914 και #40415.
8 test set είναι ένας άλλος όρος για αυτό που στο παράρτηµα ονοµάζουµε validation ή verification

set.
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χα, και οµοίως Β/2 και Β/2 στο test set. Όταν η εκπαίδευση ολοκληρωθεί, λαµβάνω ένα out-
put-διάγραµµα και τις αντίστοιχες παραµέτρους του νευρωνικού, όταν αυτό εφαρµόζεται στα
patterns του training set. Όταν εφαρµόζω τη συνάρτηση του νευρωνικού στο πλήρες σύνολο
των data (S και Β), το output-διάγραµµα διαφέρει από το προηγούµενο, εφόσον οι κατανοµές
του signal και του background περιλαµβάνουν τώρα και γεγονότα που πριν δεν περιελάµβα-
ναν. Τίθεται το ερώτηµα: ποιες παράµετροι του ΑΝΝ θα αλλάξουν και κατά ποιον τρόπο;

Για να απαντήσουµε πρώτα πρέπει να υπενθυµίσω ότι η συνάρτηση του ΑΝΝ αποτελεί
µια απεικόνιση (mapping) του 25-διάστατου χώρου των µεταβλητών εισόδου σε έναν µονο-
διάστατο χώρο, αυτόν του αριθµού output. Σχεδόν αξιωµατικά παραδεχόµαστε ότι όλα τα
ηλεκτρόνια δίνουν γεγονότα µε συγκεκριµένα χαρακτηριστικά (όχι πανοµοιότυπα βεβαίως)
και το ίδιο συµβαίνει και µε τα µη-ηλεκτρόνια. ∆ηλαδή, αν από µια run αποµονώσω τα πρώ-
τα ηλεκτρονιακά γεγονότα που συνέβησαν και τα τελευταία και µετά τα συγκρίνω δε θα υ-
πάρχει κάποιο διαφοροποιό στοιχείο που να µε κάνει να καταλαβαίνω ποια ήταν πρώτα και
ποια ήταν κατοπινά. Αν αυτό δεν ισχύει, τότε δεν έχει νόηµα να φτιάχνουµε ΑΝΝs για pat-
tern recognition, ίσως δεν έχει καν νόηµα να κάνουµε πειράµατα, εάν το ίδιο αίτιο προκαλεί
τελείως διαφορετικά αποτελέσµατα από τη µια φορά στην άλλη.

Εφόσον όλα τα γεγονότα ηλεκτρονίων δεχόµαστε ότι µοιάζουν, περιµένουµε ότι θα βρί-
σκονται στην ίδια περιοχή του 25-διάστατου χώρου όπου βρίσκονται κι εκείνα τα signals που
χρησιµοποιήσαµε στο training set. Εφόσον το ΑΝΝ απεικόνισε τα εκπαιδευτικά signals στην
περιοχή κοντά στο output = 1, περιµένουµε το ίδιο να κάνει και µε τα signals ολόκληρου του
data set. Το αυτό συµβαίνει και µε τα background γεγονότα, τα µη ηλεκτρόνια.

Άρα, από το output-διάγραµµα που παίρνουµε από την εφαρµογή του ΑΝΝ στο training
set, µπορούµε να πούµε ότι βλέπουµε την κατανοµή του output των signals και των back-
grounds. Όσο περισσότερα patterns περιλαµβάνονται στο training set τόσο µεγαλύτερος πλη-
θυσµός θα περιλαµβάνεται σε αυτές τις κατανοµές του output-διαγράµµατος, οπότε θα έχου-
µε καλύτερη γνώση της ακολουθούµενης κατανοµής.

Το να γνωρίζω τις κατανοµές που ακολουθεί το output για signals και για backgrounds
µου δίνει τη δυνατότητα να προβλέψω το output-διάγραµµα που θα έπαιρνα εφαρµόζοντας το
ΑΝΝ σε οποιοδήποτε data set, άρα και τις αντίστοιχες παραµέτρους (efficiency, purity, con-
tamination).

Αν οι πληθυσµοί S και Β µεταβληθούν πηγαίνοντας στο πλήρες data set σε a·B και b·S
και το output ακολουθούσε τις ίδιες κατανοµές, που σηµαίνει ότι θα είχαµε και Βc→a·Bc και
Sc→b·Sc, τότε οι παράµετροι θα άλλαζαν ως εξής:

c c c

c

c c

c c

S bS SEfficiency Efficiency Efficiency
S bS S

bSPurity Purity
bS aB

aB BCont / tion Cont / tion
aB B

′
′→ = = = =

′

′→ =
+

′ = = =

(3.15)

Στην πράξη, όµως, και το efficiency και το cont/tion θα αλλάξει, διότι δεν είναι δυνατόν
να γνωρίζουµε 100% την κατανοµή που ακολουθεί το output. Για παράδειγµα, στην εικόνα
3.36 βλέπουµε ότι το output-διάγραµµα, που αναφέρεται σε ένα training set µε ίσους πληθυ-
σµούς, περιέχει ορισµένα κενά στις κατανοµές τόσο του signal όσο και του background. Αν
σε πλήρες data set έχουµε πολλαπλάσιο πλήθος events αυτά τα κενά πιθανόν να καλυφθούν,
να αλλάξει ελαφρώς η µορφή των κορυφών κλπ. ∆ηλαδή, δεν είναι ακριβές το να υψώνουµε
απλώς όλες τις στήλες του output-διαγράµµατος κατά έναν συντελεστή a ή b.9

Για παράδειγµα, θα προσπαθήσουµε να κάνουµε µια εκτίµηση του στατιστικού σφάλµα-
τος του purity, χωρίς να λαµβάνουµε υπόψη τα σφάλµατα που µπαίνουν στην πρόβλεψη του

                                                     
9 Μια σκέψη που γίνεται και ίσως υλοποιηθεί στο µέλλον, είναι αντί να υψώνω κατά έναν συντε-

λεστή τις διάφορες στήλες, να παρεµβάλλω πρώτα ένα πολυώνυµο που να κάνει fit στην output-
κατανοµή και µετά να πολλαπλασιάζω ολόκληρο το παρεµβληµένο  πολυώνυµο µε το συντελεστή a ή
b. Έτσι, θα καλύπτω τα κενά, δηλαδή τα outputs όπου η κατανοµή έχει κάτω από 1 entry.
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purity λόγω των κενών που υπάρχουν στο output-διάγραµµα. Θα υποθέσουµε, κάπως απλοϊ-
κά, ότι η στήλη (bin) υπ’ αριθµόν ν της κατανοµής του output του υποβάθρου έχει ύψος Υν.
Αν τα entries αυτής της bin δεν είναι πολύ λίγα, τότε επικαλούµενοι το κεντρικό οριακό θεώ-
ρηµα, θεωρούµε ότι κάθε bin έχει σφάλµα δΥν=(Υν)1/2. Όµοια, κάθε bin της κατανοµής του
output του σήµατος έχει ύψος Σν και σφάλµα δΣν=(Σν)1/2.

Το Sc και το Βc είναι τα αθροίσµατα:

c c
cut cut

S , Yν ν
ν> ν>

= Σ Β =∑ ∑ (3.16)

µε σφάλµατα:
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( )

22
c c

cut cut cut

22
c c
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ν ν ν
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∑ ∑ ∑
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(3.17)

Εποµένως, το σφάλµα του προβλεπόµενου purity, σύµφωνα µε τη σχέση (3.15) είναι:

( )
( ) ( )

( )
( )
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2

c c c c
c c2 2
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c c c c2
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(3.18)

Στην εικόνα 3.42 βλέπουµε ένα παράδειγµα µιας πρόβλεψης που έγινε µε τον τρόπο που
περιγράψαµε και ήταν πολύ επιτυχής. Το efficiency και το contamination άλλαξαν τόσο λίγο
που το µέγεθος των κηλίδων δεν επιτρέπει να το δούµε. Το purity πήρε σχεδόν ακριβώς την
προβλεπόµενη µορφή. Φυσικά, εφαρµόζοντας το ΑΝΝ στο πλήρες data set, που περιείχε
(background : signal) = (76869 : 9046), η purity µειώθηκε αρκετά, διότι το  σήµα ήταν «ανα-
κατεµένο» µε πολύ background. Το ακριβές της πρόβλεψης οφείλεται κυρίως στο ότι οι κα-
τανοµές του output για signal και background ήταν αρκετά πολυπληθείς, ήδη από την εκπαί-
δευση, οπότε µπορούσαµε να έχουµε ακριβή γνώση της ακολουθούµενης κατανοµής, χωρίς
πολλά κενά bins.

Βλέπουµε ότι µπορούµε λοιπόν σε ορισµένες ευνοϊκές περιπτώσεις να προβλέψουµε τις
παραµέτρους του ΑΝΝ, γνωρίζοντας τις παραµέτρους της εφαρµογής του πάνω στο training
set ίσων πληθυσµών και τους πληθυσµούς του data set όπου θα εφαρµοστεί το ΑΝΝ. Για την
ακρίβεια, δε χρειάζεται να ξέρουµε ακριβώς τους τελικούς πληθυσµούς, αλλά αρκεί να ξέ-
ρουµε την αναλογία τους. Ο λόγος είναι ότι η σχέση (3.15) για την purity µπορεί να γραφτεί
και:

c

c c

Spurity aS B
b

′ =
+

(3.19)

το a/b µπορεί να βρεθεί ξέροντας µόνο τον λόγο των B’ και S’, όχι τα ίδια τα νούµερα, κι αυ-
τό χάρη στο ότι Bc=Sc στην εκπαίδευση µε ίσους πληθυσµούς.

c c

c c

B aBB a
S S bS b

′′
= = =

′ ′
(3.20)
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Εικόνα 3.42: Πάνω: Το output-διάγραµµα από την εφαρµογή στο training
set και δεξιά οι υπολογιζόµενες παράµετροι. Κάτω: Το output-διάγραµµα
της εφαρµογής του ΑΝΝ στο πλήρες data set και δεξιά οι υπολογιζόµενες
παράµετροι, µε έντονες κηλίδες, µαζί µε τις προβλεπόµενες παραµέτρους,
που είναι µε µικρά τετραγωνάκια ίδιου χρώµατος.

Είναι βεβαίως κάπως δυσάρεστο το ότι για να προβλέψουµε την purity πρέπει να ξέρουµε
την αναλογία signal και background που θα συναντήσουµε εκεί όπου θα εφαρµόσουµε το
ΑΝΝ, το οποίο εκπαιδεύσαµε µε ίσους πληθυσµούς. Αν δεν έχουµε καµία γνώση για το data
set όπου θα το εφαρµόσουµε, δε µπορούµε να κάνουµε καµία εκ των προτέρων εκτίµηση της
purity. Αλλά αυτό δεν είναι παράλογο. Το παράλογο θα ήταν να προβλέπουµε την purity χω-
ρίς αυτήν την πληροφορία. Η purity (καθαρότητα), όπως το λέει και το όνοµά της, είναι µια
παράµετρος που εξαρτάται από τη σχέση signal και background, σε αντίθεση µε την effi-
ciency, που εξαρτάται µόνο από το signal. ∆ε θα ήταν δυνατόν να εκτιµήσουµε την purity αν
δεν είχαµε κάποια ιδέα για το πόσα γεγονότα background αντιστοιχούν ανά γεγονός σήµατος.
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Παρουσίαση νευρωνικών (άνευ cross-talk cut)

Πριν συζητηθεί το τελευταίο ζήτηµα, που αφορά στη δυνατότητα βελτίωσης των νευρω-
νικών µε την εφαρµογή κατωφλίου στο ύψος παλµού, είναι καλό να παρουσιάσουµε τα
ΑΝΝs που έχουν κατασκευασθεί χωρίς καµία αφαίρεση του cross-talk. Έτσι θα µπορεί να
γίνει µετά η σύγκριση. Πάντως, πρωθύστερα αναφέρουµε ότι η όποια βελτίωση της απόδο-
σης δε θα είναι καθολική και σαφής.

Συνοπτικά υπενθυµίζουµε τα βασικά χαρακτηριστικά όλων των νευρωνικών που θα ακο-
λουθήσουν:

• Χρησιµοποιούνται κανονικοποιηµένες οι 25 µεταβλητές: totmip, nhits, maxmip,
nhits/nhitplanes, totmip/nhitplanes, planes_mip[1,...,15], strips_mip[9,...,13].

• Η αρχιτεκτονική είναι η 25→10→5→1.
• Γίνεται εκπαίδευση µε ίσους πληθυσµούς σήµατος και υποβάθρου. Αν S<Β χρησιµο-

ποιώ S/2 signals και S/2 backgrounds, αν Β<S αντίστοιχα Β/2 και Β/2. Τα υπόλοιπα
S/2 ή Β/2 (αναλόγως ποιος πληθυσµός υστερεί) χρησιµοποιούνται για έλεγχο κατά
την εκπαίδευση.

• Για κάθε ΑΝΝ παρουσιάζονται πρώτα το output-διάγραµµα, το parameters-διάγραµµα
και το area-διάγραµµα για την εφαρµογή του πάνω στο training set (equal training on
equal set). Στη συνέχεια, η αποκατεστηµένη συνάρτηση του ΑΝΝ εφαρµόζεται για το
διαχωρισµό ολόκληρου του data set σε κάθε ενέργεια, οπότε εµφανίζονται τα αυτά
τρία διαγράµµατα για την εφαρµογή αυτή, που είναι επί άνισων πληθυσµών σήµατος
και υποβάθρου (equal on unequal, δηλαδή equally trained on unequal data set).

Ενέργεια 0.2 GeV – run #40771

Το κύριο σχόλιο που έχουµε να κάνουµε για αυτήν την ενέργεια είναι ότι, αφ’ ενός οι µε-
ταβλητές εκπαίδευσης είναι ασθενώς διαχωριστικές, αφ’ εταίρου ο πληθυσµός του training
set είναι εξαιρετικά µικρός, οπότε δεν επιτυγχάνεται ικανοποιητική εκπαίδευση. Το output-
διάγραµµα της εικόνας 3.43α έχει κατ’ εξαίρεση γραµµικό τον κατακόρυφο άξονα, λόγω του
µικρού πληθυσµού. Παρόλο που η καµπύλη του µέσου σφάλµατος επί του test set έφτασε σε
ελάχιστο στον κύκλο όπου παύσαµε την εκπαίδευση, η ελάχιστη τιµή που επιτεύχθηκε ήταν
συγκριτικά υψηλή, οπότε είναι αντιληπτό ότι µε αυτά τα δεδοµένα δε θα µπορούσαµε να πε-
τύχουµε καλύτερο αποτέλεσµα. Σε αυτήν την αδυναµία οφείλεται τόσο η σύγχυση των κατα-
νοµών του signal- και του background-output, όσο και το γεγονός ότι το output δε φτάνει µέ-
χρι την τιµή 1.

Όταν εφαρµόσουµε το συγκεκριµένο ANN στο πλήρες data-set, το οποίο περιέχει πληθυ-
σµούς signal : background = 19519 : 946, περιµένουµε πολύ υψηλή purity, λόγω του ελάχι-
στου background σε σχέση µε το signal. Στην εικόνα 3.44α βλέπουµε το output-διάγραµµα
κατά την εφαρµογή στο πλήρες data-set και στην εικόνα 3.44β βλέπουµε το parameters-
διάγραµµα και το area-διάγραµµα. Στην 3.44β µάλιστα παρατίθενται (µε τετραγωνάκια όπως
συνηθίζουµε) οι προβλεπόµενες παράµετροι και το προβλεπόµενο purity·efficiency, που υπο-
λογίστηκαν µε τον τρόπο που περιγράψαµε σε προηγούµενη παράγραφο. Παρατηρούµε ότι οι
προβλεπόµενες παράµετροι δε διαφέρουν πολύ από αυτές που όντως προέκυψαν από την ε-
φαρµογή equal on unequal.
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Εικόνα 3.43α: Το output-διάγραµµα του ΑΝΝ (equal on equal) για ενέρ-
γεια 0.2 GeV.

Εικόνα 3.43β: Το output-διάγραµµα (αριστερά) και το area-διάγραµµα
(δεξιά) του ΑΝΝ (equal on equal) για ενέργεια 0.2 GeV.
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Εικόνα 3.44α: To output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 0.2 GeV.

Εικόνα 3.44β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για τα 0.2 GeV. Με οµόχρωµα τετραγωνάκια παρατίθενται και
οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέτρων όπως υπολογίσθηκαν από την ε-
φαρµογή equal on equal.

Ενέργεια 0.6 GeV – run #40783

To root-αρχείο της run υπ’ αριθµόν 40783 περιέχει πληθυσµούς signal : background =
16647 : 24539. Την equal on equal  εφαρµογή του (δηλαδή την εκπαίδευσή του µε ίσους
πληθυσµούς και την εφαρµογή του πάνω στο ίδιο training-set) τη βλέπουµε στις εικόνες
3.45α και 3.45β. Στις εικόνες 3.46α και 3.46β βλέπουµε την εφαρµογή στο πλήρες data-set.

Είναι εµφανής η βελτίωση των παραµέτρων τούτου του ΑΝΝ σε σύγκριση µε το προη-
γούµενο, που διαχώριζε ηλεκτρόνια από µη ηλεκτρόνια στα 0.2 GeV. Ο λόγος φυσικά είναι
το πολύ µεγαλύτερο training-set, που επιτρέπει πληρέστερη εκπαίδευση, αλλά και η καλύτε-
ρη διαχωριστικότητα των µεταβλητών εκπαίδευσης.
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Το γεγονός ότι οι παράµετροι του ΑΝΝ είναι σχεδόν απαράλλακτες µεταξύ των εφαρµο-
γών equal on equal και equal on unequal, οφείλεται στο ότι το πλήρες data-set δεν είναι υ-
περβολικά δυσανάλογο, οπότε µοιάζει αρκετά µε το training-set που περιέχει ίσους πληθυ-
σµούς.

Εικόνα 3.45α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) του ΑΝΝ για ενέρ-
γεια 0.6 GeV.

Εικόνα 3.45β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) του
ΑΝΝ για ενέργεια 0.6 GeV.
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Εικόνα 3.46α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 0.6 GeV.

Εικόνα 3.46β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 0.6 GeV.
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Ενέργεια 1.2 GeV – run #40874

Η run #40874 είναι µια από τις πολύ δυσανάλογες runs, περιέχοντας στο root-αρχείο της
πληθυσµούς signal : background = 7100 : 52225. Το πολύ µεγαλύτερο πλήθος background
γεγονότων που περιέχει (µη ηλεκτρονίων) είναι ο λόγος της µείωσης του purity στην equal on
unequal εφαρµογή.

Εικόνα 3.47α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) του ΑΝΝ για ενέρ-
γεια 1.2 GeV.

Εικόνα 3.47β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) του
ΑΝΝ για ενέργεια 1.2 GeV.
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Εικόνα 3.48α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 1.2 GeV.

Εικόνα 3.48β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 1.2 GeV.

Ενέργεια 2.4 GeV – runs #40415 και #40916

Σε αυτήν την ενέργεια, προκειµένου να αυξήσω το πλήθος των signal events, συνένωσα
τις runs #40415 και #40916, που η καθεµιά διαδοχικά περιέχει signals : backgrounds = 3239 :
82697 και 1127 : 33885, δηµιουργώντας ένα µεγαλύτερο data-set µε signals : backgrounds =
4366 : 116582.

Η equal on unequal εφαρµογή της συνάρτησης του ΑΝΝ θα γίνει στο data-set της run
#40415, αλλά και της run #40914, που είναι επίσης σε ενέργεια 2.4 GeV. Η τελευταία περιέ-
χει πληθυσµό signal : background = 1215 : 36064.
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Εικόνα 3.49α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) του ΑΝΝ για ενέρ-
γεια 2.4 GeV.

Εικόνα 3.49β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) του
ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV.
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Εικόνα 3.50α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 2.4 GeV, όταν εφαρµόζεται στο πλήρες data-set της run #40415.

Εικόνα 3.50β: Το parameters- και το output-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV, όταν εφαρµόζεται στο πλήρες data-set της
run #40415.
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Εικόνα 3.51α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 2.4 GeV όταν εφαρµόζεται στο data-set της run #40914.

Εικόνα 3.51β: Το parameters- και το output-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV, όταν εφαρµόζεται στο πλήρες data-set της
run #40914.

Είναι εντυπωσιακό αλλά και εύλογο το πόσο µοιάζουν τα output-διαγράµµατα της equal
on unequal εφαρµογής στις runs #40415 και #40914. Πάντως, σε περίπτωση που κανείς νοµί-
ζει ότι είναι πανοµοιότυπα, µπορεί να πεισθεί ότι δεν είναι, κοιτώντας τα δύο-τρία πρώτα bins
της κατανοµής του output του background στις εικόνες 3.50α και 3.51α. Φυσικά, αυτό οφεί-
λεται στο ότι όλα τα ηλεκτρονικά (και µη ηλεκτρονικά) events της ίδιας ενέργειας (2.4 GeV)
έχουν τα ίδια χαρακτηριστικά, οπότε αναγκάζουν το ΑΝΝ να δίνει την ίδια κατανοµή του
output.

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να αναφερθούµε στο τι γεγονότα είναι αυτά που, ενώ φαίνεται
να είναι signals, δίνουν output ≈ 0 και εκείνα που, ενώ φαίνεται να είναι backgrounds, δίνουν
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output ≈ 1.  Ένας έλεγχος των “backgrounds” που δίνουν output ≈ 1 έδειξε ότι είναι ηλεκτρο-
νιακά events τα οποία, λόγω inefficiency του ανιχνευτή Cerenkov, δεν έδωσαν ακτινοβολία
Cerenkov, µε αποτέλεσµα να δίνουν την ψευδή εντύπωση ότι είναι µη-ηλεκτρόνια. Βεβαίως,
οι µορφολογικές µεταβλητές τους είναι όπως όλων των ηλεκτρονιακών γεγονότων, οπότε το
ΑΝΝ ορθώς δεν ξεγελιέται και τα βλέπει ως ηλεκτρόνια, δίνοντας γι’ αυτά τα events output ≈
1.

Πιο αξιοπρόσεκτο είναι το πώς γίνεται και ορισµένα signals δίνουν output ≈ 0. Χρησιµο-
ποιήσαµε το πρόγραµµα DISPLAY, σε συνδυασµό µε ένα άλλο µικρό πρόγραµµα που έφτια-
ξα ώστε να εντοπίζει την ταυτότητα (snarlno) των µυστήριων αυτών γεγονότων, προκειµένου
να δούµε τη µορφή αυτών των γεγονότων.

Εικόνα 3.52α: Παράδειγµα ενός δήθεν signal το οποίο ορθώς έδωσε out-
put ≈ 0. Μάλλον πρόκειται περί πιονίου στην πραγµατικότητα.

Στην εικόνα 3.52α και 3.52β φαίνονται δύο χαρακτηριστικά τέτοια γεγονότα. Το πρώτο ( εικ.
3.52α) είναι εµφανές από την τοπολογία του ότι δεν είναι ηλεκτρόνιο, αλλά µάλλον πιόνιο.
Παρ’ όλα αυτά έχει δώσει ακτινοβολία Cerenkov για λόγο που δε µπορώ να γνωρίζω µε βε-
βαιότητα. Στην εικόνα 3.52β έχουµε απ’ ό,τι φαίνεται µια περίπτωση σύµπτωσης δύο σωµα-
τιδίων στον ανιχνευτή. Το ένα ίσως ήταν ηλεκτρόνιο, οπότε έδωσε ακτινοβολία Cerenkov,
αλλά λόγω και της παρουσίας του άλλου σωµατιδίου η µορφολογία του γεγονότος έµοιαζε µε
µη ηλεκτρονικού γεγονότος και γι’ αυτό το ΑΝΝ έδωσε output ≈ 0.

Ενέργεια 5.0 GeV – run #50557
Στη run #50557 περιλαµβάνονται πληθυσµοί signal : background = 9049 : 76870. Η εκ-

παίδευση (equal on equal) φαίνεται στις εικόνες 3.53α και 3.53β, ενώ η εφαρµογή στο πλήρες
data-set στις εικόνες 3.54α και 3.54β.
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Εικόνα 3.52β: Παράδειγµα δήθεν ηλεκτρονίου και πάλι. Πρόκειται µάλ-
λον περί συµπτώσεως δύο σωµατιδίων εκ των οποίων το ένα έδωσε ακτι-
νοβολία Cerenkov.

Εικόνα 3.53α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) του ΑΝΝ για ενέρ-
γεια 5.0 GeV.
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Εικόνα 3.53β: To parameters-και το area-διάγραµµα (equal on equal) του
ΑΝΝ για ενέργεια 5.0 GeV.

Εικόνα 3.54α: To output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 5.0 GeV.
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Εικόνα 3.54β: To parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 5.0 GeV.

Παρατηρούµε ότι στα 5.0 GeV η efficiency και η purity είναι πολύ υψηλές, τόσο λόγω
της υψηλής διαχωριστικότητας των µεταβλητών εκπαίδευσης, όσο και λόγω του επαρκούς
πληθυσµού του training-set. Στις εικόνες 3.55α,β,γ βλέπουµε συγκριτικά τις παραµέτρους
efficiency, purity και το γινόµενό αυτών για όλα τα παραπάνω ΑΝΝs.

Εικόνα 3.55α: Η efficiency (equal on equal) των ΑΝΝs στις 5 διαφορετι-
κές ενέργειες.
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Εικόνα 3.55β: Η purity (equal on equal) των ΑΝΝs στις 5 ενέργειες που
µελετήσαµε.

Εικόνα 3.55γ: Το γινόµενο purity·efficiency (equal on equal) των ΑΝΝs
στις 5 ενέργειες που µελετήσαµε.

Από τις γραφικές παραστάσεις των εικόνων 3.55α,β διαπιστώνουµε ότι η efficiency και η
purity βελτιώνονται όσο µεγαλώνει η ενέργεια. Η βελτίωση από τα 0.6 GeV στα 2.4 GeV
είναι πολύ σαφέστερη από τη βελτίωση από τα 2.4 GeV στα 5.0 GeV. Φαίνεται δηλαδή ότι,
από µια ενέργεια και πάνω, η efficiency έχει βελτιωθεί τόσο που δεν επιδέχεται επιπλέον σα-
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φή βελτίωση. Η αύξηση της efficiency και της purity µε την αύξηση της ενέργειας έχει ως
κύριο αίτιο τη µεγαλύτερη διαχωριστικότητα των µεταβλητών όσο αυξάνεται η ενέργεια, α-
φού όπως έχουµε πει η µορφολογία των γεγονότων είναι πιο ανεπτυγµένη και ευδιάκριτη σε
υψηλότερες ενέργειες.

∆εν πρέπει να παραβλέπουµε ότι η σύγκριση των παραµέτρων (efficiency και purity) µε
µεταβλητή παράµετρο την ενέργεια ίσως είναι παραπειστική και δεν πρέπει να υπερεκτιµεί-
ται. Ο λόγος είναι ότι, παρόλο που στις εικόνες 3.55α,β,γ δείχνουµε τις παραµέτρους αυτές
πάντα κατά την εφαρµογή στο ίσων πληθυσµών training-set (δηλαδή equal on equal), δεν
είναι σε όλες τις ενέργειες ίσα τα training-sets ούτε είναι εξίσου τέλεια η εκπαίδευση. Για
παράδειγµα, ειδικά στην ενέργεια των 0.2 GeV (run #40771) το training-set είναι εξαιρετικά
ολιγάριθµο συµβάλλοντας, σε συνδυασµό µε τη χαµηλή διαχωριστικότητα των µεταβλητών
εκπαίδευσης, στην χαµηλότερη αποδοτικότητα του ANN. Με άλλα λόγια, δεν είναι µόνο η
ενέργεια που διαφοροποιεί τις παραµέτρους των διαφόρων ΑΝΝs, αλλά και άλλες συνθήκες.

5. Αποτελέσµατα του pulse height cut στα νευρωνικά δίκτυα

Τώρα που έχει γίνει η παρουσίαση των ΑΝΝs άνευ αφαίρεσης του cross-talk, είναι ενδιαφέ-
ρον να εξετάσουµε τα αποτελέσµατα της αφαίρεσής του. ∆οκιµάστηκε καθολική εφαρµογή
του pulse height cut pnpe + nnpe > 2.0, δηλαδή απαιτούµε για να ληφθεί υπόψη ένα χτυπηµέ-
νο strip να δίνει συνολικά και απ’ τα δύο του άκρα τουλάχιστον παλµό που να ισοδυναµεί µε
δύο φωτοηλεκτρόνια. Κατόπιν επιλεκτικά δοκιµάσαµε το κατώφλι pnpe + nnpe > 5.0. Θα
παρουσιάσουµε τις παραµέτρους των ΑΝΝs µε τα δοκιµασµένα κατώφλια και στο τέλος θα
επιχειρήσουµε να κάνουµε συγκρίσεις.

Για να γίνει εκπαίδευση και εφαρµογή των ΑΝΝs µε εφαρµογή cross-talk cut απαιτείται ο
επαναπροσδιορισµός ορισµένων εκ των µεταβλητών εκπαίδευσης ώστε να είναι σαφές το
περιεχόµενό τους τώρα που παραλείπονται ορισµένες strips. Συγκεκριµένα, ορίζουµε

• Το planes_mip[i] ισούται µε το άθροισµα της ενέργειας (mip) που αποτέθηκε στο
επίπεδο i εξαιρώντας την ενέργεια των strips που δεν ξεπερνούν το κατώφλι που
θέσαµε, διαιρεµένο µε την ολική ενέργεια του γεγονότος, στην οποία συνολική ε-
νέργεια συνυπολογίζεται και η ενέργεια των strips που δεν ξεπερνούν το κατώ-
φλι. Ο λόγος που δεν παραλείπουµε από τον παρονοµαστή τα strips του cross-talk
είναι ότι και αυτά «κλέβουν» λίγη από την πραγµατική ολική ενέργεια του γεγο-
νότος.

• Το strips_mip[i] ορίζεται όµοια µε το planes_mip[i], µόνο που αντί για το επίπεδο
i αναφέρεται σε strip υπ’ αριθµόν i, φυσικά από 0 µέχρι και 23.

• Το nhitstrips είναι τώρα το άθροισµα των χτυπηµένων strips που ξεπερνούν το τι-
θέµενο κατώφλι.

• Το nhits είναι το άθροισµα των hits (δηλαδή των σηµάτων που λαµβάνονται ξε-
χωριστά απ’ το κάθε άκρο µιας χτυπηµένης strip) των strips οι οποίες ξεπερνούν
το τιθέµενο κατώφλι. ∆ηλαδή, για παράδειγµα, αν µια strip χτυπηθεί και δώσει
δύο hits, ένα µε 0.4 φωτοηλεκτρόνια και ένα µε 1.61 φωτοηλεκτρόνια, επειδή συ-
νολικά έχουµε 2.01>2 θα καταµετρηθούν 2 hits, παρόλο που και οι δύο µεµονω-
µένα δεν ξεπερνούν το κατώφλι. Αν όµως µια strip δώσει δύο hits µε ένταση 0.5
και 1.49 φωτοηλεκτρόνια, τότε επειδή 1.99<2 δε θα προσµετρηθεί κανένα hit στο
σύνολο nhits.

• Το nhitplanes είναι το άθροισµα των χτυπηµένων επιπέδων, αγνοώντας τις χτυ-
πηµένες strips που δεν ξεπερνούν το τιθέµενο κατώφλι.

• Το totmip είναι το άθροισµα της αποτιθέµενης ενέργειας του γεγονότος εξαιρου-
µένης αυτής που αποτέθηκε στο επίπεδο υπ’ αριθµόν 0 και στις strips που δεν ξε-
περνούν το τιθέµενο κατώφλι.

• Το maxmip είναι η ενέργεια του περισσότερο ενεργειακού hit, όπως και πριν, αλ-
λά τώρα η σύγκριση γίνεται µόνο µεταξύ των hits που ανήκουν σε strips οι οποίες
ξεπερνούν το τιθέµενο κατώφλι.
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Με ελαφρώς τροποποιηµένες µεταβλητές εκπαίδευσης εκπαιδεύονται νέα νευρωνικά µε
ίσους πληθυσµούς και εφαρµόζονται πρώτα στο training set και µετά στο πλήρες data set,
ακριβώς όπως γινόταν και πριν θέσουµε κανένα pulse height cut. Ακολουθεί σειρά εικόνων
όπου παρουσιάζονται τα output-διαγράµµατα και οι παράµετροι των νευρωνικών δικτύων για
τις 5 υπό µελέτη ενέργειες, εφαρµόζοντας το cut nnpe + pnpe > 2.

Εικόνα 3.56α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) µε nnpe+pnpe>2 του
ΑΝΝ για ενέργεια 0.2 GeV.

Εικόνα 3.56β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) µε
nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 0.2 GeV.
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Εικόνα 3.57α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) µε nnpe+pnpe>2
του ΑΝΝ για ενέργεια 0.2 GeV.

Εικόνα 3.57β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
µε nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 0.2 GeV. Με τετράγωνα όµοιου
χρώµατος φαίνονται οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέτρων από την
equal on equal εφαρµογή.
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Εικόνα 3.58α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) µε nnpe+pnpe>2 του
ΑΝΝ για ενέργεια 0.6 GeV.

Εικόνα 3.58β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) µε
nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 0.6 GeV.
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Εικόνα 3.59α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) µε nnpe+pnpe>2
του ΑΝΝ για ενέργεια 0.6 GeV.

Εικόνα 3.59β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
µε nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 0.6 GeV. Με τετράγωνα όµοιου
χρώµατος φαίνονται οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέτρων από την
equal on equal εφαρµογή.
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Εικόνα 3.60α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) µε nnpe+pnpe>2 του
ΑΝΝ για ενέργεια 1.2 GeV.

Εικόνα 3.60β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) µε
nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 1.2 GeV.
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Εικόνα 3.61α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) µε nnpe+pnpe>2
του ΑΝΝ για ενέργεια 1.2 GeV.

Εικόνα 3.61β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
µε nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 1.2 GeV. Με τετράγωνα όµοιου
χρώµατος φαίνονται οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέτρων από την
equal on equal εφαρµογή.
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Εικόνα 3.62α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) µε nnpe+pnpe>2 του
ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV.

Εικόνα 3.62β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) µε
nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV.
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Εικόνα 3.63α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) µε nnpe+pnpe>2
του ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV.

Εικόνα 3.63β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal
στη run #40415) µε nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV. Με τε-
τράγωνα όµοιου χρώµατος φαίνονται οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέ-
τρων από την equal on equal εφαρµογή.
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Εικόνα 3.64α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) µε nnpe+pnpe>2 του
ΑΝΝ για ενέργεια 5.0 GeV.

Εικόνα 3.64β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on equal) µε
nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 5.0 GeV.
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Εικόνα 3.65α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) µε nnpe+pnpe>2
του ΑΝΝ για ενέργεια 5.0 GeV.

Εικόνα 3.65β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
µε nnpe+pnpe>2 του ΑΝΝ για ενέργεια 5.0 GeV. Με τετράγωνα όµοιου
χρώµατος φαίνονται οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέτρων από την
equal on equal εφαρµογή.

Συγκρίνοντας τις παραµέτρους των νευρωνικών όταν εφαρµόζονται σε ίσους πληθυσµούς
(equal on equal) βλέπουµε ότι, όπως και όταν δεν αφαιρούσαµε το cross-talk, η efficiency
βελτιώνεται όσο αυξάνεται η ενέργεια, µε µόνη εξαίρεση την ενέργεια των 1.2 GeV, όπου η
efficiency είναι εξαιρετικά υψηλή όπου και αν τοποθετηθεί η cut (βλ. εικόνα 3.66α). Στην
εικόνα 3.66β βλέπουµε την purity όπως κυµαίνεται για τις 5 υπό εξέταση ενέργειες. Λόγω
µικρού training set η ενέργεια 0.2 GeV µάλλον πρέπει να τίθεται εκτός συγκρίσεως. Εξαιρε-
τική είναι δε η απόδοση του ΑΝΝ για τα 1.2 GeV µε το συγκεκριµένο cross-talk cut.
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Εικόνα 3.66α: Η efficiency των ANNς (equal on equal) όταν επιβάλλουµε
nnpe+pnpe>2.0.

Εικόνα 3.66β: Η purity των ANNς (equal on equal) όταν επιβάλλουµε
nnpe+pnpe>2.0.

Εικόνα 3.66γ: Efficiency·purity των ΑΝΝς (equal on equal) όταν επιβάλ-
λουµε nnpe+pnpe>2.0.
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Εικόνα 3.67α: Σύγκριση της efficiency πριν και µετά την επιβολή του
φίλτρου nnpe+pnpe>2 για την ενέργεια 2.4 GeV (αριστερά) και για 5.0
GeV (δεξιά).

Εικόνα 3.67β: Σύγκριση της purity πριν και µετά την επιβολή του φίλτρου
nnpe+pnpe>2 για την ενέργεια 2.4 GeV (αριστερά) και για 5.0 GeV (δε-
ξιά).

Στις εικόνες 3.67α,β βλέπουµε το πόσο επηρεάστηκε η efficiency και η purity λόγω του
φίλτρου pnpe+nnpe>2, για ενέργεια 2.4 GeV και 5.0 GeV. Αυτό που παρατηρούµε είναι, αφ’
ενός ότι η αλλαγή είναι πολύ µικρή (ειδικά στην efficiency σχεδόν δε φαίνεται) και είναι α-
κόµα µικρότερη στα 5.0 GeV, ενώ δεν είναι δυνατόν να διακρίνουµε εάν υπάρχει βελτίωση ή
επιδείνωση. Για παράδειγµα, στην purity στα 2.4 GeV φαίνεται αισθητή βελτίωση µετά το
φίλτρο, ενώ στα 5.0 GeV παρατηρείται οριακή επιδείνωση της purity.

Στη συνέχεια, θα δοκιµάσουµε την εφαρµογή φίλτρου nnpe+pnpe>5, επιλεκτικά µόνο σε
δύο ενέργειες, στα 0.2 GeV (run #40771) και στα 2.4 GeV (run #40415 & #40916). Αυξάνο-
ντας το τιθέµενο κατώφλι, αφαιρούµε µεν το cross-talk αλλά µαζί αφαιρούµε και strips που
πιθανόν να χτυπήθηκαν πραγµατικά από σωµάτιο. Όµως, αυτή η απώλεια πληροφορίας δεν
επιδεινώνει απαραιτήτως την αναγνωριστική δύναµη ενός ΑΝΝ, όπως για παράδειγµα και
ένας άνθρωπος µπορεί να αναγνωρίσει ένα πρόσωπο σε σκίτσο, ακόµα κι αν έχει χαθεί η
πληροφορία του χρώµατος του προσώπου ή άλλες λεπτοµέρειες.
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Εικόνα 3.68α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) του ΑΝΝ για ενέρ-
γεια 0.2 GeV.

Εικόνα 3.68β: Το parameters- και του area-διάγραµµα (equal on equal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 0.2 GeV.
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Εικόνα 3.69α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 0.2 GeV.

Εικόνα 3.69β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 0.2 GeV. Με όµοιου χρώµατος τετράγωνα φαίνο-
νται οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέτρων, όπως υπολογίστηκαν από
την εφαρµογή equal on equal.
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Εικόνα 3.70α: Το output-διάγραµµα (equal on equal) του ΑΝΝ για ενέρ-
γεια 2.4 GeV.

Εικόνα 3.70β: Το parameters- και του area-διάγραµµα (equal on equal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV.
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Εικόνα 3.71α: Το output-διάγραµµα (equal on unequal) του ΑΝΝ για ε-
νέργεια 2.4 GeV.

Εικόνα 3.71β: Το parameters- και το area-διάγραµµα (equal on unequal)
του ΑΝΝ για ενέργεια 2.4 GeV. Με όµοιου χρώµατος τετράγωνα φαίνο-
νται οι προβλεπόµενες τιµές των παραµέτρων, όπως υπολογίστηκαν από
την εφαρµογή equal on equal.

Συγκρίνοντας το κατώφλι των 5 φωτοηλεκτρονίων µε το κατώφλι των 2, βλέπουµε ότι
στα 2.4 GeV αύξησε ελαφρώς την efficiency, ενώ επιδείνωσε ελαφρώς την purity στις µικρές
τιµές της cut. Στα 0.2 GeV, η purity αυξήθηκε για cut > 0.85 ενώ η efficiency βελτιώνεται
ελαφρώς για cut ≈ 0.5 και επιδεινώνεται ελαφρώς για cut > 0.8. Και πάλι δεν υπάρχει καθο-
λική και έντονη διαφοροποίηση λόγω της αύξησης του κατωφλίου.
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Τέταρτο  Κεφάλαιο – Κατακλείδα

Στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο της εργασίας θα συνοψίσουµε όσα αναπτύχθηκαν αναλυτικά
στα προηγούµενα κεφάλαια και θα αναφερθούµε στο τι µπορεί να γίνει στο µέλλον ως συνέ-
χεια.

Στο πρώτο κεφάλαιο έγινε εκτενής ανάπτυξη της θεωρίας που περιγράφει τις ταλαντώσεις
νετρίνων. Εξετάσαµε τις ταλαντώσεις εν κενώ για 2 και για 3 γενεές νετρίνων, µε και χωρίς
υπολογιστικές προσεγγίσεις. Υπολογίσαµε ποια θα είναι η µορφή του ενεργειακού φάσµατος
των νετρίνων στο µακρινό ανιχνευτή εφόσον γίνονται ταλαντώσεις µε ορισµένες παραµέ-
τρους. Επιδείξαµε ότι το ταλαντωµένο φάσµα είναι εντονότερα εξαρτώµενο από την παράµε-
τρο θ13 και από τη διαφορά µάζας ∆m2

32. Κάνοντας convolution πιθανοτήτων υπολογίσαµε
(χωρίς χρήση της µεθόδου Monte Carlo) το φάσµα που θα παρατηρούταν στο µακρινό ανι-
χνευτή λαµβάνοντας υπόψη την πεπερασµένη διακριτική ικανότητά του. Επίσης, έγινε διε-
ρεύνηση της δυνατότητας παρατήρησης της CP-παραβίασης και φάνηκε πόσο δύσκολη είναι
η παρατήρησή της. Στο τελευταίο µέρος του πρώτου κεφαλαίου έγινε εκτεταµένη υπολογι-
στική και αναλυτική µελέτη των ταλαντώσεων νετρίνων παρουσία ύλης. Φάνηκε ότι είναι
δυνατόν το πέρασµα ενός νετρίνου µέσα από διάφορες κατανοµές πυκνότητας ηλεκτρονίων
να επηρεάσει ριζικά τον τρόπο της µετέπειτα ταλάντωσής του. Για όλες τις παραπάνω µελέ-
τες έχουν γραφτεί προγράµµατα, κυρίως σε γλώσσα Mathematica, αλλά και σε C++, που επι-
τρέπουν την περαιτέρω διερεύνηση και τον πειραµατισµό µε διάφορες παραµέτρους και σε-
νάρια.

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάστηκαν συνοπτικά ορισµένα σηµαντικά πειράµατα για τη
µελέτη των νετρίνων, ένα από κάθε µεγάλη συνοµοταξία πειραµάτων. ∆όθηκε ιδιαίτερη έ-
κταση στην παρουσίαση των λεπτοµερειών του πειράµατος MINOS και στους στόχους του.
Επίσης, περιγράφτηκε ο CalDet και η χρησιµότητά του.

Στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφτηκε η ανάλυση πραγµατικών δεδοµένων από τον CalDet,
καθώς και τα περιφερειακό λογισµικό που ανέπτυξα για να διευκολύνει την ανάλυση. Συγκε-
κριµένα, περιέγραψα τα προγράµµατα TOF και DISPLAY. Περιγράψαµε τη δοµή δεδοµένων
µε την οποία αποθηκεύεται η πληροφορία που λαµβάνεται από τον CalDet, στο βαθµό που
χρειάστηκε για να γίνει κατανοητή η ανάλυση που κάναµε. Έγινε βαθµονόµηση της ηλε-
κτροµαγνητικής καλοριµετρικής απόκρισης του ανιχνευτή και βρήκαµε:

∆Ε α
= +β

Ε Ε
,

µε
( )
( )

1/ 20.2020 0.0045 GeV

0.0090 0.0021

α = ±

β = ±
Έγινε εκτεταµένη σύγκριση των events που παράγονται µε Monte Carlo και των πραγµα-

τικών events του CalDet και διαπιστώσαµε ότι η συµφωνία δεν είναι απόλυτη, δηλαδή επιδέ-
χεται σηµαντική βελτίωση. Ποσοτικοποιώντας τη συµφωνία των διαφόρων κατανοµών µε
την πιθανότητα Kolmogorov διαπιστώσαµε ότι στις διάφορες ενέργειες διαφέρουν οι µετα-
βλητές όπου το MC αποτυγχάνει περισσότερο.

Κατόπιν εξετάσαµε ποιες µεταβλητές είναι περισσότερο διαχωριστικές όταν θέλουµε να
διαχωρίσουµε ηλεκτρόνια από µη ηλεκτρόνια. Καταλήξαµε σε ένα set 25 µεταβλητών, εκ
των οποίων ορισµένες είναι έτοιµες στα root-αρχεία ενώ οι περισσότερες υπολογίζονται το-
πικά. Οι µεταβλητές αυτές είναι οι: totmip, nhits, maxmip, nhits/nhitplanes,
totmip/nhitplanes, planes_mip[1,...,15], strips_mip[9,...,13]. Αυτές δεν είναι οι µόνες διαχω-
ριστικές µεταβλητές, ούτε είναι όλες διαχωριστικές σε όλες τις ενέργειες. Όµως, ως σύνολο,
επιτρέπουν να διαχωρίζουµε ηλεκτρόνια από µη ηλεκτρόνια ικανοποιητικά ακόµα και σε µι-
κρές ενέργειες (0.2 GeV) χωρίς να κάνουµε χρήση υπερβολικά µεγάλου πλήθους µεταβλη-
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τών. Έγινε επίσης µελέτη της προσφορότερης αρχιτεκτονικής για το ΑΝΝ και καταλήξαµε
στην αρχιτεκτονική 25→10→5→1. Εξηγήθηκε και δικαιολογήθηκε το γεγονός ότι η πιο εν-
δεδειγµένη εκπαίδευση γίνεται µε training set που περιέχει ίσο πλήθος signal και background
patterns.

Παρουσιάστηκε ο τρόπος µε τον οποίον αξιολογούνται τα διάφορα ΑΝΝs. Αναπτύχθηκε
µια µέθοδος που επιτρέπει (υπό προϋποθέσεις) την πρόβλεψη των παραµέτρων ενός νευρωνι-
κού όταν αυτό θα εφαρµοστεί σε ένα data set µε γνωστό λόγο signal / background. Βασική
προϋπόθεση αυτής της µεθόδου είναι ότι το output του signal και του background ακολου-
θούν σταθερές κατανοµές που εξαρτώνται µόνο από την τελική µορφή του ΑΝΝ. Αναγκαία
συνθήκη για να λειτουργεί ικανοποιητικά η µέθοδος είναι να έχουµε στο training set ικανο-
ποιητικά µεγάλο δείγµα ώστε να έχουµε καλό προσδιορισµό αυτών των κατανοµών του out-
put του ΑΝΝ.

Παρατέθηκαν οι παράµετροι και οι χρησιµοποιούµενοι πληθυσµοί των ΑΝΝs που κατα-
σκευάσαµε για διαχωρισµό ηλεκτρονίων από µη ηλεκτρόνια σε ενέργειες 0.2, 0.6, 1.2, 2.4 και
5.0 GeV. Στη συνέχεια εκπαιδεύσαµε τα ίδια νευρωνικά εφαρµόζοντας pulse height threshold
ίσο µε 2 φωτοηλεκτρόνια και επανορίζοντας κατάλληλα τις µεταβλητές εκπαίδευσης. Επιλε-
κτικά εφαρµόσαµε σε 2 ενέργειες και το κατώφλι των 5 φωτοηλεκτρονίων. Παρατηρήσαµε
και µε τα δύο κατώφλια ότι δεν επέφεραν σαφή και καθολική η βελτίωση ή η επιδείνωση των
παραµέτρων των νευρωνικών δικτύων. ∆ηλαδή οι παράµετροι ποιότητας βελτιώνονταν σε
µια ενέργεια και επιδεινώνονταν σε µια άλλη, ή σε µια συγκεκριµένη ενέργεια µια παράµε-
τρος βελτιωνόταν και άλλη επιδεινωνόταν.

Προτάσεις για περαιτέρω µελέτη του θέµατος

Στο πλαίσιο µιας διπλωµατικής εργασίας δε θα µπορούσε να καλυφθεί πλήρως η ανάλυση
των data του CalDet. Όµως, από τη µέχρι αυτού του σηµείου µελέτη µου θα µπορούσα να
διακρίνω ορισµένες κατευθύνσεις στις οποίες θα έπρεπε να επεκταθεί η µελέτη. Συγκεκριµέ-
να:

• Μπορεί να γίνει βαθµονόµηση της αδρονικής καλοριµετρικής απόκρισης και διακρι-
τικής ικανότητας του ανιχνευτή. Για να γίνει αυτό θα υπάρχει µια επιπλέον δυσκολία,
την οποία εγώ δε συνάντησα ασχολούµενος αποκλειστικά µε ηλεκτρόνια: Λόγω της
ποικιλίας και των µη αµελητέων τιµών των µαζών των σωµατιδίων που απαρτίζουν
τη δέσµη, η ορµή της δέσµης δε θα είναι απλώς ίση µε την ενέργεια των σωµατιδίων.
Θα χρειαστεί µε κάποιο κριτήριο να ξεχωρίζουµε τι είδους σωµάτιο είναι το καθένα
(ηλεκτρόνιο, µιόνιο, πιόνιο κλπ) και να λαµβάνουµε υπόψη τη µάζα του στον υπολο-
γισµό της ενέργειάς του. Αυτός ο διαχωρισµός θα µπορούσε να γίνει µε τη χρήση
νευρωνικών δικτύων που να κρίνουν µε βάση τη µορφή των γεγονότων.

• Είναι σηµαντικό να κατασκευαστούν νευρωνικά δίκτυα που να επεκτείνονται και σε
διαχωρισµό άλλων σωµατιδίων, εκτός από ηλεκτρονίων – µη ηλεκτρονίων. Συγκε-
κριµένα θα είναι χρήσιµο να διακρίνουµε πιόνια, µιόνια και ηλεκτρόνια, ώστε να
µπορούµε να κάνουµε αναγνώριση των νετρίνων που θα ανιχνεύονται όταν θα λει-
τουργεί MINOS. Για να γίνει κατασκευή νευρωνικών που να διαχωρίζουν πιόνια από
µιόνια θα πρέπει να βασιστεί κανείς σχεδόν αποκλειστικά σε δεδοµένα παραγόµενα
µε Monte Carlo, διότι στα data είναι εξαιρετικά δύσκολος ο διαχωρισµός τους. Προϋ-
πόθεση, όµως, για να είναι χρήσιµα τέτοια νευρωνικά, αποτελεί το να συµφωνεί όσο
γίνεται περισσότερο το Monte Carlo µε την πραγµατικότητα.

• Όταν αρχίσει να λειτουργεί ο MINOS, τότε τα λεπτόνια και τα αδρόνια δε θα εισέρ-
χονται στον ανιχνευτή από το κέντρο του και µε γνωστή ορµή, όπως συµβαίνει στον
CalDet. Γι’ αυτό είναι σηµαντικό το να αναπτυχθούν ANNs που να διακρίνουν σω-
µατίδια, όχι µόνο ποικίλλων ενεργειών, αλλά και προσανατολισµών. Πιθανόν κά-
ποιος αλγόριθµος να πρέπει να εντοπίζει, από την ανάπτυξη των showers και των
tracks, την αρχική κατεύθυνση του σωµατίου και να εκφράζει όλες τις µορφολογικές
µεταβλητές συναρτήσει αυτού του άξονα και όχι του σταθερού άξονα του ανιχνευτή.
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• Σχετικά µε την αποµάκρυνση του cross-talk θα ήταν καλό να γίνει περισσότερο συ-
στηµατική προσπάθεια, µελετώντας ξεχωριστά σε κάθε ενέργεια το ύψος του κατω-
φλίου που ενδείκνυται. Είναι εύλογο, εφόσον για διαφορετικές ενέργειες σωµατιδίων
αποτίθεται διαφορετική ενέργεια στις strips του ανιχνευτή, να αλλάζει και το µέγεθος
της ενέργειας που λοξοδροµεί δηµιουργώντας το cross-talk. Εποµένως, το να θέτουµε
κατώφλι 2 φωτοηλεκτρονίων, για παράδειγµα, ανεξαρτήτως της ενέργειας της δέ-
σµης, είναι κάπως εξαπλουστευτικό.

• Κάτι ακόµα που θα µπορούσε να γίνει είναι να βρεθεί ένας ακριβέστερος τρόπος
πρόβλεψης των παραµέτρων ενός νευρωνικού δικτύου όταν αυτό πρόκειται να εφαρ-
µοστεί σε άνισους πληθυσµούς signal και background. Το σηµείο στο οποίο πάσχει η
µέθοδος που εφάρµοσα είναι ότι προϋποθέτει καλή γνώση των κατανοµών του output
του signal και του background. Όταν, όµως, το training set περιέχει σχετικά µικρό
πληθυσµό events, τότε υπάρχουν και bins στο output-διάγραµµα της equal on equal
εφαρµογής που είναι κενές. Όταν εφαρµόζεται το ΑΝΝ σε ένα µεγάλο δείγµα γεγο-
νότων, τότε βρίσκονται γεγονότα που δίνουν output το οποίο γεµίζει και αυτές τις κε-
νές bins, αλλάζοντας την κατανοµή του output κατά τρόπο που δε µπορεί να προβλε-
φθεί σωστά πολλαπλασιάζοντας απλώς το ύψος όλων των bins µε µια σταθερά. Μια
σκέψη για µια βελτιωµένη µέθοδο είναι η εξής: Αντί να γίνεται εφαρµογή equal on
equal και µετά να πολλαπλασιάζονται µε τον κατάλληλο λόγο τα ύψη των bins που έ-
χουν περιεχόµενο στο output-διάγραµµα, θα ήταν ίσως προτιµότερο να γίνεται πρώτα
fit µιας πολυωνυµικής συνάρτησης στο output-διάγραµµα της equal on equal εφαρ-
µογής και στη συνέχεια να πολλαπλασιάζεται η κατανοµή αυτή κατά τον κατάλληλο
συντελεστή προκειµένου να προβλέψουµε το output-διάγραµµα της equal on unequal
εφαρµογής. Το όφελος αυτής της µεθόδου θα ήταν ότι ακόµα και µια κενή bin, που
αν πολλαπλασιάζαµε µε οποιονδήποτε λόγο θα παρέµενε κενή, θα λάµβανε µια τιµή
κατά το fit του πολυωνύµου, έστω και µικρότερη από 1, οπότε πολλαπλασιάζοντας
κατόπιν µε τον κατάλληλο συντελεστή δε θα παρέµενε κενή. Ίσως µε αυτόν τον τρό-
πο να προβλέπεται καλύτερα το output-διάγραµµα της equal on unequal εφαρµογής.
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Παράρτηµα 1 – Νευρωνικά δίκτυα

Εισαγωγή

Τα νευρωνικά δίκτυα είναι µια τεχνολογία που γεννήθηκε και αναπτύχθηκε µέσα στον
21ο αιώνα, η οποία αποσκοπεί στη δηµιουργία συστηµάτων που να µιµούνται τη λειτουργία
του εγκεφάλου και να εµφανίζουν νοηµοσύνη. Αν και η µέχρι σήµερα ανάπτυξη δεν έχει
φτάσει, ούτε καν πλησιάσει, τη συµπεριφορά του ανθρώπινου εγκεφάλου, έχουν συντελεστεί
σηµαντικές πρόοδοι και τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα χρησιµοποιούνται ήδη σε πλήθος ε-
φαρµογών.

Σε επίπεδο αρχών, το νευρωνικό δίκτυο είναι ένας µαθηµατικός τελεστής στον οποίο ει-
σάγονται σήµατα, αυτά επιδέχονται µια επεξεργασία εξαρτώµενη από τη µορφή του δικτύου
και τελικά λαµβάνεται στην έξοδο του δικτύου ένα σήµα εξόδου. Ως τελεστής, το νευρωνικό
δίκτυο δεν είναι απαραίτητο να έχει υλική υπόσταση, αλλά η λειτουργία του µπορεί να υπο-
λογισθεί µε αναλυτικές πράξεις. Όµως, όταν ως µαθηµατική οντότητα υλοποιείται, είτε ως
ηλεκτρονικός µηχανισµός, είτε ως ένα πρόγραµµα σε ηλεκτρονικό υπολογιστή, τότε η λει-
τουργία του µπορεί να γίνει ταχύτατη και έτσι να φανεί χρήσιµο σε τεχνολογικές ή ερευνητι-
κές εφαρµογές.

Το βασικό χαρακτηριστικό που εµφανίζουν τα νευρωνικά δίκτυα και τα διαφοροποιεί από
οποιονδήποτε άλλου είδους µαθηµατικό τελεστή είναι η προσαρµοστικότητά τους. Όπως θα
δούµε αργότερα, αν και η αρχιτεκτονική ενός νευρωνικού δικτύου είναι σταθερή, οι µεταβλη-
τές που λαµβάνουν µέρος στον υπολογισµό του σήµατος εξόδου αλλάζουν, τροποποιώντας
έτσι τη λειτουργία του νευρωνικού δικτύου. ∆ηλαδή το νευρωνικό δίκτυο λειτουργεί ως ένας
ρυθµιζόµενος τελεστής. Το ενδιαφέρον που παρουσιάζουν τα νευρωνικά δίκτυα έγκειται στο
ότι είναι δυνατόν να εκπαιδευτούν, δηλαδή να προσαρµόσουν τη λειτουργία τους ώστε να
επιτελούν ένα συγκεκριµένο έργο, εφόσον τούς το επιτρέπει η αρχιτεκτονική τους, χωρίς να
είναι εξ αρχής ρυθµισµένα ώστε να το επιτελούν. ∆ηλαδή, το ίδιο νευρωνικό δίκτυο, µε απα-
ράλλαχτη αρχιτεκτονική, κατόπιν διαφορετικής εκπαίδευσης µπορεί να προσαρµοστεί στο να
εκτελεί διαφορετικές λειτουργίες. Κατόπιν καλής εκπαίδευσης εµφανίζει µια περιορισµένη
αλλά πολλές φορές χρήσιµη δυνατότητα γενίκευσης που, σε συνδυασµό µε τη δυνατότητα
µάθησης, παραπέµπει σε µια πρώιµη τεχνητή νοηµοσύνη.

Τα δοµικά στοιχεία ενός νευρωνικού δικτύου είναι αρκετά απλή. Αυτά είναι α) οι νευρώ-
νες και β) οι συνάψεις. Οι νευρώνες λειτουργούν ως υπολογιστικές µονάδες, ο καθένας ανε-
ξάρτητα από τους άλλους, και αυτό που κάνουν είναι να συλλέγουν ορισµένα σήµατα εισό-
δου, να δρουν σε αυτά µε µια προκαθορισµένη και αµετάβλητη συνάρτηση και να παράγουν
ένα σήµα εξόδου. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται συνάρτηση δραστηριοποίησης (activation
function) Οι συνάψεις είναι τα όργανα που µεταφέρουν τα διάφορα σήµατα από νευρώνα σε
νευρώνα. Όπως οι νευρώνες φέρουν µια χαρακτηριστική συνάρτηση, έτσι και κάθε σύναψη
φέρει έναν αριθµό που λέγεται βάρος. Το βάρος, όµως, σε αντίθεση µε τη συνάρτηση του
νευρώνα, είναι µεταβλητό. Ο ρόλος του βάρους είναι ότι κάθε σήµα που µεταφέρει µια σύ-
ναψη πολλαπλασιάζεται µε αυτό πριν φτάσει στον προορισµό του.

Όταν µιλάµε για την «αρχιτεκτονική» του νευρωνικού δικτύου εννοούµε το πόσους νευ-
ρώνες περιλαµβάνει, µε τι τρόπο είναι συνδεδεµένοι µέσω των συνάψεων και τι συναρτήσεις
φέρουν. Η αρχιτεκτονική είναι ένα χαρακτηριστικό του δικτύου που δε µεταβάλλεται. Το µό-
νο που αλλάζει σε ένα δίκτυο είναι τα βάρη µε τα οποία πολλαπλασιάζουν οι διάφορες συνά-
ψεις τα σήµατα που µεταδίδουν. Οι δυνατότητες ενός νευρωνικού δικτύου περιορίζονται από
την αρχιτεκτονική του. ∆ηλαδή, αν η αρχιτεκτονική ενός δικτύου είναι φτωχή, είναι αδύνα-
τόν, όσο καλά και αν το εκπαιδεύσουµε, να παίξει το ρόλο ενός πολύπλοκου τελεστή. Αν από
την άλλη ένα δίκτυο είναι υπερβολικά πολύπλοκης αρχιτεκτονικής και επιθυµούµε να το εκ-
παιδεύσουµε για να τελεί µια απλή λειτουργία, τότε η εκπαίδευση καθίσταται περίσσια χρο-
νοβόρα και δύσκολη, ενώ ο τελικός σκοπός µπορεί και να µην επιτευχθεί, λόγω κάποιας επι-
πλοκής στην εκπαίδευση.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1                                                                                                   Νευρωνικά δίκτυα

Παρ/µα 1 – σελ. 2

Εφόσον το µόνο που αλλάζει σε ένα νευρωνικό δίκτυο είναι τα βάρη, ευνόητο είναι µε
τον όρο «εκπαίδευση» να εννοούµε τη ρύθµιση των βαρών µέσω ενός εκπαιδευτικού αλγο-
ρίθµου. Υπάρχουν δύο βασικά είδη εκπαίδευσης, εκ των οποίων το πρώτο µόνο θα µας απα-
σχολήσει: α) η επιβλεπόµενη εκπαίδευση και β) η εκπαίδευση άνευ διδασκάλου. Για τη δεύ-
τερη θα περιοριστούµε στο να αναφέρουµε ότι πρόκειται για την αυτοεκπαίδευση  του δικτύ-
ου ώστε να βρίσκει καλύτερους τρόπους να κάνει µια δουλειά. Για παράδειγµα, έστω ένα ρο-
µπότ που κατευθύνεται από ένα αυτοεκπαιδευόµενο νευρωνικό δίκτυο. Στην αρχή το ροµπότ
δεν ξέρει ποια είναι τα όρια του δωµατίου στο οποίο βρίσκεται, οπότε προσκρούει συχνά σε
εµπόδια. Μέσω της αυτοεκπαίδευσης, µετά από αρκετές δοκιµές, το ροµπότ «µαθαίνει» που
βρίσκονται τα όρια στα οποία µπορεί να κινείται και καταφέρνει να πηγαίνει από σηµείο σε
σηµείο χωρίς να χτυπά πάνω σε εµπόδια. Αντιλαµβάνεται κανείς το πόσο σηµαντικό επίτευγ-
µα είναι η κατασκευή αυτοεκπαιδευόµενων συστηµάτων, αφού και τα έµβια όντα σε µεγάλο
βαθµό αυτοεκπαιδεύονται µέχρι να αποκτήσουν τις περισσότερες ικανότητές τους, όπως για
παράδειγµα το περπάτηµα.

Η µέθοδος εκπαίδευσης που θα περιγράψουµε λεπτοµερώς είναι η λεγόµενη επιβλεπόµε-
νη εκπαίδευση, η οποία ακολουθεί τη µέθοδο της διδασκαλίας δια των παραδειγµάτων. Αυτή
η µορφή εκπαίδευσης είναι η καταλληλότερη για τη δουλειά που ονοµάζεται αναγνώριση
προτύπων (pattern recognition). Κεντρική ιδέα αυτού του τύπου διδασκαλίας είναι ότι προµη-
θεύω στο αρχικά ανεκπαίδευτο νευρωνικό δίκτυο ένα σύνολο εισόδων που συνοδεύονται από
την σωστή-επιθυµητή έξοδο του νευρωνικού. Κάθε φορά που το νευρωνικό βλέπει ένα τέτοιο
παράδειγµα συγκρίνει την έξοδό του µε την επιθυµητή έξοδο και προσαρµόζει τα βάρη του
ανάλογα µε το πόσο απείχε η απάντησή του από τη σωστή. Ο τρόπος µε τον οποίο ρυθµίζο-
νται τα βάρη είναι αρκετά πολύπλοκος και αποτελεί ένα ευφυέστατο αλγόριθµο που ονοµάζε-
ται back-propagation.

Όσον αφορά στην αρχιτεκτονική, έχουν αναπτυχθεί ποικίλες δοµές νευρωνικών δικτύων.
Ένα κοινό χαρακτηριστικό όλων σχεδόν των σχεδίων είναι ότι οι νευρώνες είναι διατεταγµέ-
νοι κατά στρώµατα. Αυτή η δοµή είναι εµπνευσµένη από τη λειτουργία του ανθρώπινου ε-
γκεφάλου, όπου τα σήµατα φαίνεται να διαβιβάζονται από φλοιό σε φλοιό. Κάθε στρώµα
περιέχει ένα πλήθος νευρώνων που όλοι ταυτόχρονα δέχονται τα σήµατα εισόδου τους, κά-
νουν παράλληλα την επεξεργασία αυτών και ταυτόχρονα εξάγουν τα αποτελέσµατά τους
προς το επόµενο στρώµα. ∆ηλαδή σε κάθε στρώµα του νευρωνικού δικτύου συντελείται αυτό
που ονοµάζεται παράλληλη επεξεργασία (parallel processing).

Κατά κανόνα υπάρχει ένα στρώµα το οποίο αποτελείται από αδρανείς νευρώνες, δηλαδή
νευρώνες που εξάγουν ανέπαφο το εισαγόµενο σήµα, και χρησιµοποιείται ως στρώµα εισό-
δου του νευρωνικού. ∆ηλαδή, σε κάθε νευρώνα του στρώµατος εισόδου φτάνει ένα σήµα ει-
σόδου και κατόπιν όλα αυτά τα σήµατα διαδίδονται µέσω συνάψεων στο επόµενο στρώµα
του δικτύου. Υπάρχουν περιπτώσεις δικτύων όπου υπάρχει ανάδραση στην είσοδο, δηλαδή
στο στρώµα εισόδου φτάνουν σήµατα εξόδου κάποιων επόµενων νευρώνων. Τέτοιες αρχιτε-
κτονικές αλλά και άλλες ακόµα πιο πολύπλοκες δε θα µας απασχολήσουν στην παρούσα ερ-
γασία.

Επίσης, κατά κανόνα υπάρχει σε κάθε νευρωνικό δίκτυο ένα στρώµα εξόδου. Από αυτό
εξέρχεται η απάντηση του δικτύου στο σήµα που έλαβε από µέσω του στρώµατος εισόδου.
Στο στρώµα εξόδου µπορεί να περιλαµβάνονται πολλοί νευρώνες που η έξοδοί τους να συνα-
ποτελούν έναν µονόστηλο πίνακα. Αλλά συνήθως η απάντηση που περιµένουµε από ένα δί-
κτυο µπορεί να εκφραστεί από έναν µόνο αριθµό, για παράδειγµα από ένα λογικό ΝΑΙ ή ΟΧΙ
που να αντιστοιχεί σε 1 ή 0 αντίστοιχα, ή σε έναν αριθµό πχ 1, 2 ή 3, ανάλογα µε το σε ποια
κατηγορία ταιριάζει καλύτερα το pattern που εισάγαµε στο δίκτυο.

Για να µη ριψοκινδυνεύσουµε την καλή λειτουργία και τη σωστή εκπαίδευσή του νευρω-
νικού, πρέπει να ορίσουµε στους νευρώνες του συναρτήσεις που να έχουν δύο βασικά χαρα-
κτηριστικά: α) Να είναι παντού παραγωγίσιµες και β) να ενισχύουν τη δράση των µικρών
σηµάτων και να µειώνουν τη δράση των ισχυρών σηµάτων. Όταν περιγράψουµε τον αλγό-
ριθµο που κάνει την εκπαίδευση, θα γίνει αντιληπτή η σηµασία αυτών των δύο προϋποθέσε-
ων. Ουσιαστικά, η (α) είναι η απαιτούµενη προϋπόθεση, αλλά η (β) είναι επιθυµητή συνθήκη
προκειµένου ο αλγόριθµος της εκπαίδευσης να συγκλίνει. Πολλές συναρτήσεις ικανοποιούν
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αυτούς τους δύο όρους, αλλά δύο είναι αυτές που χρησιµοποιούνται συχνότερα: α) η λογιστι-
κή συνάρτηση και β) η συνάρτηση υπερεφαπτοµένης. Ιδού η µορφή αυτών των συναρτήσε-
ων:

1( )
1 e−αυφ υ =
+

   όπου α µια θετική σταθερά. (Π1.1)

( )( ) tanh bφ υ = α υ   όπου (α,b)>0 (Π1.2)

Perceptron

Η πρώτη και απλούστερη µορφή νευρωνικού δικτύου εµφανίστηκε γύρω στο 1958, από
τον Rosenblatt, και ονοµάστηκε perceptron. Το perceptron αποτελείται από ένα µόνο νεύρο
στο οποίο εισέρχεται ένα πλήθος σηµάτων µέσω ρυθµιζόµενων συνάψεων. Στην είσοδο αυ-
τού του νεύρου λαµβάνεται το άθροισµα µετά βαρών των σηµάτων εισόδου. ∆ηλαδή, αν όλα
µαζί τα σήµατα εισόδου xi σχηµατίζουν ένα µονόστηλο πίνακα x και τα βάρη wi σχηµατίζουν
ένα µονόστηλο w, τότε το σήµα που καλείται να επεξεργαστεί το µοναδικό νεύρο του δικτύ-

ου είναι: υ = xTw = 
n

i i
i 1

w x
=
∑ . Η συνάρτηση δραστηριοποίησης του perceptron είναι η συνάρ-

τηση προσήµου (signum function) που ισούται µε +1 για θετικό όρισµα και µε –1 για αρνητι-
κό όρισµα. Οπότε η έξοδος του perceptron είναι: signum(xTw).

Η εκπαίδευση του perceptron γίνεται µε επίβλεψη (supervised learning) που σηµαίνει ότι
γίνεται µέσω ενός συνόλου παραδειγµάτων µε δεδοµένη την επιθυµητή απάντηση εκ µέρους
του δικτύου. Ο αλγόριθµος που ακολουθείται είναι αρκετά απλός και αποτελεί µια πρώτη
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προσέγγιση του αλγόριθµου back-propagation που θα παρουσιάσουµε αργότερα και που έχει
πρακτική χρησιµότητα. Την εκπαίδευση του perceptron θα περιγράψουµε στις επόµενες πα-
ραγράφους.

Για να έχουµε µια γεωµετρική αίσθηση της λειτουργίας του δικτύου, ας φανταστούµε τα
µονόστηλα x και w σαν ανύσµατα που ορίζουν σηµεία στους ευκλείδειους διανυσµατικούς
χώρους των σηµάτων και των βαρών αντίστοιχα. Σκοπός της εκπαίδευσης είναι να ξεκινή-
σουµε από ένα τυχαίο σηµείο w και να καταλήξουµε σε ένα σηµείο στο χώρο των βαρών ό-
που η λειτουργία του δικτύου θα είναι η καλύτερη δυνατή. Για να ορίσουµε τι σηµαίνει «κα-
λή λειτουργία» ορίζουµε το σφάλµα (error) που είναι: e(n)=[d(n) – y(n)], όπου d(n) είναι η
ορθή απάντηση και y(n) είναι η εξαγόµενη από το δίκτυο απάντηση όταν σε αυτό εισάγουµε
το x(n) και στο δίκτυο έχουµε τα βάρη w(n). Είναι ευνόητο ότι το n συµβολίζει τον αύξοντα
αριθµό του εκπαιδευτικού παραδείγµατος που χρησιµοποιείται.

Έστω δύο κλάσεις σηµείων στο χώρο των x, C1 και C2, και επιθυµούµε το perceptron να
απαντά σωστά στο ερώτηµα «σε ποια από τις δύο κλάσεις ανήκει το x; Αν ανήκει στην C1 να
δώσεις την απάντηση 1, ενώ αν ανήκει στην C2 να δώσεις την απάντηση –1». Αν οι δύο κλά-
σεις πληρούν ορισµένες τοπολογικές προϋποθέσεις που θα εξηγήσουµε παρακάτω, τότε είναι
δυνατό να εκπαιδεύσουµε το perceptron ακολουθώντας τα εξής απλά βήµατα:

1ο βήµα: Πάρε, ω perceptron, ένα x(n) από το σύνολο των εκπαιδευτικών παραδειγµάτων
και υπολόγισε την απάντηση που δίνεις µε τα βάρη w(n) που διαθέτεις αυτή τη στιγµή. Η α-
πάντηση είναι: y(n)=signus(xTw)

2ο βήµα: ∆ιόρθωσε το w(n) ως εξής:
w(n+1)=w(n)+η e(n) x(n), όπου e(n)=[ d(n) – y(n) ] και η∈(0,1)

Το η ονοµάζεται συντελεστής της εκπαίδευσης. Εποµένως, αν στο βήµα 1 είχε δοθεί σω-
στή απάντηση, τότε e(n)=0 και το w µένει ανέπαφο. Αν όµως στο βήµα 1 δόθηκε λάθος απά-
ντηση τότε το w µετακινείται προς την κατεύθυνση αυτή που τείνει να διορθώσει το λάθος.
Συγκεκριµένα,

• αν d(n)=1 και y(n)=-1 τότε e(n)=+2, οπότε το w θα αυξηθεί κάνοντας το δίκτυο να
δίνει µε µεγαλύτερη ευκολία y=+1 από τούδε και στο εξής.

• αν d(n)=-1 και y(n)=+1 τότε e(n)=-2, οπότε το w θα µειωθεί κάνοντας το δίκτυο να
δίνει µε µεγαλύτερη ευκολία y=-1 στο εξής.

Όπως αποδείχθηκε πολύ αυστηρά από τους Minsky και Selfridge το 1969, το perceptron
µπορεί να ήταν µια απλή και ελκυστική ιδέα, αλλά δε θα µπορούσε ποτέ να λύσει ορισµένα
προβλήµατα που παρουσιάζουν ιδιαίτερη απλότητα. Για παράδειγµα δε θα µπορούσε ποτέ το
perceptron να εκπαιδευθεί ώστε να λειτουργεί σαν µια XOR πύλη, δηλαδή να δίνει:

Είσοδος (x) Έξοδος (y)
(1,0) 1
(0,1) 1
(0,0) 0
(1,1) 0

Ο λόγος είναι ότι για να εκπαιδευθεί το perceptron πρέπει οι κλάσεις που διαχωρίζει να
είναι απλά συνεκτικές. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να µπορεί κανείς να ενώσει οποιαδήποτε δύο
σηµεία της κλάσης µε ευθεία γραµµή που να περιέχεται εξ ολοκλήρου στην ίδια κλάση. Για
παράδειγµα, στο παρακάτω σχήµα φαίνεται µια απλά συνεκτική κλάση και µια µη απλά συ-
νεκτική.
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Στην περίπτωση της XOR, η C1 περιλαµβάνει τα σηµεία του 2-διάστατου χώρου
{(1,0),(0,1)} και η C2 περιλαµβάνει τα σηµεία {(0,0),(1,1)}. Αυτές οι δύο κλάσεις δε µπορεί
να είναι και οι δύο απλά συνεκτικές ταυτόχρονα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχέδιο:

Η δικαιολογία για το ότι το perceptron δεν ανταποκρίνεται σε αυτή τη δοκιµασία της
XOR µπορεί να γίνει κατανοητή µε έναν πιο απλό τρόπο. Από την περιγραφή του perceptron
γίνεται αντιληπτό ότι γίνεται διαχωρισµός του 2-διάστατου χώρου των x σε δύο ηµιεπίπεδα.
Για σηµεία που βρίσκονται στο ένα ηµιεπίπεδο η απάντηση είναι y=1, για τα άλλα η απάντη-
ση είναι y=-1. Η διαχωριστική ευθεία αυτών των δύο ηµιεπιπέδων ορίζεται από την εξίσωση:
wTx = 0, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων του συστήµατος (x1,x2). Αν θέλουµε να
έχουµε την ελευθερία να ορίζουµε ευθείες που δε διέρχονται απαραίτητα από την αρχή των
αξόνων, µπορούµε να προσθέσουµε στο νεύρο και ένα σταθερό σήµα b, που να προστίθεται
στην είσοδο υ, οπότε η διαχωριστική ευθεία γράφεται:

w1x1 + w2x2  + b = 0 (Π1.3)
Για τη συγκεκριµένη τοπολογία είναι προφανές ότι είναι αδύνατο να βρεθεί µια κατάλλη-

λη διαχωριστική ευθεία που να αποµονώνει από τη µία µεριά µόνο τα x της C1 και από την
άλλη µόνο τα x της C2. Το ίδιο ισχύει και για χώρους x µε περισσότερες διαστάσεις, όπου το
ρόλο της διαχωριστικής ευθείας θα τον παίζει ένα διαχωριστικό υπερεπίπεδο. Για να µπορεί
να βρεθεί κατάλληλο υπερεπίπεδο (δηλαδή κατάλληλο w και b) πρέπει οι κλάσεις να είναι
απλά συνεκτικές.

Η εγγενής ανεπάρκεια του perceptron στο συγκεκριµένο και σε άλλα απλούστατα προ-
βλήµατα οδήγησε την επιστηµονική κοινότητα στο να εγκαταλείψει σχεδόν την έρευνα περί
νευρωνικών δικτύων µε απογοήτευση. Όλοι γνώριζαν ότι ο τοπολογικός περιορισµός που
διατυπώθηκε παραπάνω θα µπορούσε να ξεπεραστεί µόνο από δίκτυα µε περισσότερα του
ενός στρώµατα. Ο λόγος είναι απλός: Αν κάθε νευρώνας του δικτύου λειτουργεί σαν ένας
perceptron και ορίζει µια διαχωριστική ευθεία, τότε βάζοντας τα αποτελέσµατα m ανεξάρτη-
των perceptrons σε έναν νευρώνα εξόδου και ορίζοντας συνθήκες για το άθροισµα των εξό-
δων τους, µπορούµε να αποµονώσουµε ένα m-πλευρο στον x-χώρο που τα σηµεία του εσω-
τερικού του να δίνουν π.χ. +1. Αυτό το m-πλευρο δεν είναι απαραίτητα απλά συνεκτικό. Όσο
περισσότερα στρώµατα έχει ένα νευρωνικό δίκτυο τόσο πιο πολύπλοκες τοπολογίες µπορεί
να διαχωρίζει. Όµως, αν και ήταν αποδεδειγµένο ότι τα πολυστρωµατικά δίκτυα θα ξεπερ-
νούσαν τα µπόδια όπου σταµατούσε ο perceptron, κανείς δε γνώριζε πώς να εκπαιδεύσει ένα
τέτοιο πολύπλοκο σύστηµα. Αυτό συνέβαινε µέχρι το 1986, που οι Rumelhard και McClel-
land εισήγαγαν τη µέθοδο οπισθο-διάδοσης του σφάλµατος ή συντοµότερα back-propagation.

Back-propagation

Η µέθοδος back-propagation έχει ονοµαστεί έτσι, διότι η πληροφορία του σφάλµατος που
παράγει το νευρωνικό δίκτυο στην έξοδό του µεταδίδεται όπισθεν, προς το στρώµα εισόδου,
προκειµένου να βελτιώσει όλα τα βάρη στρώµα προς στρώµα. Ουσιαστικά η λογική της
διόρθωσης των βαρών δε διαφέρει από αυτήν που χρησιµοποιείται στην εκπαίδευση του per-
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ceptron, αλλά γίνεται µια γενίκευση αυτής προκειµένου να εφαρµόζεται και στα κρυµµένα
στρώµατα, αυτά δηλαδή που βρίσκονται ανάµεσα στο στρώµα εισόδου και στο στρώµα εξό-
δου, για τα οποία δε γνωρίζουµε ποια είναι η επιθυµητή τους απάντηση ώστε να τα εκπαιδεύ-
σουµε δια του παραδειγµατισµού.

Ας φανταστούµε ένα από τα νεύρα του στρώµατος εξόδου του πολυστρωµατικού δικτύ-
ου. Συµβολίζουµε το σφάλµα της εξόδου του νεύρου j στην n-οστή εκτέλεση ως εξής:

j j je (n) d (n) y (n)= − (Π1.4)
Το µέγεθος αυτό, που ονοµάζεται στιγµιαία ενέργεια σφάλµατος (instantaneous error en-

ergy), είναι είτε θετικό είτε αρνητικό, οπότε για να έχουµε µια αθροιστική έκφραση του λά-
θους που κάνει το δίκτυο πρέπει να προσθέσουµε τα ej

2 για όλα τα νεύρα του στρώµατος εξό-
δου. Ορίζουµε λοιπόν το µέγεθος που λέγεται ολική ενέργεια σφάλµατος (total error energy),
ως εξής:

2
j

j output layer

1E(n) e (n)
2 =

= ∑ (Π1.5)

Μπορεί όµως, να είµαστε τυχεροί στην n-οστή εκτέλεση και να πάρουµε µια πολύ καλή
απάντηση από το δίκτυο, δηλαδή να έχουµε µικρό Ε(n). Ίσως από την άλλη να είµαστε εξαι-
ρετικά άτυχοι σε ένα παράδειγµα που θα δώσουµε στο δίκτυο και να λάβουµε µια ασυνήθι-
στα λάθος απάντηση, οπότε να έχουµε ένα υπερβολικά µεγάλο Ε(n). Επειδή λοιπόν δε µπο-
ρούµε να ξέρουµε αν το δίκτυο είναι καλά εκπαιδευµένο κρίνοντας από µεµονωµένες εκτε-
λέσεις, ορίζουµε έναν µέσο όρο των Ε(n) επί του συνόλου των εκπαιδευτικών παραδειγµάτων
που διαθέτουµε (δηλαδή του training set). Αυτό το µέγεθος το ονοµάζουµε µέση ενέργεια τε-
τραγωνισµένου σφάλµατος (average squared error energy):

N

av
n 1

1E E(n)
N =

= ∑ (Π1.6)

όπου προφανώς το Ν είναι το πλήθος των παραδειγµάτων που διαθέτουµε στο training set.
Σκοπός της εκπαίδευσης είναι να µειώσει το Eav. Όµως, όπως θα δούµε αρκετά αργότερα, δεν
είναι ωφέλιµο το να µειώσουµε υπερβολικά το Eav, διότι τότε υπερεκπαιδεύουµε το δίκτυο
(over-training) και αναγνωρίζει καλά µόνο τα συγκεκριµένα παραδείγµατα του training set,
δηλαδή χάνει την ικανότητα γενίκευσης.

Ας φανταστούµε τώρα ότι σε κάθε νεύρο j του στρώµατος εξόδου καταλήγουν m συνά-
ψεις, από m νευρώνες που βρίσκονται στο αµέσως προηγούµενο στρώµα. Τότε, σύµφωνα µε
όσα έχουµε ήδη πει, η είσοδος που θα λαµβάνει το j νεύρο του στρώµατος εξόδου θα είναι:

m

j ji i
i 1

(n) w (n)y (n)
=

υ =∑ (Π1.7)

όπου yi είναι η έξοδος που έδωσε το i νεύρο του προτελευταίου στρώµατος.
Αν συµβολίσουµε µε φj την activation function του j νευρώνα του στρώµατος εξόδου, τό-

τε η έξοδος που θα δώσει αυτός ο νευρώνας είναι:
( )j j jy (n) (n)= φ υ (Π1.8)

Η διόρθωση ∆wji(n) που θα γίνει στο βάρος wji είναι ανάλογη της παραγώγου
jiE(n) / w (n)∂ ∂ , που ονοµάζεται παράγων ευαισθησίας (sensitivity factor). Αυτό δεν είναι

πρωτόγνωρο, αλλά µοιάζει µε τη λογική που χρησιµοποιείται στο perceptron: αν το σφάλµα
αυξάνει µε την αύξηση του wji, τότε ελάττωσε το wji, ενώ αν το σφάλµα µειώνεται µε την
αύξηση του wji, τότε αύξησε το wji. Αυτήν την παράγωγο µπορούµε να τη γράψουµε ως εξής:

j j j

ji j j j ji

e (n) y (n) (n)E(n) E(n)
w (n) e (n) y (n) (n) w (n)

∂ ∂ ∂υ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂υ ∂
(Π1.9)

Κάνουµε στη συνέχεια ορισµένες χρήσιµες παραγωγίσεις:

(Π1.5)⇒ j
j

E(n) e (n)
e (n)
∂

=
∂

(Π1.10)
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(Π1.4)⇒ j

j

e (n)
1

y (n)
∂

= −
∂

(Π1.11)

(Π1.8)⇒ ( )j
j j

j

y (n)
(n)

(n)
∂

′= φ υ
∂υ

(Π1.12)

(Π1.7)⇒ j
i

ji

(n)
y (n)

w (n)
∂υ

=
∂

(Π1.13)

Αντικαθιστώντας αυτές τις παραγώγους στη σχέση (Π1.9) παίρνουµε:

( )j j j i
ji

E(n) e (n) (n) y (n)
w (n)
∂ ′= − φ υ
∂

(Π1.14)

Η διόρθωση που κάνουµε στο wji κατόπιν της n-οστής εκτέλεσης είναι:

ji
ji

(n)w (n)
w (n)
∂Ε

∆ = −η
∂

(Π1.15)

Χρησιµοποιώντας την (Π1.14) η (Π1.15) γράφεται:
ji j iw (n) (n) y (n)∆ = ηδ (Π1.16)

όπου η τοπική κλίση δj(n) ορίζεται:

( )

j j
j

j j j j

j j j

e (n) y (n)E(n) E(n)(n)
(n) e (n) y (n) (n)

e (n) (n)

∂ ∂∂ ∂
δ = − = −

∂υ ∂ ∂ ∂υ

′= φ υ

(Π1.17)

Άρα, µέχρι εδώ τα πράγµατα δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολα. Έχουµε τον τρόπο να διορθώ-
σουµε τα βάρη των συνάψεων που καταλήγουν στο στρώµα εξόδου, γνωρίζοντας την έξοδο
του νευρωνικού δικτύου και την παράγωγο της activation function των νευρώνων εξόδου.

Το θαυµαστό βήµα που έγινε µε τον αλγόριθµο back-propagation φαίνεται στον τρόπο
που θα διορθώσουµε τα βάρη που καταλήγουν σε εσωτερικά στρώµατα:

Έστω λοιπόν ότι το j νεύρο δεν ανήκει στο στρώµα εξόδου, αλλά σε ένα κρυµµένο στρώ-
µα, όπως για παράδειγµα αυτό που είναι αµέσως πριν το στρώµα εξόδου. Το πρόβληµα σε
αυτήν την περίπτωση είναι ότι δεν έχουµε γνώση κάποιου dj(n), ώστε να υπολογίσουµε το
σφάλµα ej(n) και στη συνέχεια το ∆wji(n). Ο τρόπος µε τον οποίον ξεφεύγουµε από αυτόν το
σκόπελο είναι να γράψουµε την τοπική κλίση δj(n) µε τον εξής εναλλακτικό τρόπο:

( )

j
j

j j j

j j
j

y (n)E(n) E(n)(n)
(n) y (n) (n)

E(n) (n)
y (n)

∂∂ ∂
δ = − = −

∂υ ∂ ∂υ

∂ ′= − φ υ
∂

(Π1.18)

όπου το Ε(n) το υπολογίζουµε όπως και πριν, χρησιµοποιώντας τα e(n) του στρώµατος εξό-
δου. Για να µη γίνει σύγχυση, τους νευρώνες του στρώµατος εξόδου θα τους αριθµούµε µε το
δείκτη k:

2
k

k (output layer)

1E(n) e (n)
2 =

= ∑ (Π1.19)

Υπολογίζουµε την παράγωγο που εµφανίζεται στη σχέση (Π1.18):
k

k
kj j

e (n)E(n) e
y (n) y (n)

∂∂
=

∂ ∂∑ (Π1.20)

⇒ k k
k

kj k j

e (n) (n)E(n) e (n)
y (n) (n) y (n)

∂ ∂υ∂
=

∂ ∂υ ∂∑ (Π1.21)

Εφόσον k k ke (n) d (n) y (n)= − , ισχύει:
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( )k
k k

k

e (n) (n)
(n)

∂ ′= −φ υ
∂υ

(Π1.22)

Επίσης, σύµφωνα µε τη σχέση (Π1.7), ισχύει:
m

k kj j
k 1

(n) w (n)y (n)
=

υ =∑ (Π1.23)

Εποµένως, k
kj

j

(n) w (n)
y (n)

∂υ
=

∂
(Π1.24)

Αντικαθιστώντας τις (Π1.24) και (Π1.22) στην (Π1.21), παίρνουµε:

( )k k k kj
kj

k kj
k

E(n) e (n) (n) w (n)
y (n)

(n)w (n)

∂ ′= − φ υ
∂

= − δ

∑

∑
(Π1.25)

όπου στην τελευταία έκφραση χρησιµοποιήσαµε τον ορισµό του δ(n) της σχέσης (Π1.17).
Βλέπουµε λοιπόν ότι δεν είναι αδύνατον να υπολογίσουµε το ∆wkj , αλλά είµαστε ανα-

γκασµένοι να σαρώσουµε το επόµενο στρώµα, το στρώµα εξόδου, σύµφωνα µε τη σχέση
(Π1.25). Αν το νεύρο j δεν ανήκει στο προτελευταίο στρώµα, δηλαδή αµέσως πριν το στρώµα
εξόδου, αλλά είναι ακόµα πιο βαθιά κρυµµένο, τότε θα πρέπει πάλι να εφαρµόσουµε τη σχέ-
ση (Π1.25) και κατόπιν τη (Π1.18), όµως, για να κάνουµε σάρωση του προτελευταίου στρώ-
µατος θα χρειαστούν πολλαπλές σαρώσεις του στρώµατος εξόδου. Γίνεται δηλαδή αντιληπτό
ότι µπορούµε να υπολογίσουµε ένα ∆wuv όσο βαθιά κρυµµένο κι αν είναι ένα στρώµα, αλλά
θα χρειαστεί να απευθυνθούµε στα e(n) του στρώµατος εξόδου πολλές φορές, κατόπιν στα
δ(n) του στρώµατος που βρίσκεται στο προτελευταίο στρώµα, µετά στα δ(n) του παραπροη-
γούµενου στρώµατος κ.ο.κ.

Η διαδικασία της εκπαίδευσης

Υπάρχουν πολλές παράµετροι που επηρεάζουν την έκβαση της εκπαιδευτικής διαδικασί-
ας.

Το η, ο συντελεστής της εκπαίδευσης επηρεάζει το µέγεθος της διόρθωσης των βαρών.
∆εν είναι εύκολο να διευκρινιστεί ποια τιµή ενδείκνυται για το η. Αν είναι υπερβολικά µεγά-
λο, τότε οι διορθώσεις είναι πολύ έντονες και είναι πιθανό ο αλγόριθµος εκπαίδευσης να κα-
ταστεί ασταθής. ∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι σκοπός της εκπαίδευσης είναι το w να λάβει την
τιµή όπου το σφάλµα ελαχιστοποιείται. Αν τα βήµατα είναι «χοντροκοµµένα» µπορεί το w να
περιφέρεται γύρω από το επιθυµητό σηµείο ελαχίστου, ή και να ξεφύγει εντελώς από την πε-
ριοχή του.

Από την άλλη, αν το η είναι υπερβολικά µικρό, δηλαδή πολύ κοντά στο µηδέν, η διόρθω-
ση του w γίνεται πολύ αργά, άρα και η εκµάθηση προχωρά αργά. Ειδικά όταν το νευρωνικό
δίκτυο έχει πολλά στρώµατα και πολλά νεύρα, ο χρόνος εκπαίδευσης γίνεται σηµαντικός και
πρέπει να φροντίσουµε να είναι σύµφορος. Επιπλέον, υπάρχει και άλλος ένας κίνδυνος όταν
µικρύνει υπερβολικά το η. Μπορεί στην πορεία που ακολουθεί το w προς το σηµείο ολικού
ελαχίστου να παγιδευτεί σε ένα σηµείο τοπικού ελαχίστου και να µην αποµακρύνεται απ’
αυτό, οπότε η εκπαίδευση δεν είναι η καλύτερη δυνατή.

Υπάρχουν αλγόριθµοι που δε χρησιµοποιούν µια σταθερή τιµή για το η αλλά το ορίζουν
διαφορετικά για κάθε βάρος, δηλαδή χρησιµοποιούν ένα ηij. Για παράδειγµα, µπορεί ένα συ-
γκεκριµένο ηij να οριστεί ίσο µε µηδέν, οπότε, κατά την εκπαίδευση, το βάρος wij παραµένει
σταθερό. Συνήθως, στα τελευταία στρώµατα η τοπική βαθµίδα είναι µεγαλύτερη απ’ ότι στα
πρώτα, οπότε είναι σκόπιµο να ορίζουµε µικρότερο η για τα τελευταία στρώµατα και µεγαλύ-
τερο η για τα πρώτα, ώστε όλα τα νεύρα να εκπαιδεύονται όσο πιο συγχρονισµένα γίνεται. Το
πώς αποφασίζονται οι τιµές των ηij και οι λεπτοµέρειες αυτών των εκπαιδευτικών αλγορίθ-
µων είναι θέµατα αρκετά εξεζητηµένα και δε θα αναφερθούµε περισσότερο σε αυτά.
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Για να εκπαιδεύσουµε το νευρωνικό δίκτυο, όπως είπαµε, χρειαζόµαστε ένα σύνολο εκ-
παιδευτικών παραδειγµάτων, το training set. Υπάρχουν όµως δύο τρόποι µε τους οποίους
µπορούµε να το χρησιµοποιήσουµε:

α) Ο πρώτο τρόπος ονοµάζεται διαδοχικός (sequential mode). Κατ’ αυτόν τον τρόπο το
νευρωνικό επεξεργάζεται ένα σήµα εισόδου από ένα παράδειγµα και κατόπιν δέχεται µια
διόρθωση στα βάρη του. Στη συνέχεια επαναλαµβάνει τη διαδικασία µε το επόµενο παρά-
δειγµα, αφού έχει πρώτα διδαχθεί από το προηγούµενο. Όταν χρησιµοποιήσει όλα τα παρα-
δείγµατα του training set, δηλαδή συµπληρώσει µια περίοδο (epoch), τότε αναδιατάσσουµε
τυχαία τα παραδείγµατα µέσα στο training set και τα ξαναδίνουµε στο νευρωνικό δίκτυο για
να συνεχίσει την εκπαίδευσή του βλέποντάς τα ένα προς ένα και µαθαίνοντας από το καθένα
σειριακά.

β) Ο δεύτερος τρόπος ονοµάζεται µαζικός (batch mode). Κατ’ αυτόν τον τρόπο η διόρθω-
ση των βαρών γίνεται αφότου ολοκληρωθεί µια περίοδος εκπαίδευσης. ∆ηλαδή, το δίκτυο
εκτελεί όλα τα παραδείγµατα του training set και µετά υπολογίζεται το Εav:

N
2

av j
n 1 j(output layer)

1E e (n)
2N =

= ∑ ∑ (Π1.26)

Κατόπιν, η διόρθωση του wji υπολογίζεται ως:
N

jav
ji j

n 1ji ji

e (n)
w e (n)

w N w=

∂∂Ε η
∆ = −η = −

∂ ∂∑ (Π1.27)

Μεταξύ των δύο τρόπων, δηµοφιλέστερος τρόπος εκπαίδευσης είναι ο sequential. Οι λό-
γοι είναι αρκετοί: (α) Ο αλγόριθµος είναι απλούστερος προγραµµατιστικά και εξοικονοµείται
µνήµη, αφού δε χρειάζεται να αποθηκεύονται τα e όλων των παραδειγµάτων για να αθροι-
στούν στο τέλος της περιόδου. (β) Μπορεί να εκµεταλλευθεί ακόµα και παραδείγµατα που
βρίσκονται στο training set και είναι πανοµοιότυπα. Εφόσον µεταξύ δύο πανοµοιότυπων πα-
ραδειγµάτων µεσολαβούν άλλα, διαφορετικά παραδείγµατα, και τα δύο θα εκπαιδεύσουν ε-
ποικοδοµητικά το δίκτυο.

Κάτι ακόµα που επηρεάζει σοβαρά τη διαδικασία της εκπαίδευσης είναι το αρχικό w.
Παρατηρώντας τις συναρτήσεις (Π1.1) και (Π1.2) βλέπουµε ότι για πολύ µεγάλα ορίσµατα η
παράγωγος τείνει στο µηδέν, που σηµαίνει ότι ο όρος φ΄(·) τείνει στο µηδέν, άρα τείνει στο
µηδέν και η διόρθωση ∆wji. Αυτό λέγεται κορεσµός του δικτύου (saturation). ∆ηλαδή, αν
βάλουµε πολύ µεγάλες αρχικές τιµές στα βάρη, τότε το w θα διορθώνεται πολύ αργά. Από
την άλλη, αν αρχικά το w είναι πολύ κοντά στο 0, δηµιουργούνται διαφορετικά προβλήµατα.
Οπότε, καλό είναι να επιλέγεται ένα αρχικό w µακριά από τα άκρα.

Κάτι που βοηθά στο να γίνει γρήγορα και αποδοτικά η εκπαίδευση είναι το να περιλαµ-
βάνονται ενδιαφέροντα παραδείγµατα στο training set. Αυτό σηµαίνει ότι τα παραδείγµατα
πρέπει να καλύπτουν ποικίλες περιπτώσεις, να µην είναι όλα παρόµοια. Έτσι το δίκτυο θα
έχει γνωρίσει, όσο είναι δυνατό, κάθε ενδεχόµενο σήµα εισόδου. Πρέπει ταυτόχρονα να ε-
λέγχεται µε µεγάλη προσοχή το training set, γιατί ακόµα κι αν ένα παράδειγµα συνοδεύεται
από λάθος επιθυµητή απάντηση, το δίκτυο µπορεί να εκπαιδευτεί λανθασµένα.

Η ικανότητα γενίκευσης που θα διαθέτει ένα νευρωνικό δίκτυο µετά την εκπαίδευσή του
είναι συνάρτηση τριών βασικά παραγόντων: (α) του µεγέθους του training set, (β) της αρχιτε-
κτονικής του δικτύου, και (γ) της φυσικής δυσκολίας του διαπραγµατευόµενου προβλήµατος.
Τον τρίτο παράγοντα δε µπορούµε να τον ρυθµίσουµε, µπορούµε όµως να λάβουµε ορισµένα
µέτρα για τους δύο πρώτους.

Είναι εξαιρετικά δύσκολο να γνωρίζουµε ποια προβλήµατα αδυνατεί να αντιµετωπίσει έ-
να δίκτυο δεδοµένης αρχιτεκτονικής. Μόνο σε απλούστατες περιπτώσεις όπως αυτή του per-
ceptron ήταν δυνατόν κάτι τέτοιο. Αυτό που εµπειρικά συνιστάται για µια δεδοµένη αρχιτε-
κτονική και αφορά στο µέγεθος του training set είναι ότι το πλήθος N των παραδειγµάτων
πρέπει να είναι της τάξης του (W/ε), όπου W είναι το πλήθος των ρυθµιζόµενων παραµέτρων,
δηλαδή των βαρών, και ε είναι το ποσοστό λάθους που θέλουµε τελικά να κάνει το δίκτυο.
Για παράδειγµα, αν ένα δίκτυο έχει 20 βαθµούς ελευθερίας και θέλουµε τελικά να κάνει λά-
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Παρ/µα 1 – σελ. 10

θος µόνο στο 10% των εκτελέσεων, πρέπει να εκπαιδευθεί µε ένα training set µεγέθους
N~(20/0.1)=200.

Άλλο ένα κεντρικής σηµασίας ερώτηµα είναι το πότε είναι η κατάλληλη στιγµή να στα-
µατήσουµε την εκπαίδευση ενός νευρωνικού δικτύου, δηλαδή µετά από πόσες περιόδους.
Όσο αφήνουµε το δίκτυο να εκπαιδεύεται το Eav θα µειώνεται συνεχώς, στην αρχή ραγδαία
και στη συνέχεια πολύ αργά. Όµως, από ένα σηµείο και πέρα το δίκτυο υπερεξειδικεύεται
(overtraining) στο συγκεκριµένο training set και χάνει την ικανότητα να απαντά σωστά για
σήµατα που δεν περιέχονται σε αυτό. ∆ηλαδή χάνει την ικανότητα γενίκευσης που επιθυµού-
µε να διαθέτει.

Μια πολύ χρήσιµη µέθοδος που µας δείχνει το πότε πρέπει να σταµατήσουµε την εκπαί-
δευση είναι η µέθοδος έγκαιρης διακοπής (early stopping method). Σε αυτήν τη µέθοδο δε-
σµεύουµε ένα µέρος των παραδειγµάτων που έχουµε και τα βάζουµε σε ένα άλλο σύνολο,
που το λέµε σύνολο ελέγχου (validation set). Εκπαιδεύουµε το δίκτυο κατά τον γνωστό τρόπο
χρησιµοποιώντας τα υπόλοιπα παραδείγµατα που έχουν παραµείνει στο training set. Μετά
από κάθε ορισµένο αριθµό περιόδων (πχ 2 ή 3), λέµε στο δίκτυο να κρατήσει το w σταθερό
και να τρέξει όλα τα παραδείγµατα του validation set. Εφόσον και για το validation set γνωρί-
ζουµε τις σωστές απαντήσεις, µπορούµε να ελέγξουµε πόσο καλά τα πήγε το δίκτυο σε αυτό,
που δεν το χρησιµοποίησε για την εκπαίδευσή του. Κατά κανόνα, το Eav στο validation set
είναι µεγαλύτερο από το Eav στο training set. Όµως, και τα δύο φθίνουν αρχικά που σηµαίνει
ότι και στα άγνωστα παραδείγµατα, το δίκτυο βελτιώνει την επίδοσή του.

Μετά από ορισµένες περιόδους βλέπουµε ότι ενώ το σφάλµα στο training set εξακολουθεί
να µειώνεται, το σφάλµα στο verification set αρχίζει να αυξάνεται. Αυτό σηµαίνει ότι αρχί-
ζουµε να έχουµε υπερεξειδίκευση του δικτύου. Τότε είναι η κατάλληλη στιγµή να σταµατή-
σουµε την εκπαίδευση.
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Παράρτηµα 2 – Kolmogorov test

Το Kolmogorov test είναι ένα καθιερωµένο στατιστικό test που εξετάζει κατά πόσο µια
µετρούµενη κατανοµή s(x) είναι συµβατή µε µια υποτιθέµενη κατανοµή f(x).

Μια από τις µετεξελίξεις του Kolmogorov test είναι το λεγόµενο Kolmogorov-Smirnof
test, που συγκρίνει κατά πόσο δύο µετρούµενες κατανοµές είναι συµβατές, δηλαδή προέρχο-
νται από την ίδια θεωρητική κατανοµή.

Για να εφαρµοστεί η µέθοδος Kolmogorov ορίζουµε την απόκλιση των δύο κατανοµών
s(x) και f(x) µε cumulative probabilities S(x) και F(x). Αφού έχουµε κάνει τις δύο κατανοµές
µε ίδιο µέγεθος bin, συγκρίνουµε το περιεχόµενο των S(x) και F(x) σε κάθε bin. Ορίζουµε
την απόκλιση ως:

max ( ) ( )D S x F x= −
Αποδεικνύεται ότι, αν Ν είναι ο πληθυσµός της s(x),

( ) ( ) ( )21 2

1
lim 2 1 r rz

N r
P ND z e

∞
− −

→∞ =
> = −∑

Ακολουθεί το διάγραµµα της παραπάνω πιθανότητας ως συνάρτησης του z.

Για παράδειγµα, α
αν όντως η s προέρχε

ND >2 είναι 6.7x10

Όταν εφαρµόζουµ
προέρχονται και οι δύ

Υπολογίζουµε τη
probabilities S και G,

max ( )D S x= −
Τότε, αν οι s και 

s(x) και g(x) τείνουν ν

όπου Ν και Μ είν
2∞
Παρ/µα 2 – σελ. 1

ν βρω την απόκλιση µιας κατανοµής s σε σχέση µε µια υπόθεση f, τότε,
ται από την f, η πιθανότητα να βρω ND >1 είναι 0.27, ενώ να βρώ
-4.

ε το Kolmogorov-Smirnof test για να δούµε αν δύο κατανοµές s και g
ο από την ίδια κατανοµή (είναι δηλαδή συµβατές), κάνουµε τα εξής:
ν απόκλιση D αυτών των δύο πειραµατικών κατανοµών µε cumulative
 ως

( )G x
g είναι ίδιες (µε την έννοια ότι του δείγµατος τείνοντος στο άπειρο, οι
α ταυτισθούν), ισχύει:
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∆ηλαδή, αν οι s και g είναι ίδιες, τότε πχ είναι πολύ απίθανο να βρω 
NM D

N M+
>2.

Όταν χρησιµοποιώ όµως το test για να µάθω αν οι s και g είναι ίδιες γίνεται το εξής:

Υπολογίζω το d=
NM D

N M+
 και κατόπιν το k= ( ) ( )21 2

1
2 1 r rd

r
e

∞
− −

=
−∑ . Το k εκφράζει

την πιθανότητα να κάνω λάθος απορρίπτοντας τη συµβατότητα των s και g. Για παράδειγµα,
αν το k προκύψει ίσο µε 2, η πιθανότητα να κάνουµε λάθος απορρίπτοντας την οµοιότητα s
και g είναι 0.67%. Αν k<0.5, τότε η πιθανότητα να είναι λάθος η απόρριψη της οµοιότητας
είναι σχεδόν 1. Αυτό είναι λογικό, αφού µικρό k σηµαίνει µικρή απόκλιση, οπότε είναι επι-
σφαλές να τις απορρίψουµε σαν ανόµοιες.

Κάναµε τέσσερις δοκιµές του Kolmogorov test που υπάρχει στο πακέτο ανάλυσης
ROOT, που είναι µετάφραση σε C++ της συνάρτησης που υπήρχε και προηγουµένως στο
CERNLIB.

1η δοκιµή: Παίρνουµε 104 αριθµούς κατανεµηµένους σύµφωνα µε την γκαουσιανή κέ-
ντρου 0 και τυπικής απόκλισης 1. Παίρνουµε άλλους 104 αριθµούς προερχόµενους από την
ίδια κατανοµή πιθανότητας. Εκτελούµε το Kolmogorov test και το k το αποθηκεύουµε. Αυτό
επαναλαµβάνεται 104 φορές, οπότε στο τέλος έχουµε µια κατανοµή των 104 k που υπολογί-
σθηκαν, για δύο κατανοµές που εκ κατασκευής είναι (στο όριο του απείρου) ίδιες.

2η δοκιµή: 
µές πληθυσµό 
Εικόνα 1: Κατανοµή της πιθανότητας Kolmogorov στην 1η δοκιµή.
Ακριβώς ίδια µε την 1η, αλλά αντί να έχουν και οι δύο συγκρινόµενες κατανο-
104 έχουν η µία 104 και η άλλη 103. Το αποτέλεσµα διαφέρει ελάχιστα.
Εικόνα 2: Κατανοµή της πιθανότητας Kolmogorov στην 2η δοκιµή.
Παρ/µα 2 – σελ. 2
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Παρ/µα 2 – σελ. 3

Βλέπουµε ότι ενώ οι συγκρινόµενες κατανοµές είναι ίδιες, δίνουν και k<<1, ακόµα και k
κοντά στο 0. Ο λόγος είναι ότι το Kolmogorov test δεν είναι σε θέση να πει κατηγορηµατικά
ότι οι κατανοµές είναι ίδιες. Μας δίνει µόνο την πιθανότητα να είναι λάθος ότι είναι ανό-
µοιες. Επίσης, παρατηρούµε ότι είτε ίσους πληθυσµούς χρησιµοποιούµε είτε άνισους, η κα-
τανοµή του k δεν αλλάζει πολύ, αρκεί βεβαίως κανείς από τους δύο πληθυσµούς να µην είναι
υπερβολικά µικρός.

3η δοκιµή: Συγκρίνουµε 104 φορές δύο ανόµοιες κατανοµές: µια γκαουσιανή µε κέντρο
το 0 και τυπική απόκλιση 1 και µια µε κέντρο το 1 και τυπική απόκλιση 0.4. Και οι δύο έχουν
αρχικά πληθυσµούς 104.

4η δοκιµή: Ίδια µε την 3η, αλλά συγκρίνουµε άνισους πληθυσµούς, 104 και 103. Το k εί-
ναι και πάλι πάντα ίσο µε 0.

Εικόνα 3: Κατανοµή της πιθανότητας Kolmogorov στην 3η δοκιµή.

Εικόνα 4: Κατανοµή της πιθανότητας Kolmogorov στην 4η δοκιµή.
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Αυτό που παρατηρούµε και είναι ευχάριστο είναι ότι όταν οι κατανοµές είναι ανόµοιες,
το k (που λέγεται Πιθανότητα Kolmogorov) προκύπτει πάντα σχεδόν ίσο µε το µηδέν. ∆ηλα-
δή, αν θεωρήσουµε ότι οι κατανοµές είναι ανόµοιες (που όντως είναι), η πιθανότητα να κά-
νουµε λάθος είναι σχεδόν 0, δηλαδή κατά πάσα πιθανότητα είναι όντως ανόµοιες.

Όταν οι κατανοµές είναι ίδιες, κάποιες φορές, όπως είδαµε, η πιθανότητα Kolmogorov
προκύπτει αρκετά κοντά στο 0. Συνήθως τίθενται κάποια όρια σχετικά µε το πόση τουλάχι-
στον πρέπει να είναι η πιθανότητα για να θεωρούµε τις κατανοµές ίδιες. Για να δούµε πόσο
µικρή µπορεί να προκύψει η k µε δεδοµένο ότι οι κατανοµές είναι ίδιες, κάναµε την εξής δο-
κιµή: Παράγουµε δύο ίδιες γκαουσιανές κατανοµές µε 1000 τυχαία στοιχεία η καθεµία και
υπολογίζουµε το k. Αυτό επαναλαµβάνεται 105 φορές και σχεδιάζουµε στη συνέχεια την κα-
τανοµή του k εστιάζοντας το ενδιαφέρον µας στις µικρότερες τιµές που αυτό πήρε σε αυτές
τις 105 δοκιµές. Το αποτέλεσµα φαίνεται στην εικόνα 5, όπου φαίνεται ότι δεν προέκυψε ούτε
ένα k<10-5.

Α
102, κ

Ε
σουµ
ρετικ

Φ
νές κ
kc θα
ποτέ 
Εικόνα 5: Τα µικρότερα k που βρέθηκαν για ίδιες γκαουσιανές, πληθυσµών 103 έκαστη.
Παρ/µα 2 – σελ. 4

κριβώς η ίδια δοκιµή επαναλήφθηκε µε άνισους πληθυσµούς στις κατανοµές: 103 και
αι τα αποτελέσµατα ήταν σχεδόν τα ίδια, όπως φαίνεται στην εικόνα 6.
ίναι, λοιπόν εµφανές ότι αν θέσουµε ένα κατώφλι στην πιθανότητα kc≈10-6, και θεωρή-
ε ότι για k>kc οι κατανοµές ταιριάζουν, τότε η πιθανότητα να κάνουµε λάθος είναι εξαι-
ά µικρή, µικρότερη από 10-5.
υσικά, δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι αυτό το όριο θεσπίστηκε βάσει δοκιµών σε γκαουσια-
ατανοµές. ∆εν είναι εγγυηµένο ότι αν κάνουµε τη δοκιµή µε οποιαδήποτε κατανοµή το
 βρεθεί ίδιο. Πάντως, έχει ενδιαφέρον ότι για ίδιες κατανοµές το k δεν παίρνει (σχεδόν)
την τιµή 0, αλλά µπορεί να την πλησιάζει αρκετά.
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Εικόνα 6: Τα µικρότερα k που βρέθηκαν για ίδιες γκαουσιανές, πληθυσµών 1000 και 100.
Παρ/µα 2 – σελ. 5
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Παράρτηµα 3 – Αλληλεπίδραση µε την ύλη (Σχέση Bethe-Bloch)

Καθώς ένα σωµάτιο διέρχεται µέσα από την ύλη αλληλεπιδρά µε τους πυρήνες και τα η-
λεκτρόνια που τους περιβάλλουν, αλλά ορισµένες φορές και µε ολόκληρο το µέσο (Cheren-
kov ακτινοβολία, σύµφωνη ακτινοβολία πέδησης). Ένα ελαφρό σωµάτιο που κινείται µέσα
στην ύλη (το οποίο αποκαλείται βλήµα (projectile)) και συγκρούεται µε βαρείς πυρήνες απο-
κλίνει από την πορεία του και παθαίνει πολλαπλή σκέδαση. Σε κάθε σκέδαση χάνει µικρό
µέρος της ενέργειάς του, εκτός κι αν οι σκεδάσεις είναι ανελαστικές. Απ’ την άλλη, ένα βαρύ
βλήµα που κινείται µεταξύ ελαφρών στόχων χάνει ενέργεια εκτρεπόµενο ελαφρώς µόνο από
την τροχιά του.

Οι απώλειες ενέργειας ενός αδρονικού βλήµατος οφείλονται κυρίως σε ισχυρές αλληλε-
πιδράσεις, δηλαδή στις αλληλεπιδράσεις µε τους πυρήνες του υλικού. Αυτές οι ισχυρές αλλη-
λεπιδράσεις µπορούν και να αποσυνθέσουν εντελώς το βλήµα. Παρ’ όλα αυτά, η ηλεκτροµα-
γνητική απώλεια ενέργειας είναι σηµαντική και για τα αδρόνια, επειδή η µέση ελεύθερη δια-
δροµή για τις ισχυρές αλληλεπιδράσεις είναι αρκετά µεγάλη, καθώς, λόγω της µικρής της
εµβέλειας, η ισχυρή αλληλεπίδραση εκδηλώνεται ουσιαστικά όταν το βλήµα έρθει σε επαφή
µε τους πυρήνες.

Με εξαίρεση την περίπτωση όπου το βλήµα είναι υψηλά σχετικιστικό, ο ιονισµός της ύ-
λης είναι ο βασικός τρόπος µε τον οποίο χάνει ενέργεια ηλεκτροµαγνητικά. Η µέση απώλεια
ενέργειας (stopping power) λόγω ιονισµού δίνεται από την περίφηµη σχέση Bethe-Bloch:

( )2dE ZD z ( ) 1
dx A

− = ρ Φ β + ν

όπου 
( )

2 2 2
2e

2
e

2m c1 C( ) log
1 m M 2 Z

  γ β δ
Φ β = −β − −    β Ι + γ  

όπου:
Ε = η ενέργεια του βλήµατος
Μ = η µάζα του βλήµατος
β = η ταχύτητα του βλήµατος (σε µονάδες c)
γ = 1/(1-β2)1/2

z = το φορτίο του βλήµατος, σε µονάδες ηλεκτρονιακού φορτίου e
x = µήκος διαδροµής στην ύλη
D = 4 π re

2 me c2 NA = 0.30707 MeV cm2/mole
re = 2.817 938·10-13 cm = η κλασική ακτίνα του ηλεκτρονίου
me = 0.511 003 MeV/c2 = η µάζα του ηλεκτρονίου
ΝΑ = 6.022·1023 /mole = ο αριθµός του Avogadro
Z = ο ατοµικός αριθµός του µέσου
Α = το ατοµικό βάρος του µέσου (σε g/mole)
ρ = η πυκνότητα µάζας του µέσου (σε g/cm3)
I = µέση ενέργεια ιονισµού ( προσεγγιστικά =10Ζ eV)
δ = διόρθωση στην πυκνότητα
C = διόρθωση φλοιώδους δοµής
ν = υψηλότερης τάξεως διόρθωση

Η απώλεια ενέργειας λόγω ιονισµών είναι σε καλή προσέγγιση ανάλογη της πυκνότητας
ηλεκτρονίων του µέσου και του τετραγώνου του φορτίου του βλήµατος. Επιπλέον, εξαρτάται
από την ταχύτητα του βλήµατος, όντας ανάλογη το 1/β2 για µικρές ταχύτητες και φτάνοντας
την ελάχιστη τιµή της περίπου για γβ=3. Στα πολύ µεγάλα Ζ, το ελάχιστο µετακινείται µέχρι
το βγ=3.5 περίπου. Για µεγαλύτερα γβ παρατηρείται η λεγόµενη σχετικιστική άνοδος (rela-
tivistic rise) και για πολύ µεγάλα γβ φτάνει τελικά σε µια σταθερή τιµή, την λεγόµενη πεδιά-
δα Fermi.
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Για παράδειγµα, αν θέσουµε όλες τις µεταβλητές του σιδήρου και για βλήµα θέσουµε ένα
ηλεκτρόνιο, ένα µιόνιο ή ένα τ (αν υποθέσουµε ότι αυτά τα βαρέα λεπτόνια είναι δυνατόν να
επιβιώσουν για αρκετό χρόνο), παίρνουµε τα dE/ρdx της παρακάτω εικόνας:

Εικόνα 1: Απώλεια ενέργειας λόγω ιονισµών, σε σίδηρο, για e, µ και τ.

Παρατηρούµε ότι από ένα σηµείο και πέρα, η µάζα του βλήµατος δεν παίζει ρόλο στη
σχέση Bethe-Bloch. Αυτό φαίνεται από το ότι το µ(105.6MeV) και το τ(1777MeV) διαγρά-
φουν την ίδια σχεδόν καµπύλη.

Η stopping power χρησιµεύει σε δεδοµένο υλικό χρησιµεύει και στην ταυτοποίηση σω-
µατιδίων ορισµένες φορές. Συνήθως, σε µια δέσµη έχουµε διάφορα σωµάτια µε παραπλήσια
ορµή. Αν σχεδιάσουµε την stopping power που έχει ο σίδηρος (θεωρώντας I≈260eV) για µ, π,
Κ, e και p, συναρτήσει της ορµής βλέπουµε ότι ο διαχωρισµός είναι ικανοποιητικός, όπως
φαίνεται στην εικόνα 2.

Εικόνα 2: stopping power στο σίδηρο, χωρίς καµία διόρθωση
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